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1. FACTORIZACIÓN DE LA SUMA DE DOS CUADRADOS 
EN Q .

Cuando  se  estudia  el  álgebra  elemental  se  tiene  como  uno  de  sus  

contenidos  “La  factorización  de   polinomios”,  en  la  cual  se  plantean  

algunos  “casos  de  factoreo”  o  fórmulas  que  indican  como,  dado  un  

polinomio  que  tiene  una  forma  específica  puede  expresarse  como  el  

producto  de  dos  o  más  factores  diferentes  de  uno,  en  esta  ocasión  se  

mencionan  los  siguientes:

La diferencia  de  dos  Cuadrados : ))((22 bababa −+=−

La diferencia  de  dos  Cubos : ))(( 2233 babababa ++−=−

La suma  de  dos  cubos : ))(( 2233 babababa +−+=+

Pero,  ¿qué  hay  de  la suma  de  dos  cuadrados ?; es  decir:

 ?22 =+ ba

Muy poco  o  nada  se  dice  al  respecto,  en  los  libros  de  álgebra  elemental  

se  afirma  que  no  se  puede  factorizar  sin  que  se  obtenga  factores  

irracionales,  ya  que  22 ba +  es  primo;  esto  es,  que  solo  es  divisible  por  

el  mismo  y  uno,  tales  afirmaciones  pueden  llevar  a  pensar  que  todas  
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las  sumas  de  dos  cuadrados  no  se  pueden  factorizar,  en  el  Es por  esta  

razón  que  se  escribe  lo  siguiente:

 TEOREMA 1.1:  Sea  la  suma  de  dos  cuadrados  22 ba +  donde  Qba ∈,  

y  sea  abc 2= ,  si  c  es  una  expresión  racional;  es  

decir,  abc 2=  es  una  “raíz  exacta”  entonces  22 ba +  

se  puede  factorizar  como  ))((22 bcabcaba +−++=+ .

 DEMOSTRACION:

2222 22 babababa +−+=+          ya que  022 =− abab

            abbababa 222 −+++=     ya  que  ababab 2=+  y ley  conmutativa  

de  la  suma

            222 cbababa −+++=       ya  que  por  hipótesis  abc 2=

           222 )()( cbababa −+++=     ley  asociativa  de  la  suma

 2)()( cbabbaa −+++=        ley  distributiva  del  producto  sobre

                                                  la  suma

            2))(( cbaba −++=               ley  distributiva  del  producto  sobre

                                                              la  suma   

            2)()())(( ccbacbababa −+++−++=   ya  que

                                                                               0)()( =+−+ cbacba

            ])[(])())([( 2ccbacbababa −+++−++=     ley  asociativa  de

                                                                                         la  suma  

            ][])[( cbaccbaba −++−++=     ley  distributiva  del  producto         

                                                       sobre  la  suma

             ])[( cbacba −+++=       ley  distributiva  del  producto  sobre  la

                                                          suma

             ))(( bcabca +−++=       Ley conmutativa  de  la  suma.



Así tenemos  que:

                          Si ⇒∈= Qabc 2   ))((22 bcabcaba +−++=+      

 Ejemplo  1.1       Factorizar  814 4 +x .

 Solución

Tenemos  que:

814 4 +x   =   222 9)2( +x  

Entonces  surge  la  pregunta:   

¿Se podrá  factorizar  aplicando  el teorema  1.1?

Con  el  propósito  de  obtener  una  respuesta  tomamos:  

22xa =
b  =  9      y 

xxxabc 636)9)(2(22 22 ====  

De  este  modo  tenemos  que  ""c  es  una  “raíz  exacta”  quiere  

decir  que  si  se  puede  factorizar  aplicando  el  teorema  1.1.

Así, sustituyendo:

 22xa =  , xcyb 69 ==   en  

))((22 bcabcaba +−++=+  

Obtenemos  lo  siguiente:

      )962)(962(814 224 +−++=+ xxxxx

2. APLICANDO LA FACTORIZACIÓN DE LA SUMA DE DOS 
CUADRADOS EN EL CÁLCULO DIFERENCIAL.

 Ejemplo  2.1        Calcular  la  derivada  de  
962

814
)(

2

4

++
+=

xx

x
xf .

 Solución



Tenemos  la  función:        
962

814
)(

2

4

++
+=

xx

x
xf  en  donde  

factorizaremos  el   numerador  tomando  las  raíces  

cuadradas  de  los  sumandos:

814 4 +x  

22x           9

Así xxxc 636)9()2(2 22 ==⋅⋅=

De donde  obtenemos  que:

 )962()962(814 224 +−⋅++=+ xxxxx

y al  sustituirlo  en  la  función  queda:  

962

)962)(962(
)(

2

22

++
+−++=

xx

xxxx
xf                   

Y al  simplificar  se  obtiene:      

                                     962)( 2 +−= xxxf

Derivando  esta  última  expresión  tenemos  que:

                                    )32(264)(' −=−= xxxf

Por  lo  tanto:

                  )32(2)(' −= xxf

3. FACTORIZANDO LA SUMA DE DOS CUADRADOS EN 
EL CÁLCULO  INTEGRAL.

Para   calcular   la   integral  de  una  función  tenemos  varias  formas  de  

hacerlo,  aplicando  los  diferentes  métodos  de  integración,  integrales  

inmediatas,  integración  por  cambio  de  variable,  por  partes,  etc.

También  podemos  simplificar  la  función,  si  es  posible,  antes  de  aplicar  

los  métodos  de  integración  y  de  esta  manera  facilitar  el  cálculo  de  su  

integral.

 

 Ejemplo  3.1      Calcular  ∫ ++
+

dx
xx

x

366

936
2

4

.



 Solución

Tenemos  la  integral  ∫ ++
+

dx
xx

x

366

936
2

4

 en  donde  al  factorizar  el  

numerador  obtenemos:

         ∫ ++
+

dx
xx

x

366

936
2

4

=  ∫ ++
+−++

dx
xx

xxxx

366

)366)(366(
2

22

                       =  ∫ +− dxxx )366( 2

                       =  Cxxx ++− 332 23   

Donde  C es  la  constante  de  integración.

Por  lo  tanto:   

                          ∫ ++
+

dx
xx

x

366

936
2

4

= Cxxx ++− 332 23  

5. FACTORIZACIÓN  DE  LA  SUMA  DE  DOS 

CUADRADOS EN ℜ.

En  la  primera  parte  se  planteó  la  factorización  de  aquellas  sumas  de  

dos  cuadrados  la  cuales  cumplen  que:  ab2  sea  una  “raíz  exacta”,  es  

decir,  que  ab2  pertenezca  al  conjunto  de  los  números  racionales,  

nótese  que  el  ser  una  “raíz  exacta”  garantiza  su  existencia.

Cuando  tomamos  la  suma  de  dos  cuadrados  en  el  conjunto  de  los  

números  reales,  la  condición  de  que  ab2 sea  una  “raíz  exacta”,  ya  no  

es  necesaria,  no  importa  que  el  resultado  sea  irracional;  es  decir,  que  

'2 Qab ∈ , pero  sí  hay  que  garantizar  su  existencia  en  el  conjunto  de  los  

números  reales.



Teníamos  que: ( ) ababCabC 222
22 ==⇒=





<−
≥

==
0,2

0,2
22

absíab

absíab
abC

Observemos  que  cuando  0<ab ,  la  expresión  ab2 ,  no  existe  en  el  

conjunto  de  los  números  reales,  pero  cuando  0≥ab , entonces  ab2  si  

existe  en  el  conjunto  de  los  números  reales;   esto  es:  Sí 0≥ab  entonces  

ℜ∈ab2 .

Pero  ¿Cuando  es  que  se  cumple  que: 0≥ab  ?

Cuando  00 >∧> ba  ó  bien  cuando  00 <∧< ba .

Así  podemos  escribir  lo  siguiente:

Teorema  5.1:  Sea  la  suma  de  dos  cuadrados  ℜ∈+ baconba ,,22 , sí  

0≥ab  entonces  la suma  de  dos  cuadrados  se  puede  

factorizar  como:  ( ) ( )bababababa +−++=+ 2222 .

 Demostración:

2222 0 baba ++=+                        Sumando  cero,  ya  que  aa =+ 0

      22 22 bababa +−+=            Ya que  2ab  – 2ab  =  0.

       abbaba 22 22 −++=            Propiedad  conmutativa  de  la  suma.  

       abbababa 222 −+++=       Ya que  2ab  =  ab  +  ab

       ( ) ( ) abbababa 222 −+++=     Ley asociativa  de  la  suma.

( ) ( ) abbabbaa 2−+++=     Ley distributiva  del  producto   

                                                   sobre  la  suma.



       ( ) ( ) abbaba 2−++=           Ley distributiva  del  producto  sobre

                                                la  suma.

       ( ) abba 22 −+=                      Ya que  2. aaa =

      ( ) ( ) ( ) ababbaabbaba 2222 −+−+++=

                                    Ya que  ( ) ( ) 022 =+−+ abbaabba

( ) ( ) ( ) ]22[]2[ 2 ababbaabbaba ++−+++= Ley 

                                                                                   asociativa

( ) ]2[2]2[ abbaababbaba ++−+++= Ley distributiva

( ) ]2[2 abbaabba ++−+=  Ley distributiva

( ) ( )babababa +−++= 22  Ley conmutativa

Por  lo  tanto  tenemos  que:  

( ) ( )bababababaabbaSí +−++=+⇒≥∧ℜ∈ 220, 22

  Ejemplo  5.1    Factorizar  .42 +x

 Solución  

Tenemos  que  222 24 +=+ xx

Tomando  a =  x   y  b  =  2  tenemos  que:

( ) ( )2)2)((22)2)((242 +−++=+ xxxxx

( ) ( )2424 +−++= xxxx

( ) ( )2222 +−++= xxxx



Como  debe  de  cumplirse  que  0≥ab ;  es  decir,  

002 ≥⇒≥⋅ xx .

Por  lo  tanto:

                                   ( ) ( ) .0222242 ≥+−++=+ xparaxxxxx

A continuación  se  muestran  algunos  ejemplos  en  el  cálculo  de  

derivadas.

  Ejemplo  5.4   Calcular  la  derivada  de  la  función  
510

25
)(

2

++
+=

xx

x
xf .

 Solución

Factorizando  el numerador  de  f  tenemos  que:

510

25
)(

2

++
+=

xx

x
xf =

510

)510)(510(

++
+−++

xx

xxxx

= 510 +− xx

Luego  derivando  obtenemos:

2/1)10(51)(' −−= xxf

Por  lo  tanto:

x
xf

10

5
1)(' −=

 Ejemplo  5.5    Calcular  la  derivada  de  la  función  
1020

100
)(

2

+−
+=

xx

x
xf .

 Solución

Factorizando  el numerador  de  f  tenemos  que:

1020

100
)(

2

+−
+=

xx

x
xf =

1020

)1020)(1020(

+−
+−++

xx

xxxx



= 1020 ++ xx

Luego  derivando  obtenemos:

2/1)20(101)(' −+= xxf

Por  lo  tanto:

                    
x

xf
20

10
1)(' +=

Observemos  algunos  ejemplos  en  el  cálculo  de  integrales.

 Ejemplo  5.6    Calcular  ∫ ++
+

dx
xx

x

36

92

 Solución  

Tenemos  la  integral  ∫ ++
+

dx
xx

x

36

92

 en  donde  factorizando  

el numerador  tenemos:

∫ ++
+

dx
xx

x

36

92

= ∫ ++
+−++

dx
xx

xxxx

36

)36)(36(

    =  ∫ +− dxxx )36(

    = Cxxx ++− 32/32

3

62

2

1

Por  lo  tanto:

                                ∫ ++
+

dx
xx

x

36

92

 =  Cxxx ++− 32/32

3

62

2

1



6. FACTORIZACIÓN DE LA SUMA DE DOS 

BICUADRADOS.

En las  secciones  1  y 5  hemos  estudiado  la  factorización  de  la  suma  de  

dos  cuadrados,  en  el  conjunto  de  los  números  racionales  y  reales,  

respectivamente.

Ahora  tomaremos  el  caso  en  que  tengamos  la  suma  de  dos  

bicuadrados,  es  decir,  el  caso  en  que  tengamos  expresiones  cuadráticas  

elevadas  al  cuadrado,  esto  es:

 442222 )()( baba +=+

 Corolario  6.1: Sean  ℜ∈ba, y  44 ba + una  suma  de  dos  bicuadrados  

entonces  la suma  de  dos  bicuadrados  puede  

factorizarse  como:  

)2)(2( 222244 bababababa +−++=+

 Demostración:

222244 )()( baba +=+           ya  que  422422 )()( bbaa =∧=

)2)(2( 22222222 bbaabbaa +−++=    Por  el  teorema  

5.1  con  022 ≥ba  

ℜ∈∀+−++= bababababa ,)2)(2( 2222

Ya que  022 ≥ba se  cumple  ℜ∈∀ ba,

Por  lo  Tanto:

ℜ∈∀+−++=+ babababababa ,)2)(2( 222244



 Ejemplo  6.1       Factorizar  44 yx + .

 Solución

Tenemos  44 yx +  en  donde  tomando  ybxa =∧=

obtenemos:

)2)(2( 222244 yxyxyxyxyx +−++=+

 Ejemplo  6.4      Calcular  la  derivada  de  la  función  
422

16
)(

2

4

++
+=

xx

x
xf

 Solución

Tenemos  la  función  
422

16
)(

2

4

++
+=

xx

x
xf en  donde  factorizando  

el numerador  tenemos  que:

422

16
)(

2

4

++
+=

xx

x
xf =

422

)422)(422(
2

22

+⋅+
+⋅−++

xx

xxxx

= 4222 +− xx

Luego  derivando  obtenemos:

222)(' −= xxf

 Ejemplo  6.6     Calcular  ∫ ++
+

dx
xx

x

1239

181
2

4

 Solución



Tenemos  la  integral  ∫ ++
+

dx
xx

x

1239

181
2

4

 en  donde  factorizando  el 

numerador  tenemos: ∫ ++
+

dx
xx

x

1239

181
2

4

=

∫ ++
+−++

dx
xx

xxxx

1239

)1239)(1239(
2

22

        =  ∫ +− dxxx )1239( 2

       = Cxxx ++− 23
2

2

3
3

Por  lo  tanto:

∫ ++
+

dx
xx

x

1239

181
2

4

=  Cxxx ++− 23
2

2

3
3

7. LA FACTORIZACIÓN DE nn ba + PARA “n” PAR.

En las  secciones  anteriores  se  ha  estudiado  la  factorización  de  las  

expresiones  22 ba +  y 44 ba + , en  esta  sección  estudiaremos  la  

factorización  de  nn ba +  para  Nn∈  y n  par.

Teorema  7.1     Sea  la  expresión  algebraica  nn ba +  con  Nn∈  y n  

par  entonces  nn ba +  se  puede  factorizar  como:  

)2)(2( mmmmmmmmnn bbaabbaaba +−++=+ para  

mnyba mm 20 =≥ .

  Demostración:



Tenemos  la  expresión  nn ba +  en  donde  como  n  es  par,  se  

puede  escribir  de  la  forma  mn 2= con  m en  el  conjunto  de  los  

números  naturales.

Así  nn ba + = mm ba 22 +

= 22 )()( mm ba +  

Luego  aplicando  el teorema  5.1  tenemos:

= )2)(2( mmmmmmmm bbaabbaa +−++ para  0≥mmba

Por  lo  tanto:

nn ba + = )2)(2( mmmmmmmm bbaabbaa +−++ para  

02 ≥= mmbaymn

 Ejemplo  7.1           Factorizar  2020 yx + .

 Solución

Para  la  expresión  2020 yx +  tenemos  que  )10(220==n en  donde  

tomando  10=m  tenemos  que:

2020 yx + = 210210 )()( yx +

               = )2)(2( 1010101010101010 yyxxyyxx +⋅−+⋅+

               = )2)(2( 105510105510 yyxxyyxx +⋅−+⋅+

Por  lo  tanto:

     2020 yx + = )2)(2( 105510105510 yyxxyyxx +⋅−+⋅+

8. FACTORIZACIÓN DE nm ba + PARA “m” y “n” PARES.



Ahora  trataremos  el  estudio  de  la  generalización  de  la  factorización  de  

la  suma  de  dos  cuadrados,  es  decir,  la  factorización  de  la  expresión  

nm ba +  con  m y n números  naturales  pares.

 Teorema  8.1     Sea  la  expresión  algebraica  nm ba +  con  m , Nn∈  y m , n  

pares  entonces  nm ba +  se  puede  factorizar  como:

)2)(2( qqppqqppnm bbaabbaaba +−++=+

para  02,2 ≥== qpbayqnpm .

 Demostración:

Tenemos  la  expresión  nm ba +  en  donde  como  m y n  son  pares,  

se  pueden  escribir  de  la  forma:  

 pm 2=

  qn 2=

con  qp ∧  en  el  conjunto  de  los  números  naturales.

Así  nm ba + = qp ba 22 +

= 22 )()( qp ba +  

Luego  aplicando  el teorema  5.1  tenemos:

= )2)(2( qqppqqpp bbaabbaa +−++ para  0≥qpba

Por  lo  tanto:

nm ba + = )2)(2( qqppqqpp bbaabbaa +−++ para  pm 2= , 

∧= qn 2    0≥qpba

 Ejemplo  8.1         Factorizar  2816 yx + .



 Solución

Para  la  expresión  2816 yx +  tenemos  que:

)8(216==m

 )14(228==n

En donde  tomando  148 =∧= qp  tenemos  que:

2816 yx + = 21428 )()( yx +

               = )2)(2( 141488141488 yyxxyyxx +⋅−+⋅+

               = )2)(2( 1474814748 yyxxyyxx +⋅−+⋅+

Por  lo  tanto:

  2816 yx + = )2)(2( 1474814748 yyxxyyxx +⋅−+⋅+

 Ejemplo  8.2         Factorizar  6040 yx + .

 Solución

Para  la  expresión  6040 yx +  tenemos  que:

)20(240==m

 )30(260==n

En donde  tomando  3020 =∧= qp  tenemos  que:

6040 yx + = 230220 )()( yx +

               = )2)(2( 3030202030302020 yyxxyyxx +⋅−+⋅+

               = )2)(2( 3015102030151020 yyxxyyxx +⋅−+⋅+



Por  lo  tanto:           6040 yx + =

)2)(2( 3015102030151020 yyxxyyxx +⋅−+⋅+
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