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1. FACTORIZACION DE LA SUMA DE DOS CUADRADOS
EN Q.

Cuando se estudia el agebra elemental se tiene como uno de sus
contenidos “La factorizacion de polinomios”, en la cual se plantean
algunos “casos de factoreo” o formulas que indican como, dado un
polinomio que tiene una forma especifica puede expresarse como el
producto de dos o mas factores diferentes de uno, en esta ocasion se

mencionan los siguientes:

La diferencia de dos Cuadrados - a®° —b®*=(a+b)(a-b)
La diferencia de dos Cubos - a®-b®=(a—-b)@® +ab+b?)
La suma de dos cubos : a®+b® =(a+b)(@® —ab+b?)

Pero, ¢qué hay de la suma de dos cuadrados?, es decir:

a®+b*=?
Muy poco o nada se dice al respecto, en los libros de algebra elemental
se afirma que no se puede factorizar sin que se obtenga factores
irracionales, ya que a® +b” es primo; esto es, que solo es divisible por

el mismo y uno, tales afirmaciones pueden llevar a pensar que todas
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las sumas de dos cuadrados no se pueden factorizar, en el Es por esta

razon que se escribe lo siguiente:

TEOREMA 1.1: Sea la suma de dos cuadrados a? +b? donde ablQ
y sea c=-+/2ab, Si C es una expresion racional; es
decir, c=-/2ab es una “raiz exacta’ entonces a® +b?

se puede factorizar como a’®+b*=(a+c+b)(@a-c+b).

DEMOSTRACION:

a® +b® =a® +2ab-2ab+b? ya que 2ab—2ab=0
=a?+ab+ab+b?—-2ab yaque ab+ab=2ab y ley conmutativa
de la suma
=a?+ab+ab+b?-c? yaque por hipétesis c=-/2ab

=(a® +ab) +(ab+b*) —c® ley asociativa de la suma

=a(a+b)+b(a+b)—c? ley distributiva del producto sobre
la suma
=(a+b)(a+b)—-c? ley distributiva del producto sobre
la suma

=(a+b)(a+b)-(a+b)c+(a+b)c—c® yaque
(a+b)c—-(a+b)c=0
=[(a+b)(@a+b) —(a+b)c] +[(a+b)c—c’] ley asociativa de
la suma
=(a+b)a+b-c]+da+b-c] ley distributiva del producto

sobre la suma

=(a+b+c)latb—C] ley distributiva del producto sobre la
suma

=(@a+c+b)(a-c+b) Ley conmutativa de la suma.




Asi tenemos que:

S c=-/2ab0Q O a*+b*=(a+c+b)(a-c+

=)

)

Ejemplo 1.1 Factorizar 4x* + 81.

Solucion

Tenemos que:
4x* +81 = (2x°)* +9
Entonces surge la pregunta:

¢Se podra factorizar aplicando el teorema 1.17?

Con el prop6sito de obtener una respuesta tomamos:
a=2x*
b=9 vy
c=-/2ab=.[2(2x*)(9) =-/36x° =6x

De este modo tenemos que "C' es una “raiz exacta” quiere

decir que si se puede factorizar aplicando el teorema 1.1.
Asi, sustituyendo:
a=2x?>,b=9 y c=6x en
a®+b*=(a+c+b)(a-c+b)

Obtenemos lo siguiente:

4x* +81=(2x* + 6x+9)(2x*> —6x +9)

2. APLICANDO LA FACTORIZACION DE LA SUMA DE DOS
CUADRADOS EN EL CALCULO DIFERENCIAL.

Ejemplo 2.1 Calcular la derivada de f(x)=

4x* +81
22 +6X+9

Solucion




4x* +81

Tenemos la funcién: f(x):z—
2X° +6x+9

factorizaremos el numerador tomando

cuadradas de los sumandos:

4x* + 81
\ A /
2x2 9

Asi c=./20(2x?) [{9) =-/36x? =6x

De donde obtenemos que:

4x* +81=(2x* + 6x+9) [(2x*> —6Xx +9)
y al sustituirlo en la funcion queda:

(2x* +6x +9)(2x* —6x +9)
2x246x+9

Y al simplificar se obtiene:

f(X)=2x*> —-6x+9

f(x)=

Derivando esta ultima expresion tenemos que:
f'(X)=4x—-6=2(2x—3)

Por lo tanto:

f'(xX) =2(2x <3

en donde

las

raices

3. FACTORIZANDO LA SUMA DE DOS CUADRADOS EN
EL CALCULO INTEGRAL.

la integral de una funcion tenemos varias formas de

Para calcular

hacerlo, aplicando los diferentes métodos de integracion, integrales

inmediatas, integracion por cambio de variable, por partes, etc.

También podemos simplificar la funcion, si es posible, antes de aplicar

los métodos de integracion y de esta manera facilitar el céalculo de su

integral.

Ejemplo 3.1

4
Calcular J’(m dx
X X



Solucién

. 36x* +9 .
Tenemos la integral Imdx en donde al factorizar el

numerador obtenemos:

36x* +9 (6Xx*+6x+ 3)(6x* —6x + 3
_[72 dx= J' dx
6X° +6x+3 BX2+6X +3

J’(6x2 —6x +3) dx

= 23 -3x* +3x+C

Donde C es la constante de integracion.

Por lo tanto:

36x* +9

———————dx=2x3 —-3x® +3x +
-r6x2+6x+3 2x° —=3x* +3x+C

5. FACTORIZACION DE LA SUMA DE DOS
CUADRADOS EN [I.

En la primera parte se planteé la factorizacion de aquellas sumas de

dos cuadrados la cuales cumplen que: -/2ab sea una “raiz exacta’, es

decir, que -/2ab pertenezca a conjunto de los numeros racionales,
nétese que el ser una “raiz exacta’” garantiza su existencia.

Cuando tomamos la suma de dos cuadrados en el conjunto de los
nameros reales, la condicion de que -/2absea una “raiz exacta’, ya no

es necesaria, no importa que el resultado sea irracional; es decir, que

~/2ab0Q", pero si hay que garantizar su existencia en el conjunto de los

numeros reales.



Teniamos que: C= -/2abO C? :(«/Zab)2 =|2ah

0 2ab, si ab=0

2 _ —
C* =2lakj= %—Zab, si ab<O

Observemos que cuando ab<O0, la expresion -/2ab, no existe en el

conjunto de los numeros reales, pero cuando ab=0, entonces -/2ab si

existe en el conjunto de los nimeros reales; esto es: Si ab=0 entonces

J2ab 0.

Pero ¢Cuando es que se cumple que: ab=0 ?

Cuando a>00b>0 ¢ bien cuando a<00b<O0.,

Asi podemos escribir o siguiente:

Teorema 5.1 Sea la suma de dos cuadrados a’ +b?,cona,b00, si

ab=0 entonces la suma de dos cuadrados se puede

factorizar como: a®+b? =(a+-/2ab +b)(a—-/2ab +b|.

Demostracion:

a®+b’=a’+0+b’ Sumando cero, yaque a+0=a
=a’ + 2ab - 2ab + b? Yaque 2ab —2ab = 0.
=a’ +2ab+Db’* - 2ab Propiedad conmutativa de la suma.

=a’ +ab+ab+b*-2ab Yaque 2ab = ab + ab
=(a® +ab) +(ab+b?] —2ab  Ley asociativa de la suma.
=ala+b)+b(a+b)—2ab Ley distributiva del producto

sobre la suma.



=(a+b)(a+b) - 2ab Ley distributiva del producto sobre
la suma.
=(a+b)* - 2ab Yaque a.a=a’

=(a+b)* +(a+b) /2ab —(a+b) -/2ab - 2ab

Yaque (a+b)-/2ab-(a+b)-/2ab=0
=[(a+b)?* +(a+b)/2ab] - (a+b) -/2ab + 2ab] Ley
asociativa
=(a+hb|[a+b+-/2ab] —-/2ab[a+b+-/2ab] Ley distributiva
:(a+b—%) [a+b+-/2ab] Ley distributiva

:(a+dﬂa+b) (a—%+b) Ley conmutativa

Por lo tanto tenemos que:

S a,b00 Oab>00 a® +b? =|a+-/2ab +bl(a~-/2ab+D)

Ejemplo 5.1 Factorizar X° + 4.

Solucién

Tenemos que X° +4=x*+2?

Tomando a= x y b= 2tenemos que:

X +a=(xr 20@) +2)[x- 200 +2
:(x+ 4x+2)(x—@+2)

=[x +2/x+2|[x - 2/x +2)



Como debe de cumplirse que ab=0; es decir,
x[2=00 x=0.

Por lo tanto:

X2 +4:(x+2&+2)(x—2&+2) parax 0.

A continuacién se muestran algunos ejemplos en el calculo de

derivadas.
Ejemplo 5.4 Calcular la derivada de la funcién f(x)—ﬂ
JEmpie S X+-/10x +5

Solucion

Factorizando el numerador de f tenemos que:

e X (5 10+
X +/10x +5 X+MS

= x—-/10x +5

Luego derivando obtenemos:

f'(x) =1—5(10x) '?

Por lo tanto:
5
f'f(x)=1-——
(x) Tox
x? +100
Ejemplo 5.5 Calcular la derivada de la funciéon f(X)=——————.
J P » X—+/20x +10

Solucién

Factorizando el numerador de f tenemos que:

x? +100 _ (x++/20x +10)(x —3{20x +10)

f(x)= =
) X —~/20x +10 X —~/20x +10




= x+-/20x +10
Luego derivando obtenemos:
f'(x) =1+10(20x) ™2

Por lo tanto:

10
/20X

f'(x)=1+

Observemos algunos ejemplos en el calculo de integrales.

: x*+9
Ejemplo 5.6 Calcular Imdx
X X

Solucion

2

. X +9 .
Tenemos la integral J’mdx en donde factorizando
X X

el numerador tenemos:

X2 +9 _(x+ TBx+3)(x—/6x +3
Ix+ 6x+3dx_f X + JBx+3 o

= I(x—@+3)dx

J.X+J&+3 2 3

1 2/6
= - x*=""x¥?+3x+C
2 3
Por lo tanto:
x?+9 1 5, 26 g
dx = =x* - +3xHC




6. FACTORIZACION DE LA SUMA DE DOS

BICUADRADOS.

En las secciones 1 y 5 hemos estudiado la factorizacion de la suma de
dos cuadrados, en el conjunto de los nameros racionales y reales,
respectivamente.

Ahora tomaremos e caso en que tengamos la suma de dos
bicuadrados, es decir, el caso en que tengamos expresiones cuadréticas
elevadas al cuadrado, esto es:

(a2)2 +(b2)2 :a4 +b4

Corolario 6.1: Sean a,b00y a* +b*una suma de dos bicuadrados
entonces la suma de dos bicuadrados puede

factorizarse como:

a* +b* =(a? +-/2ab+b?)(a? —-/2ab+b?)

Demostracion:
a* +b* =(a*)? + (b*)? yaque (@°)*=a* O (b*)*=b*
=(a* +Jﬂ+b2)(a2 —@+b2) Por el teorema
5.1 con a’b®>=0
=(a? +-/2ab+b?)(a? --/2ab+b?) Oa,bOO
Yaque a’b?=0se cumple Ua,b00

Por lo Tanto:

a* +b* =(a? +-/2ab+b?)(@® —-/2ab+b?) Oa,bOO




Ejemplo 6.1  Factorizar x* +y*.
Solucion
Tenemos x*+y* en donde tomando a=x0Ob=y
obtenemos:
X' +y* =(x7 +-/2xy + y?) (X —/2xy + y?)
Ejemplo 6.4 Calcular la derivada de la funcién f(X)=£
el X2 +2./2x+4
Solucién
, x* +16 .
Tenemos lafuncion f(X)=————=——en donde factorizando
X +2ﬁx+4

el numerador tenemos que:

f(0) = x* +16 _(x2+\2w§x¢4)(x2—2ﬁ5<+4)
X2 +2./2x+4 X2 + 2,2kt 4

= x?-2/2x+4

Luego derivando obtenemos:

fr(x)=2x—2./2

Ejemplo

81x* +1
6. Calcular I dx

Solucion

Ox? +3/2x+1



81x* +1
Tenemos la integral J’g 2432 +1dX en donde factorizando el
X X

81x* +1
numerador tenemos: T~ Ig 24+3/2 +1dx:
— 2 9x X

(9%? +3/2x + (9% —3./2x +1) dx
I Ox? +3./2x+1

- J’(9x2 —3/2x +1)dx

3
=3¢ -ox®+x+C
2

Por lo tanto:

81x* +1
ngz +3/2x+1

dx= 3¢ =" 2x% +x+C
2

7. LA FACTORIZACION DE g" + b"PARA “n” PAR.

En las secciones anteriores se ha estudiado la factorizacién de las

expresiones a?+b?y a*+b*, en esta seccién estudiaremos la

factorizacion de a" +b" para nON y n par.

Teorema 7.1 Seala expresion algebraica a" +b" con nON y n

par entonces a" +b" se puede factorizar como:

a"+b"=(@" ++/2a™d™ +bM)(@™ —+/2a™b™ +b™) para

a™m=0 y n=2m.

Demostr aci é|n:




Tenemos la expresion a" +b" en donde como N es par, se
puede escribir de laforma n=2mcon Men el conjunto de los
nameros naturales.
Asi a" +b"= a®™ +b"

= @")* +(O")?
Luego aplicando el teorema 5.1 tenemos:
=@"++/2a"b" +b™)@" —/2a™b™ +b™)para a"b™ =0

Por lo tanto:

a"+b"= (@™ ++/2a"b™ +b™)(@" —+/2a"b™ +b™)para

n=2m y a"b™=0

Ejemplo 7.1 Factorizar x* +y®.

Solucion

Para la expresion x* +y® tenemos que N=20=2(10)en donde
tomando m=10 tenemos que:
X20 +y20: (XlO)Z +(y10)2

- (XlO + 25(10le + ylo)(XlO _ 25(10y10 + ylo)

— (Xlo +ﬁ D(SyS + ylo)(xlo _& D(sys +y10)

Por lo tanto:

XZO + y20: (X10 +ﬁ D(5y5 + y10)(X10 _ﬁ D(5y5 + y10

8. FACTORIZACION DE g™ +b"PARA “m” y “n” PARES.



Ahora trataremos el estudio de la generalizacién de la factorizacion de

la suma de dos cuadrados, es decir, la factorizacién de la expresion

a™ +b" con MynNnumeros naturales pares.

Teorema 8.1 Sealaexpresion algebraica a™ +b" con M NN y m n
pares entonces a™ +b" se puede factorizar como:
a" +b" =(a” +-/2a’b? +b)(a” —-/2a’b? +b?)

para m=2p , n=2q y ab*=0

Demostracion:

Tenemos la expresion a™ +b" en donde como My N son pares,

se pueden escribir de la forma:

con P U Qen el conjunto de los nimeros naturales.
Asi a™ +b"= a*" + b
= (@")° +(b%)’
Luego aplicando el teorema 5.1 tenemos:
= (a® +/2aPb® +b%)(@” —/2a’b? +b%)para a’h? =0

Por lo tanto:

a™ +b"= (a” +/2a°b" +b%)(a® —/2a’b" +b*)para M=2p,

n=2q9 O afbh'=0

Ejemplo 8.1 Factorizar X" +y?.




Solucion

Para la expresion x'° +y® tenemos que:

m=16=2(8)
n=28=2(14)

En donde tomando p=8 [ g=14tenemos que:
X1 +y®= (x%)% +(y*)?
= (¢ +:20CY™ +y*) (¢ - 208y +y*)
= (¢ + 2Ky +y)¢ -2y +yM)

Por lo tanto:

X16 +y28: (X8 +ﬁ D(4y7 + y14)(X8 _ﬁ D(4y7 + y14)

Ejemplo 8.2 Factorizar x® +y®.

Solucién

Para la expresion x* +y® tenemos que:
m=40=2(20)
n=60=2(30)

En donde tomando p=20 U =30 tenemos que:

X4O +y60: (X20)2 +(y30)2

- (XZO + ZD(ZOySO +y30)(x20 _ 25(20y30 +y30)

— (XZO +ﬁ D(10y15 + y30)(x20 _ﬁ D(10y15 + y30)



Por lo tanto: x* +y®=

(X20 +@ D(10y15 + y30)(x20 _@ D(10y15 + y30)
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