TITULO:
¢CUANDO SE PUEDE APLICAR LA INTEGRAL DEFINIDA PARA

RESOLVER UN PROBLEMA?

AUTOR: Dr. Reinaldo Hernandez Camacho.
Profesor Titular de Matematica.
Doctor en Ciencias Pedagogicas.
CENTRO: Universidad de Matanzas “Camilo Cienfuegos”. Cuba.
EMAIL: reinaldo.hernandez@umcc.cu

TELEFONO PARTICULAR: 283057

DIRECCION PARTICULAR: Calle 115 entre 342 y 344. Edificio Micro A.
Reparto Armando Mestre. Ciudad de Matanzas. Cuba.

CAMPO DE INVESTIGACION: Resolucion de problemas matematicos.

NIVEL DE ENSENANZA: Universitaria.



RESUMEN

Para un estudiante universitario, por lo general, representa una tarea
bastante dificil, poder identificar cuando debe aplicar la integral
definida para resolver un problema que sea totalmente nuevo para él.
Sin embargo, de poco sirven las habilidades que se tengan para calcular
una operacion matematica si no se es capaz de reconocer cuando se
debe emplear esa operacion en la solucion de un problema.

En este trabajo se presenta un conjunto de propiedades que
caracterizan atodos los problemas que pueden resolverse mediante una
integral definida. Experimentos pedagolgicos realizados durante varios
anos, han demostrado, que cuando los estudiantes aprenden a utilizar
esa caracterizacion, aumentan sus posibilidades para identificar cuando

deben aplicar la integral definida en la solucion de un problema.

DESARROLLO

Reconocer cuando se debe aplicar la integral definida para modelar un
problema, que sea totalmente nuevo para la persona que esté
intentando resolverlo, teniendo como UuUnico recurso la definicion
tradicional de esta operacion matematica, no resulta nada facil. La
definicién tradicional arroja muy poca luz sobre las caracteristicas que
debe tener un problema para que pueda ser resuelto mediante una
integral definida.

A continuacién se presentara otra definicién de la integral definida, que
es equivalente a la definicion tradicional, pero que estd compuesta por

un conjunto de propiedades que caracterizan a este concepto, lo cual



facilita el reconocimiento de cuando éste puede ser aplicado en la
solucion de un problema.

DEFINICION ALTERNATIVA DE LA INTEGRAL DEFINIDA.

(Para funciones seccionalmente continuas).

Sea F un conjunto de funciones reales definidas y seccionalmente
continuas en todo punto de un intervalo [a,b]_

La integral definida de una funcién fLF en el intervalo [a,b], se denota

b
I f (X)dx y se caracteriza por cumplir las siguientes propiedades:
a
a) Si f es constante eigual a C en un intervalo [m,n] D[a,b] , entonces
Inf(x)dx =Cn-m)
m

b) S f(x) < g(x) para todo x [ [m,n] D[a,b] y gL F, entonces
I; f(X)dx < I;g(x)dx

c) Para toda particién P= {Xo,Xl,Xz,---Xp} de [mn] O[a,b] se cumple que:

I;f(X)dx: J:f(x)dx ¥ J': fOYdx + ..+ I:”_lf(x)dx

OBSERVACIONES:

 Esta definicién alternativa es mas apropiada que la definicion
tradicional para reconocer cuando puede aplicarse la integral
definida en la solucién de un problema, pero no lo es para €l
desarrollo de habilidades en el calculo de integrales definidas.

« Es recomendable introducir esta definiciobn cuando se vayan a
resolver problemas aplicando la integral definida, después que los
estudiantes hayan desarrollado habilidades en el calculo de esta

operacion.



 Laequivalencia entre la definicion alternativa que se ha dado aqui
y la definicion tradicional de integral definida, esta contenida en
un teorema con su demostracion, que puede verse en la tesis de
doctorado del autor de este trabajo.

» Esta definicion permite hacer una caracterizacién general de todos
los problemas que pueden ser modelados mediante una integral

definida.

CARACTERIZACON DE LOS PROBLEMAS QUE PUEDEN RESOLVERSE

MEDIANTE UNA INTEGRAL DEFINIDA.
Sean: P un conjunto de problemas que pertenecen a un mismo tipo de
problemas, S el conjunto de las soluciones de dichos problemas y F un

conjunto de funciones reales definidas en puntos de un intervalo [ab],
donde, para cada problema pUP su solucién sUS esta relacionada con
una funcién fUF.

Entonces, la solucion s de un problema pUP, que esta relacionada con

b
una funcion fUF en [ab], es equivalente aJ' f (x)dx si se cumple que:
a

a) f estd definida y es seccionalmente continua en todo punto del
intervalo [a.b] .

b) En ese tipo de problemas, si la funcion asociada fuera constante en
[a,b] ; es decir, si fuera una funcién g al que g(x)=c para todo x U [a,b],

entonces la solucion seria s=c(b- a).



c) Lasolucién s de un problema de ese tipo, en un intervalo [a,b] , N0 se

altera si se realiza cualquier particién de [a,b] y se toma como solucidn

la suma de las soluciones del problema en cada uno de los subintervalos

en que se ha dividido [a,b].

d) En ese tipo de problemas, cuanto mayor sea la imagen de la funcion

asociada, mayor sera la solucion s del problema.

OBSERVACIONES:
En este trabajo, la expresion tipo de problemas, se utiliza con el
significado siguiente: Conjunto de problemas, cuyas soluciones

estan asociadas cada una de ellas a una funcién real en un

interval o [a,b], y todos los problemas tienen exactamente las
mismas caracteristicas, con la Unica excepcion de la funcién
asociada, que puede ser diferente de un problema a otro.

Es recomendable que se presenten a los estudiantes tanto
problemas que puedan ser modelados mediante una integral
definida, como otros que no puedan serlo porque incumplan
alguna de las propiedades necesarias y suficientes.

Para que una persona pueda analizar si en un problema se
cumplen o no cada una de las propiedades que componen la
caracterizacién anterior, es necesario que comprenda el contexto
del problema desde el punto de vista extramatemaético.

Una funcién que sea continua en un intervalo es, naturalmente,

seccionalmente continua en ese intervalo.



EJEMPLOS DONDE SE APLICA LA CARACTERIZACION
Analizar si los siguientes problemas pueden resolverse o0 no

mediante la integral definida de la funcion f en el intervalo indicado.
EJEMPLO 1

A partir de los 40 dias de nacido y hasta cumplir un afio, el aumento en
libras por dias de un cerdo es f(x)=0,002x+0,4, donde x indica la edad
en dias. ¢Cuantas libras aumenta el cerdo entre los 40 y los 100 dias de

nacido?
ANALISIS

a) Lafuncion f estd definida y es continua en todo punto del intervalo [

40;100].

b) Si la funcidon asociada fuera constante (si fuera una constante C la

cantidad de libras por dias que aumenta el cerdo), la solucion del
problema (la cantidad de libras que aumenta el cerdo en el intervalo [

40;100]), podria obtenerse multiplicando esa constante C por la longitud

del intervalo. Es decir, la solucion seria: S=C(100- 40).

c¢) Cuanto mayor sea la imagen de la funcion asociada (la cantidad de
libras por dias que aumenta el cerdo), mayor serd la solucion del
problema (la cantidad de libras que aumenta entre los 40 y los 100 dias

de nacido).

d) Si se realiza cualquier particion del intervalo [40;100] y se calcula el
aumento en libras del cerdo en cada uno de los subintervalos obtenidos

mediante esa particion, la suma de los aumentos producidos en cada



uno de los subintervalos, sera siempre igual al aumento total en el

intervalo [40;100].

Por lo tanto, en este problema se cumplen todas las propiedades
necesarias y suficientes para que su solucion pueda obtenerse mediante

una integral definida.
100
l S:LO (0,002x +0,4)dx=32,4

El puerco aumenta 32,4 libras entre los 40 y los 100 dias de nacido.
EJEMPLO 2

Calcular el area de un rectangulo, que tiene como base al intervalo [2;8]

del ge de las x; y cuya altura es el maximo de la funcion f definida por

f(x)=x2 en el propio intervalo [2;8].
ANALISIS

a) Lafuncion f estad definida y es continua en [2;8].

b) Si f fuera constante la solucion podria obtenerse mediante el

producto de esa constante por lalongitud del intervalo.

c) Cuando mayor sea la imagen de la funcion asociada mayor es la
solucién del problema.

d) Pero si se realizan determinadas particiones del intervalo [2;8], por
ejemplo, en [2;4] y [4; 8], la suma de las soluciones en cada uno de esos

dos subintervalos no es igual a la solucién en el intervalo [2; 8]

completo.



s[2:d =f(8)8-2 =64(6)=3842, que es en realidad la solucién del
problema.

Por otra parte:

S[2;4 +94;9 = f(4)(4-2) +1(8)(8-4)
=16(2)+ 64(4)

= 32+ 256 = 288u°
Por lo tanto, la solucién de este problema no es equivalente aJ‘Zszdx.
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