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RESUMEN:

En este articulo, los autores analizan e problema de la homogeneidad
de poblaciones. Este consiste en dividir una poblacién en subpoblacionesy
estudiar s la distribucién de probabilidad es la misma en dlas. S esto es
afirmativo, entonces podremos trabgjar con datos agregados, en caso
contrario seria conveniente trabgjar con las subpoblaciones. El ignorar la
heterogeneidad conduce a conclusones equivocadas (paradoja de
Simpson).

Existen un considerable conjunto de técnicas estadisticas para
analizar 9 una poblacion es homogénea respecto a aguna o varias
caracteristicas cuando estas son observables (Anova, Manova, Regresion
multivariante, etc.); € problema surge cuando no conocemos “a priori ”
estas caracteristicas, es decir, son no observables. La aplicacion que
trataremos en este articulo, serd andizar 9 la variable ingresos totales netos
de los hogares espafioles en € afio 1994 es una distribucién homogénea, a
través de la técnica estadistica conocida con e nombre de andisis de

mixtura de componentes y su resolucion por € agoritmo EM.



INTRODUCCION.-

El andlisis de homogeneidad de poblaciones consiste en dividir una
poblacién en subpoblaciones y estudiar s la distribucién de una o varias
variables adeatorias es la misma en todas dlas. En este caso, se podra
trabgjar con los datos agregados. En caso contrario, sera conveniente

trabgar con las subpoblaciones existentes, Pefiay Romo (1).

El ignorar la heterogeneidad debida a la presencia de subpoblaciones
puede conducir a conclusiones equivocadas en e andisis, ya que no
tenemos una representacion clara de la variable, no megoramos la
comprension del fendmeno en estudio y podemos incurrir en la famosa
Paradoja de Smpson (2), quien demostro que al mezclar datos que
provienen de distintas poblaciones y, por tanto, son heterogéneos,
podemos llegar a conclusiones opuestas a las obtenidas teniendo en cuenta

las subpoblaciones.

La Ciencia Estadistica ha proporcionado un considerable nimero de
herramientas para poder analizar la homogeneidad de poblaciones cuando la
variable grupo y las variables a analizar son observables. Los modelos més
conocidos son €l Anova (para € estudio de una Unicavariable) y e Manova
(para d estudio de un conjunto finito de variables), sempre que se conozca
“a priori” la asignacion de las observaciones a los grupos, analizandose
posteriormente mediante un contraste de igualdad de medias, supuestas que
las poblaciones son normales y homocedasticas. En € caso de que se
acepte la hipotesis nula de igualdad de medias, entonces diremos que las

poblaciones son homogeneas.



El problema surge cuando no disponemos de informacion “ apriori “
gue nos indique s existe una division de la poblacién en subpoblaciones, es
decir, cuando la variable grupo es no observable. Este es € problema que
trataremos en este articulo, en @ que la variable continua observable viene
definida por los ingresos totales netos de los hogares espaiioles en € afo
1994 (Panel de Hogares de la U.E.), y la variable grupo (discreta) es no
observable, problema que es conocido, en e campo de la estadistica, con
el nombre de andlisis de mixtura de componentes. Su resolucion se basa en
el conocido algoritmo EM y en e contraste de hipotesis de homogeneidad a
través de los modelos mixtos de variables continuas y discretas,
introducidos por Lauritzen y Wermuth en 1989 (3) y su extension por
Edwards en 1990 (4 ) a los modelos de interaccion jerarquicay més tarde
construidos por combinacion de los modelos log-linedes para variables
discretas con los Modelos Gaussianos Gréficos (MGG) para variables
continuas por Whittaker (1990) ( 5) y Edwards (1995) (6).

ANALISIS DE MIXTURA DE DISTRIBUCIONES
ESTADISTICAS.-

El andlisis de las distribuciones mixtas para datos agrupados consiste
matematicamente en € estudio de una funcién de densidad de probabilidad
mixta, la cua es una suma ponderada de k funciones de densidad

componentes, donde k es asumido a priori para ser conocido, es decir,

f(x Ims) = p.f(x /my,s1) + pof(X /mp,S5) +......+ peF(X /My, Sy) [1]



Las densidades componentes pueden ser normales, lognormal,
gamma, exponencial o Weibull. Los parametros son las proporciones de la
mixtura, las medias y las desviaciones estandar de las distribuciones
componentes. Diversas restricciones pueden ser impuestas a los

parametros.

El caso que vamos a desarrollar es € de una muestra aleatoria, X3 X

X, extraidade una poblacién con funcion de densidad dada en [1],

.............

con las distribuciones componentes normales y homocedasticas.

Dada lamuestra, y fijado un k “apriori “, estimaremos los parametros
y posteriormente contrastaremos la igualdad de medias de las distribuciones
componentes, es decir, si 10s datos estan descritos adecuadamente por una

componente.

La distribucion a posteriori de que un elemento con respuesta X,

pertenezcaalaclase=1,2,.....k , viene dada por :
h(j/x) = p f(x/j)/ £(X) 1,2,....k [2]
donde las f(x/j) son normales N(m), s ), paratodo j = 1,2,....k.

El logaritmo de la funcion de verosmilitud viene dada por:

| =log P f(x) = & logf(x) = & log [p:f(x /m,s1) + pof(Xi /My,S5) +.....
i i i

+ pf(xi fm,s) |



Dado que la suma de las proporciones han de ser igua a 1, es decir,
a p = 1, tendremos que maximizar la  funcién:
i

f =& log [p.f(x /m,S1) + ..+ pf(xi M,s) 1+ q (@pi-1) [4]

Para la obtencidn de los estimadores maximoverosimiles, resolvemos

|as ecuaciones:

Tf/Tp =8 f(xifj)/f(xi)+q =0 [5]

Tf/9m= &p fxf)/f(xi) =0 [6]

[
Mf /9s?=9/7s?[& log[p.f(x /m,s1) ++ pef(xi Im,si) 1 /(x) = 0 [7]
De las ecuaciones anteriores se deducen los siguientes estimadores en

funcion de las probabilidades a posteriori f(j /xi):

‘b= & f(j/xi)/n i=1,2,..k [8]

AN
m = &axifi/xi)/ &f(/x)j=12,..k [9]



AN
s®= &[& (xi - m)>f(/ xi)/n. [10]
]

Sin embargo, s f(j / xi ) fuese conocida, seria muy facil resolver las
ecuaciones [8], [9] y [10] para obtener las estimaciones de |os parametros,
pero ésta es bastante complicada de calcularla, ya que su definicién viene

dada por:

h(/x) = g f(<f) 1 f)=p; (2p s*)Y? exp -L2{ (x- m)?/s®} [pf(x Imysy)
+ P f(X/IM,S)) +......+ P (X /M, Sl [11]

Para elo, es més Util aplicar e EM dgoritmo, € cud tiene la ventga de

conseguir estimaciones de los parametros de la siguiente forma :

1) Elegimos un conjunto de valores inicides para las probabilidades a
posteriori { f(j/xi)} .

2) Utilizando las ecueciones [8], [9] y [10] obtenemos las primeras
aproximaciones de los estimadoresde p; m y de s®.

3) Sudtituimos estos valores estimados de nuevo en [ 11 ], para obtener

mejores estimaciones de { f(j/xi)} .

4) Volviendo a paso 2), obtenemos segundas aproximaciones para los

parametros y continuamos € ciclo hasta alcanzar la convergencia.

Para la asignacion de las observaciones a las clases o grupos, s la
poblacibn no es homogénea, podemos proceder caculando las
probabilidades a posteriori y estableciendo la sguiente regla de

clasficacion:



h(ix) = p, T} / F(x) > h(x) = p fdh) 7 (x) [12]

de donde,
p; f(x/)) / pnf(x/h) >1

tomando logaritmos tenemos:
log p; - log pn + log [f(x/]) - f(x/jh)] > O [13]
S da sudtituir los estimadores en la ecuacion anterior [13], obtenemos un

valor mayor gque cero, entonces la observacion x se le asignara ala clase j;

en caso contrario alaclase h.

APLICACION PRACTICA.-

Sea la poblacién univariante de los ingresos netos totales de los hogares
espafioles en 1994, de la cua hemos obtenido una muestra adeatoria de

tamanio 6435, cuyas caracteristicas principal es son:
X = 2.326.147'581
S?= 2777986078640
El contraste de la normalidad de la poblacién a través de la muestra

nos indica un coeficiente de verosmilitud (-2logL=202642 1681) |o que nos

permite aceptar la hipotesis de normalidad.



La estimacion de los pardmetros de la funcién de f(x) dada en [1], a

través del algoritmo EM nos da los siguientes resultados:

p;=-0504 p2=1- p; =0°496

A=1 m =2337042°001 s® = 2708236211428
A=2 my=2308413743

Estas estimaciones nos indican que existen dos subpoblaciones,

repartidas aproximadamente a 50% y con igua varianza.

Mediante € algoritmo EM podemos redizar una asignacion de los
elementos de la muestra a las clases, a través de la regla de Bayes de la
distribucion a posteriori, obteniéndose una clasificacion en dos clases con

las siguientes caracteristicas muestrales:

A=1 media= 5053861 081 varianza = 3370791919168 n=1.156
A=2 media= 1728830512 varianze= 662075428512 m=5.279

Readlizando un contraste de hipétesis entre e modelo de homogeneidad e
Iguales medias contra € modelo de homogeneidad y distintas medias, se

aceptala hipdtesis del segundo modelo.

CONCLUSIONES:
Del trabajo se obtienen las siguientes conclusiones:
ad Que € andigs de mixtura de distribuciones nos permite discernir S una

poblacion es homogénea o heterogénea.



b) Que € agoritmo EM es una herramienta eficaz para la estimacion de los

parametros de la distribucion de una mixtura de distribuciones.

¢) Que la asignacion bayesiana de asignacion de clases nos permite redlizar
y compaar las distintas subpoblaciones existentes y no cometer errores

de interpretacion de la variable en estudio.

d) Que los ingresos netos de los hogares espafioles en 1994 estan

distribuidos en dos subpoblaciones, perfectamente diferenciadas.
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