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l!DiC¡Pla~.y ~qa~As ~~~~~~h~~ 

1,. Elast1ei4wl,ctUtiml1dai-,h:o.mogen,eid.atl ~' l,an't-r-opia. - La elastiei-

dad dé 10-8 material.es,. l'asni.fieata en las .est~u:ras ~1erl1e'$ 

:por la c1e~a>>ar1016n de l.as def<*"1'48Q1tmeS p:roo~oidas. por fue;eae-s ' ex

tarior$$ ité' 1tttenaidad .íni'erio'l' 8 oler"to lúuite~ <Ju,aldo ástas dejt\n 

4.Bn.tU;~. tos llla~er1tU.es ite ooost-rueo1m P(}8e&1l esa p.rQ.i.l~eisd. 61.1 -

dive,rao grsdo" el. Olta! m.tn8,a ~a absoll1'tO,; pero en este libro stlpOll

dremos .<:¡'a$ b '8,jO 1ns cándielones _tadiQhas, la reuuperacioo d.. las, ~ 

fO:t'mas de.. les =-erpoa _3.1;:08 a la seo,1m de ft\erzas Qxt~r i02"$$ tts

-aCíJlpl.eta., ",$tn~ 01.'lt q~(t ea t ,ados .1BS d>é~Ql.l.o.s los tratamos como -

-, i fuGsea perfe.etaenw eclást.1eo:s,., 

1bt nlt(t,st~tt Q'~1-c ~.~oas.o _1.BO de l.a é-stru4"t\lr'tl molecular 

c.ft la. ltttl.tena y admiti.l"~o,a $ll ~lt'tit:m\idad. hmnQ,gerleiiad. e 'i$O''tlrQpia 

Sl\ ~oel. ámbito dél. :e~o ~l!s'ticGf. lo eu~ signifioo ql1e' la. min.i

m.a por<:16tl aépurrada de él, pcse-e,sJJ1 distL.~.1ón lie lugar ni orietit a

CiÓll, 'las mi_as pX'Dpi~E}s fisicas 'lI me'laniea.a que oarac~eruan a 

su. e~jua-t.". 

La 6X1lerienoia demn.e$ua 1\lQ alUl cuando,. pf.l:t" ,lo aomún~ 1.os &lstel?ia

les nO' sat i Sfaoen las antedichas h i;pbte:sia, las oon{)l~ S'ion.es de l a 1"

'te/';)r1s d.e la elaBtiaidati- que itas acepta <t~O básíca$ jJ .simp~i.f ca

dorlls -, ctlrreotamante- apl.141l:(1As al ft~culn dn ~trtruetu~~ ,. d8B re

sulta<tn$ l'luy ~'Xaetos,. AS!., cuando las d~ns1.enes a,e un euerpo s an 

gand,ea en r&lnci:6a el-M las de sus el.mIHin"tO$ estrtíf.JtJq'al,ltSf la hip ó-

tas1.-s d.e la hemagéne1datl »u~e ser a -mitl a {}qn.grM exa-ci;itud, y 

si e11.08 &at~ dis~uestbS al _ar~ puede a~uel ctm$iliel.~OO isét~o

po; 9$ o.ourre, PQ-r e'j:empl.o,. QOll ~l. 'ace.J:o-. mata-rial G 1mI' rlan-oia 

cona~uetiw pri.mcmdial.. euya q()n"te~a -erifatalina -~1rel.ada P(}~ el 

miOll"&flO-Gp ie- ~á :eo~Jfl$da ,Ele (4 . nt-os he't.r~neos.. dot mios de pr -o

. pi(~dades .ra.cani.c s veetr1eJ..eEu l.a eñ~l}l3tl ;Jequefiez de sus erista

].es el ~tm de 1.8_ mill.enéa.ima-de ~en"&met.ro ~bic.o- y].a deaor-
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• ~i,cag 4s Wil pieza de dinlentJiones ol'd1na~ias ten{}Wl la s i g'"" 

Jli.f'i4ta-ci.&t ~ "IQl~ftS' medios 4-8 l~aa ~eapondien~és a loe cr:i .. 

~é_ ,.d.n~'~a .. 

allend()- por el.~<mi1t~1o., a ~cnq&-cu:encia d,ft pl.·0()6UOS téOl'loloSi

C:O-S!f' pl'éfhllala'la unaeierta ' 'ol'ient,s<l .. &l de J,..f'UJ e:ri tales de tUl Rie

t.al. -v.,gr:. 1 oon...-o ~inadoen *1.ó- wa p orpiedac1ea -&ltÍOtioas 

-ai:fie~,én as una 11 -ot.l!ti 4ir~'Oeión; 11) C-ual. :(lar~¡qter1~a a 1.a· t.mi-

sotX'~!a~, 

2. Tel1sitmes#- SUpau~ou que el eue);"por-(fp~_ntado en la ~igura 

1 00 encuentra en ~qtúl1:hl"it)_ Baj a 1.& ll'Qei6n d-4 l.ae fuerzas exte-

Fi ... i, 

iH)$ in"t~1ol:es e:1.rt~ l~s d.itiit~as ptlrtee d'e ~S$ ouerp'o. cara - ' 

d,gteminar 1s. 'Qgn1tud ·de tal.:e:$ egtuer-aos en' un punto oualquiera, 

0 41 4$1, cue:rp-o cons1deradEJ~ 1mag1xl_oslo il..1vididc ~n C¡os p.a:rtea" A 

'1 B.,.por medj.o4e una- a.eo.e,iÓll pl.ana,. nun, Uf) con1í.enga ª Ci 1$0 punto 

Si Q{!}nsideramt:h~~ tU'l.& 4. $as: ~~1Mes~ por ejemp~(), la A" se ;puede 

est · bleoer que $Et enali\ent~ ~n tt9JtUib~10 baj o:la ~ción de las -

f'ueZ'$&s . rl-erlores 1>S, ••• ,P7 Y las fuerzas .urter"ioree répar

tldas en la secoi.® t.rasv 1'6a1 lDl, Qt4'8 ~epresentan las~uOiOnes -

del nmter1sl de la pa;rte·ll sobre -61 material ae l ,a porté A. aa alt-
, , , 

pondrá que ,esas fl1~HS estan distribuidas en una 'fama CQll1¡lnU'8 -

en lnaeooi6n mm., a 1.a manera. que' loo está una presi6n hi róstátioe. 

O .le., presim del vient,o en la supertid.é .aoore la oual obra. La '

magn:1ttl.d dtJ ~Sles esfuelrzos st,t aefine ~erélment'e p'01: su inténal.-

,aea.,,: o $8a~ eleooi(;il1le d'é ~a t1t1&r~a por ~l $rea del. elemento .au

perfioial en que ella aatua. OUanóo se trate d~ ~afue.rzos :1nter1o-



en 
res n~_tm a sstoQ ~~s1d~j. t~nsr1,&" 

, - " 
. ........ ~" .... 

Si _ tJ:"~a· ¿é lit ';' ' ~a pii~t~eá",~pt. 1cltl ti ;un,. t-~Ce,i6n -
~~ ;~ 

~QJ~l& e~. ~é ~~s un~~~ -A~" 1.Utti~ quE} _ apll ... . .~~ ~~.:~x~,~~ -. ~ ~~¡r. 
aa eIl ~ ~~~ • . qUé., .• . , ~. " a 9~~ '. "' -a fUe~Q" 

!:¿ ~ -~~~~ .. - . 
!.tl.1ieri.~. -t __ únl a:-st __ dl.st .~~~ manaX'a nnu' tm. ..... 

:-':'" 

_al~ de _s .ed~lJ t-~~r~l?-.f> uano por aJ 

.. (F~ ill. :pnr lo ~_~f.J l.~ G6lWéG!t~d:.em~ 

t ·.s1m ~"é ~~ eu ~m ,taasa di,"-JUr . o 

:la i-n'otGnsldd: 4e la faera:a 'e 4.é tmo-oiM p~ el. 

:DQ$ Ad~ l ,a w:C.ci$n J:e:~. 

En el oaao: ile 1.8 t~ l. .lea é ef:Ueri O$.' no :Sé -

tiU,~rlb~elt, 'QU,ttor •• aent. Qll U U$-1):o 1 &i !~ ~. C~ 

mó O~iln& eu -e1 ejemplo ~1f!tt~, y l'J;Qlrl\ ~'9ncr 

e-l valar 'dé , la tensión qp.~ OO~:egon(í9 $ ~ 'ttl. ... 

&n9lt'tC 8Up~-rti{l1.a.Á. de .~ S.4. que ~:b'~t\la;1. ' 

pon't-tt "d dichaaeoeim, a4f:il.i'ti~l'lu')lJ qtl;e Las -

1wit~ q.ue aQt,ftBn 8 1¡ftves· d~ .. -elll~-tó Q~ 

1-0 la. -

--t--+-m 

FI".2.. 

----::-- - ......... 

OM~Qi..a dq la ,aQc16n i\lel. ~rial ~~a jHiJ¡t't$ l& ~e el -

m:at_ial. " la :¡-.arle A~ se ~ a una ~sn:t~1; .. 811 7 sup __ 

~fJt;f l¡~ .~ '9'1 ~ él~'ta.l S A ltl_1m\1é en f~a -conti-· 
. . que 

nua~ Q .~a ~ la magn1.:tud 4eé la t'9n.B.i&v'6~"'a'S'G1md~ 31 putt-to 

O d. la d'~1&t ~ 'h @l val~ 1!f;d.t·e ~,. l.a ~aoi_ S~I dA. 

Por l.ó que ~ a :la 4~Q'i.&1 ~ l.-a ~s:rs# ~á h\ ~ 'tenga .~ 

911 el 1:!9!. te 18 l.'fU3:J..t_~. S ~ f4 En; ~al. ... :ta d:i~c.i&a as la 1¡p;n

alón tlU~ acttta 1ii.to'b)$ _ $l.~~ ~peltüc.1ál. eS A. ~ .. nngl4Q 

cc%} e-l. 91an0 -«..1 1:ü.smo J \1.sualmmt:e la aQ~m.d~'S ·en ~ (j·s ~ 

P'Q;ui.mt.tU Ulta~ ~rpelJ¡'tttmla.v al 'el.~f q-. ~á l~ teniJi!5a n:ol!'-

. al. g.- l.a Q1n."a. en el ¡;ltmo ti el.eaentcC $ '. 'f a :la ' ,e se fie.tHlm1.na 

tensi6n tal gQQcial. 

l. jJ()ta6iMe.$ !:-o~apnnd1Gtfts a !aa tn~sas y la~ t-enaifltle$. -

-Dos gen9%'"Ola tie Alergias .e~lor-es . ueden ' .e'ttutt Bobr,e lGS c-lte~{)s: . 
1&$ ~,rzas etlpe t1.eiale$ y la.. fu.ar~a.. mátaluaa. Iaatl p~' . ~a.$ se

d.1.:at~1~en ~ lu ~l.a1e d-él ~() a .ln $8ite,r1,l de la } M-
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%"re con la s fuerzas gravit.-ori.:as y .1lla,gnetiaaa l') cM las fuerzas d.e 

.me-rc1a en el ·caso de '1iln Cl1~..rpo en lUovilai-en"to. ,t>.o):' ~o ganeral., (les

oompO»iremos 1,as ftlét'zas au.p~rfieiale8 eSl)e·c1f''1éa-s, -9S"O es,· por \'mi. 

Q,~ 4$ árla. en tres ílompanenteif paralel.as a ).,os &j.$ eOQrd~nadoa 3' 

empl~ará$ot; pSl:'a 811-& lasllataei..one-s 1. !, 'f ... La-s cO$ponente-s de J.8"S 

fuEt~a$ .más1~a.-s p04' 'l¡l1idad a-& ,vol.~o f ne;rzaa PQlt~lI'lU&a ' esp-eoUi

.eJ&s~ ea l~. mismas c.1..'reecdomts.,. s.rmaesignadas pOl!' :x;! ,1. 

~a:t'a d$ei~ le t.ens1-11Q na_al émpl.:~s'&a 11t\ létra .() y: para -

la ten si 1m tángmlóial.., la l~,a T i p~ m:edio d-e subindie es dEmMa~

remos le di~oéi 6n 'del plan<? sobre el, (,~:¡. a-et~ estaa t-eJasiones. 

Si {J'olu~i.de1"anlQ$ 11n -Cllbo el.~ni;,al · ~n ~l. ~un1i() f!,. ~~~ l. ,co~ aus 

~r1st:aa p.ar..,a~ a l.o&ej{te te. 1Jlla cter~a o:r:t 08~, J.as notaciene 8 

(H)%'l.iiI_·spaadl~~$ a las t-ena:1on$:s qn~ a4\u.an ,gn'trre :las car-as del enb() 

UOll las q\\e se inMea .. loa 1!1.~a l. eiJ, . ,la -que áe 'S&l1ala aaim5.emo 

108 8entido~ poaitivbS asignMoa a a.quéllas,. Asi .. ptlr ajemplo, para 

l.as. c 'al,"3S- ga rpe':tl4 ioula:re13 al eje y t 1:8$ <JQ1il~~tea l1f).ll'maJ.es de la -

te~gim qu.e '411 ~llas sotús-,. se- <lesign;Qll p-or' d' 'f "o\W~ . eub1nd,i.e "en 

te; .. 00$0 se M -i1cl1q;~ qae la. ottl!a croae1ipoo:di_~-te -ea pe~~cw.ar -

-al eje Y .. La tensilm normal se considera positiva auando :ó:ro-~uae una 

eJtt:easiÓJ1, es deoir. ~ndQ ·se tJ:igta det~~m, y 1l.e-gat1.va cuando 

provoca 'Un aoortamiento" El'S d.eeir~ cuando se 'trata de ofJAp:resi6~ 

Jil1. a.sfu~~o tangen'cial se (ié-,e~one __ 40$ c'Ompon-ent-eaparale1.e.s 

a los :eJ~a -COl)rdendos., ouyé-a sl.m'D(}l0:s 1~(f1f~ dGf!l ~bíndd.e.$-s:; el -

p~imaro., qu& eeñala la. d ¡re->O'Qi6a ' Q$ la J:í&rmal. al plano considerado 11 

el eeg>UIdo. 1a propia i_ccim de 18 <lOl!IPoruIntce. P"r ejemplo. OCli8i-1 
<lerendo n~e;n .. te la·SJ Qaras perpeJ1dicul.are-s 

el ej e JI .. l4cOtapOll.f)-me -de dl:r'&C<liÓft xsel.":á 

'Y 't x: y ia dQ: dire'a-e-i&. ~ ,t T 'f.:¿. Soe atr~ -

a :Las . compMenttJs de la tensión t afle7&no1a1; 

qu~ aetu2l en 1.in8 de les ear3$ 4el. el en:to,

·el sent.1do de lQS semiej'.s positivos ,euaud~ 

. UlUll. $011o,i t:ael6n de traca 1 ón que actúe sobre· 

lamlsma cara tenga sent,.1<io pna.itl"!"t'. ~l. la 

tensión de tr~oeión es de sentido opu.esto al 

t 

'h-- -I--- -7'-- Y 

)( 

~~~----~~ 

del semi'eje positci V6 dsl:)gra "asignarse sentid o negativo a la s @mpo-
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llet1t-eS e-e'l esflle~o taaganoial.. lH~ aouerdo con esta re-g.'}.a. los sen

'tido$ositi-.06 de 'to&aa las QO!lj><m:n1i'és d~ l.a tensi.ón qu.; aotWll1 -

sobre la ·e .eiI"fl de 19. derecha Q ~l 'Gl~:n--e-nt · cúbion .r~resentado en la 

f1~ra 3 cinoide-n l!0tl los ~~t:l.d~s d . . l"a • .m1e:j4lS posit-ivoa. - or 

el. eontrario, ~n 18 Qsra 1zqu!~da d~~ Ql~.Jt!;Etnt~ . l~s gentiu~s posi

tivós -$9i#an ·inv-ertidooa. 
.' . 
4.- 9...!!UH!U"~~~s,. 'd-& J.!tsa:ts.l16iim,.,- Oon $lm-eglo .Q lo que S~ ha es'ta\>le-

. ~ '. . 

e-ió(J en ~l p:arrafo ani·erl'ior, ~sul-tará que para cada un~ d~ lo-stres 

~ ... ~s 4. C:~.s ¡)ara1élas de- un él$oo:to QÚbico tal . oemo el -óe la 

f'igura 3 '50 nEH~-es:1t:a 1m aÚ'tbolo que T$p:r&seute 

'Z 

~ 

7'yz 1 Io'~ 

d y .. 
7;y 

'F11i.4 

1ryZ 

Y 

a laeOtnll-Onen;t.&· lll'')-.nl (te le tensim. 'lf Qtro,a 

dos para. denotar laa 40a <l-onlpnnentes del eatue~ 

.30 tan gene 1 al. Se :r-e:t-lui~ 1 p--o.r 1. () tant.o tal -

-empl~o d~ t.reg$L~oloe ptWa las 'tPJi,siones: nOE 

maleil que -aotuQ.Il s:obXe 'l~ 4:aras de W1 e--dbe -

~l.-em-ental J' a $a~.r i efx . • rJ'1 x <J~ , '1 s-eis simb·olos 

-2"'''1 ' 1:yK I l"~J tlXj t; l ) ?:'l'l para l-os Ejsfu~.z~.s 't~8encial.es. 
, . 

De l.a oen~ditarac01Ólt 4e.l. e-quUU,rio del elentéJl~~o- 'Sé eCl'lA!ü u.ye lue 

el número de g!mbol~s para las t~5ione-s tang~iale·8 puede S$.r re

duc'1áo a tres. En. efec-t-o". tom61tdO :ttom611t-oS ~. l$.Si'U~:rza:s qQ-e ae-
, . 

tÚ$ll s-O-bre el bloque ~leMnta1 emn relaolM aleje x, 'p-o:r. ~j'étaplQ -

B6'1Sf1mnte' habra qU"é considerar ias tenai!!n~t,l q,u-e indioa la figara 4 t 

p-oosto que en e-st--~ easo l.as fue~as m6ftBl.~e, como el p-es.o tial b~G

q;o.& el.eJjlé1'ltal, son d-es }l'e(tiabl~'$ en re1$oi áa eotl .las -Sllparlic1ales • 

. PUéS al. 'ten:d'é'X' a -ce-ro l.as diméllsiones del. par-alele¡:r:l.p.sdo. die:has '

fuerga-s disnúnuyen C~ e.lea'b-o d.-e aus cr.inléllsiM'0S" mientras que las 

fueras oUpe-r.fio1aleadiamin~ e~~o ~l Qua~d'o- e diQn.as dimensi..,9. 

~0:a.. o 6$a, qUé US 'fUerzas ~áG1eus son m finitésintos -dO' érden supe

rior CM 4"'elaei6n B las .fuer~a.-s superf:ioiales .. ... mal()gamente~ los mo

mentos qu.e se oJ:iginan a causa de la desigua~ distr1bucim de las -

fuerz a s n~alés son ~initéaimo-s d-e oro.en anpel'~or con I'élaoián a 

los momen'tosde laa tensicn-es tangenQ:tal.~s y sé anulan ~n el limi.te . 

Adel1l-ás , ~e ue-d~ q.Ol1slderar qu-e lsa í'ue-7zas .~ actuan en Qada ,cara 

son iguale$ al prod.ucto del área de J.a misma pO'11' 1a tenaiM que 00-

rre sponde ti su p-unto m~dio, d~ .man~:rp. (ln" f:I:l dx, ay, dg son las d:1.mJ.n 



{6} 

si.tm.~ il-ei-~~t-~ 'em:u.d.Ael'MO,- 1.a c{}~p-Mlli~nu $ót' Qi~ ... 

eq'flilib:l"iO t!)9~á,. ~ () i'H'Dento~ ~.o.n ~.ll .&1 Ql ~J$ x; 

Ltas "tr$~ d~ ~uae4.or~9a -li-e obtienen (te ~P-.a _él.{")..«& ., J l:ae~f) 

d~ sj.!rVlítl.~~r $ r&ENlt&;t 

(J.) 

1Se d.",U~ "tM l.aG ~~tee *e 10$ ~-gum1~fl'S t~qi~es ,~. 

ii1~~$ & l.a 8llri.trt.t7¡ de bl~ __ i& 4.~ l1(\a ':earM ~l. lttloq.- :el.e

~al. ~t# :ttu} ~tle1..~ -~t~ aon i.p~f§ t!iiiltt , sL, l~ que <tI~ 

r1?ma ~.st~~ ~~* 

:Pt'J1!' '1e t~Q.(}. ~ "iS oa'fft.1d~" ' OJ..) ~ I 02) T,, ~ = ' ~~ I (><2 = '(ZX, 'rz -= ?-z7 

sm ~G1e-~t-e-s p~ ~~tu ta-s t~ltl~S q~ ~t~ _ l..~ pla-

n 1! OO~~01J ~ ;!)taS:an ;!1cm- ~2 mi$-td..- 2ür n_a ~.á.l M las a~ 

mina gtmp~~t-ee. de la tea:f!l~ en ~.l puatt) ~).derStt.~ 
-

{J~o se ' d~$t.~1!'á. ~8 ad-el.au~ (l>~~ 52)/J- ~te -estaa 

-seis cO$,I'li1G:~.,e ~1# S~~ ~i¡~ ... ,d.tlE.td o ~l , .. st'u~o ~QF.J ~.sP:QtJ,ó.Jt 

a e-UB~'l",i9r , 'plan~ ~ue p'sse p~r ~l.. gUflt-o -4$10-. 

,á .. - .<t2ft9!Hlt.l't~~ .. ,~! .. -1..* (i-efjt~8e).;9i,. -¡ b1 • .t~;;¡-:.:..lu ~-e¡ ~i~~~'Y"A,t·d .~ ~e 

, un eu.e~& elást-ie S~ w-.pMbá l.u ensit-en-cia dilt v~:Oa ~'*.,iea

'tea , .il~a Úig.t~ el mav:L'!I.1e.at · camet ~:X'Jl . ~1gid~. ~t.-o e.s" G..-QJ!: to

dt) e ~1,m).e:nt'~ 4. atI1G l'~i.o~s ubdeé'e ne~sa.ri~t~ a la e-.4'.i.e

tenQ1a. de ~ d.f~-e,1.é* 

, i11. $'aVt 11'hl"o. fJtA~nt,.e _ -otme11l~~~ 9~~ \iej!"~~imlet&# 

-tti" COfAC l,as ~ ~~ e1'i l-a4 ~x, o

't-urtla ~~l~UJ • .?n~ l.~ ~ne~'Ji d.e~1UP~re 
'Z 

ti.~l&s d. un -eu~po qu~ exp '~n~ lm8 -

'Óef'é:l"J;!lec1& ... ~il las tiiir$'C~1ca.QS ,de 1GB -

f,~ . 5. 
ajas. oQont.~dora x. "i ~ -z '1 J..l_~111 -Si f.l~ 

V'!t w. a 16s <ic:crp~t-e$ ~spe()t iV3tt .. , Se ~;.nlt~ ~ q~ es-·6lS o~ t11l&li 

t-es' stJn tl&at!á:tt4$$ intillite-$ÚlllS qtl-Q v~i.an ,n :forma ~,ontinaa 'él:. ~l 

&m.bi t o -&1 01UUpG eans1c.ef'a(io. 

croosider,~ oa un e'lemen"4o "' ~ ;.1jt-}~t)-tt"f\t~ a-.J(;~ ~ly, <l.í2\c~ de tUl m. erp() 



(1) 

' elMt~ (:fl~ 5J. s i est9 ~ una a:etcrmae16n y ~ u. v, Vi 

l.u ~ment$$ da). e~-rr1mj,-(mt~4-e1. punti) 0 , el (1.,1 p~o A~ am-
- - . ,.i A _ ' .. I! t1gu:tt ~ a\:sme,~ :e~bre- el e~-e x 't im .La ~ueac:!.M ~_ .&s~e. sera -

~~ ' a ' u -f - el)G ,b).,-nres<l,6n én 1e.a anal --0 cl x b13 ~ 1n_em __ t:~ de l.a -d x;w"";c'..... ,. ~ oX. 

fu:ne1&i 11 (H»!lW'esp~'l<mte -al bl~~~nt() 4e l.a "l.f!!l"1&;;"le Xl' e !lO ,

.qlt~ ,~.& 19 mi._t).~l ~~~ it~ longi'tnd a,el ~l~n~ O.A d-ébid!1 ti 

l~ iEtcrJiooiM.- La .1ten.~d.6n M elsr~lmtto e"SfJ_i~1.~ , en Gl pnn-

t,~ e del. e'~eq>f) tm la iirooe1(;e x .. -(J$ ~~ '. 

l>~ ~~ aaá'loaa_ oe4t.lhé qu..e lft'S, ~l.ar~toél'1;t.tle ~~1.:t1t1f' s 
, 

_ la"S «ueQo1C1l1!$ ;t 'ti ~., ea'tán 9~~-Oe ji-cFJ: las deM.~ae ~l'-
dlr dW 

c1aléfJ d c-¡ '] -a z .. , 

Cmsi.e-1f~m; .ah~ 1.a .ti Ü-ontta-oj,6.naltb~l.arqms '!' p~«lu~ :entre 

lns el~tl~t)~ '!}ii ' r rus, ti.gurt:¿ {¡. $.1 .~., T -UOA 1.'{)1J ~(}~iento'S 

ta81 punto," ~ l.a 41~~¡'~l1f:a Jt '~ y,. l.n1!l . 't;r.aye$os éhtl wt-e cA 9'l'1 
, 

1."" A !. .• .......,.A .... 1_ ~ .... _ v, v ~'i... __ ..&. 'ft."'M "l j:¡ "'_"" ........... ~' .,. ~.¿_ dV"d ' dl.(d 
~ .... _~ ... '<j..,."' .. ¡;;n 12 jz ~'\:.·-4 p'--.. ;~o .D v_ ,J..o. ~~"C!-~ ... .1i. · T ..... .A J!~ .... _ 11"4 dX )( '! L-t,-+ d~ '! 

:t"$ ,sp~e1ii~~nt:ett t}~0 e~~.(.f,m,oia. 4& :esf}QS corl'"i.:m1ent~,sJ la uv.~'Va 

&lrecc!.m t~A #~lel "$l.~~t-:e (.% i:Gma ocm la pr - t1v~ Wt angt¡Ü..o pe

c:¡u~ft.Qt que .se" intli.ea ~;n l$. figu:ra'l' "1 ~o valat "&s ~: ; 'analogs

~nw ,ss ,*$1;abl~e {,llUJ O'B~ ~orme'r~ e'OO S -&1 ~gtdo :;. Reaul.-

tia, pue--ft~ que lU Gll8Ulo A''; f: 1nieil:>-,.a~'4l:t~ metQ .. ha ai,.nnuit!o Mi 
, d 
- 14 dU:- u '"'P!gt 1 ti ' ' ~t EÜ,..t a nsnt ~x + d'j .. .. 'L,ól2 esa , ~~ao1.~ Sl~cl - - o d;j¡.~ 

'bors1 # del. anaulo a~ l.ou p2anoa D n y'h-. l1ilJ.. ~1.:aa~ ~-o "'Sé 00.. 

't;i.ml-M l.at5 c.lei;~1~ d~ 106- sngul.llS'~ ;t'Or~ l~-& P~4e- 7i3 '1 

0 1"'--- d,.. A x 

y 

" v-t av dlC 
u ---A- -- J "":;;"<-" ____ 0>< 

11"0"-- .... - ._- ..J 
r , -- A' 

1\ 
1\ 
~I

' \ 
: 1 
I \ 

r -L,.1 s' 
: . 
"'lI+.E.!l dy 

~y 

Represen'tal!'emo.s con la. 2M¡ ra grl.$.@6 E • .1 al-ergamllé'm ~é$iléc-i

:t:1cc (6 tlim;>lemen't'91 aJ.i W'gami$Jlto) 11 Cctl. . y ' la d.e.fox-uQi&t artgul iI 
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formao1~ae indioaran af~·btando al $lmb-ol.cr 1'liH3peot1vo la miamos 

sttbÍUdi.EHJ oon que $9- distinl!U.a a las oomp-(ln>931'tes <la la tensión tan-

(.2) . 

_se 
Se d . 1aO'$t.r~iÍ mas ade.lante ünittJ1l'o 58) qu~ si/conoce- l os al ar-

\ 
f;~ie-l1to& :ea~e.if1eol) para 'tre's direooi'0n,9s o7toao:a.al-e-l1 y las d:efor-

maoi«1~!S aD..guluas espec1fic~s c:Jo::.rrr ·spMdj.wt-~s a :L.~-8 m1~s d1rao

ei-(";Il$s" ~ pMde o:al.-OOlar La defórnHicim OOl'!'ftspoo11i.-tm'te a m1a d i reo

·Giln cualqilj.e:ra "1 la. dist.~:r-s-l&í il-el. mg¡;UeCl-e dos a~.eion~ ouale-s

qlti~. 'L-&e SlJis ~j;la~ ~)CI €'1I ''é Z ) Ox'fJ Ízx) ~z.~o:.tb$ (tl1l,;éntbre de 

{;tmlponent~s de ~a i.e:f or-maei &1. 

Fis.~ ~L,~}¡§l' '\;l! ¡¡P'*L:::; Las rel..aci~s -&ut'1:'~ 1as o0lA9ouent.eB Clelea

fue;r~ y .lag ~p~ntes d:e la q-~ftr~Qi.ón (l.ryrl!61ai;iva ~ -s-id~ ex

perinwntalmnnte etrtableei.daa y -e-stan .e~r~$sdas .. ex la 1~~ ley 

de H"ok-e . 

Im~g1némOS Wll paralal-apípetlo r~'otun.gul.~ i,n!initéa:imo ele c aras -

paTa~ela~ a 103 aj.es QUor(1a»..aQoa y qne E'i~ésujet!) ;a 1a aooióll de: -

una ten&iÓll nor:.uA c5; ~ uni .... Ol:.atamante- aistribuida ~obre. G.os caras 

opuestas . . La exper iQ110ía -d~u.~trR qUA $1 se t?ata d~ UJ1 mf1teri;al. -

1aótr opo, no s-e rodu oe dist raián. aJ.guna ({El 1.os an.gul-os - e1 lil oquQ 

é'lemontiU y. que el QJ.m.-g~ietlto- 'lts sJe;oi:f.1e o o'~lg.ina o por e~ Q'~&~O 

aplioado aailti dedo por ~a eeuaaioo.; 

z-= Ux 
~ 

~ l.a e--Jal. jQ $$ ~ ÓdlUo : . e~stieiJ ad Ott-&1.t'\ L'ña1~o "irect o" o 

!aMulo d~ leG ~os .uIa'terialéaqUe émpl-ea 'al. )J1,geniern en las 'C} ons-

C":t'Jll la$ tesitmGS admisibles, deman8r us. al alar:~iel'1.to un.i tar l 0 

(a) es unaoanti ad ~y p-{~<ntei1a . '::or 6jemp~o'~ va:r~ Ql acaT-<) 11.e- OOIl.S->

tl'uació." no aloa-nza generalm3tlte ti valbr 0.00 4-

La dil.-at.aciáu del elemento OQllsi ~rado en la¡¡1reoci5n x ost{

6eom. añada de s4ortami . nt(')s t~anBve Sal-E'19: (Ley 
a; 

z. -z. =: - r ¡::: 
'--

a !svie r) 

( ir) 
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expfts:i-6tl"ElS ~. las eual~$? es una eúnstante q,,~e ae ~ cee-

f'iciente de Pniseon ( () c-oefi:ci $e tranf!VeraaJ.). O !!lO val OC' de A,! 

~ oOéi"i.e:iente~ para l!lttchea mat-erial.e-s sa ad r!pta '0,25; pa~a ~O$r~ 

'cM:"ra1'lte- dg oonstrnO:ai6n $~ tcOJ.;lS gnnqr'fa.."n~nf,é el. vrd'r>r' 0,3. 
~ 

La3 é"QUs,t)1on!is (e.) y (h) 1Flled~n ~~p+ear3é' iNl.-~b:!..l'.,n ouand se t:r!1 

t~ {]p 'Pl'l Ggfuar~H) de oo~prealAn,. y ti.tll:r .. t:rc íi{)l b't;:~v;¡a,l.(J ~l:i~J.oo, 

tatl~oél mM1110 de ~laé'tie1daa. o~-o $3. u0&1io1~nta de Pias<m :son. 

19ua1.ee. para l .a tracei5n y la e-oIl1pr~sión. 

Si -el,éle.m-$nt.o ant~s oonside-r'ado esté se!letido ala aocim de t~n 

$t~ 1l~1&$ OX J ~ ) OZ ",nif'or-ma-ell1;e- d istribuidas s-oblt , lUB 

o'~n, las: eOU!lo.1 0f.HHJ {a} rOl} !loe tL.'rel-t1ltán ()bt~neT 13 ' dtit~tr ma
~i6n tl'~.'Hml.tant&.. La slqteJ:":1en eia dilInlutS't':-r! q\\e para e1.10 ~em(l$ -

qU~' su.~r¡H:i31er las de:ff'Ami~eitmeg que ot'i.gma cada U~a éL ' las tns 

~Em:'s1cnee.. O";n sl:"re.glo :a ~st.e ~tod() de ~ ~'PO$i{d.'éu~ SA' t$-ndrá: 

E:.x =- -1- [Üx -fA {()1 -+ oz )J 
e . 
/ . 

E'7 -;: E [O; -¡U (O; + 0;) ] 

~2:: ! [uz - ¡-t (6; .+ CTZ,)] 
t 

(3 ) 

En 1& $ucesivo émp~i13remo$ a menuó:o el -'ode de S\)lper~ci6ra 

para el ealoo10 d.e ~a-e 'efol"lUl-01ooGS y t~.sicrB..e$ t ~~l&-s, }.l.~ la 

apJ~ioa01M de "Varias fuerzas arigina. RS.t-e m:éliode es 1.~1Lim() ln1.e-n

'tras 1.e.a -de--toll'maclan-ea -SeC' pequ~~ y l-Os c-nrrimiento-s -em:tsiguien

t ·ee no a:fe~ S\letsneial.mell~ laae:ciÓB :e las tuér~ag exte.i: i~s 

'1 ell "tal st\pa-este d~-ap-;r'9~i~_OS 10$ Pf.'q~,s modi'fleaei.OOé-$ de lae 

d~nGion$adce ló-s euerpQS d~.ftrmad&-$'~ y tam-bien los pe-'qu ~ . 08 C'orrj, 

mient-.6s 0.& 1.Q:S PWlt-os de ~linaei6n d la:s tu~rz.as eXtel!1ores 7 lila ... 

s~elllOS l1uéa'troa -eá:taulos: en ~aa « :blensionces in1.oia!es y en la ' for

ma wigi.tuil delcu&l."po .• l?~~ obt$n~~ los 0é~:imient ~ ~esultantes -

prooedéref1l:ns por ' ~r.P-os1eim .. e$O para la áed-uooián ci~ las ecua

c1o.tl8.S (3)¡ 1 l.as e:Allr edones (}nr-re1Q'lt.>lldt~ntQs ser:án :fUnciones li

neales delas, fu~rf&as exteriores. 

Hay t empel"", caGas exoopcci-Olle n lQsal-es n.o e s lé¡g1timo de s-

cede cuarulo actUaR -



( l~) 

LflteraJ.éS;. l 80s .,pri ",ras proó:acan ... racc~ An n aOOtp:.r.a.$.i #~ simpl e , pero 

pueden ' a~ootar oansid ruble;.:.en1;~ al !lexiona:liq'A"to c1e la barra cuan~ 

do aa{''Jl!.ás ~.f}} ~~].as aot·úan tálílbie-n f'\Wr~an leteJ!'al~s.. . 1 oal:cuJ.ar -

lJ' d~:formaQi&n. de ~a batta a.si uolicitada~ ~e'\}~ tonu:\rs& en euen'te ,

~ll:t(lU.e.a '" Jltl ef~ d$ le n~oL" . < fl~~én glll. .;t:i vvnr í;1al ~.om~nl,lo 

ae ~a'S flit~r~ ex't-eriO'le~ aun - cuando d1QltaJ!l flechas ·aean muy equ.e.

i),aSJt lmú$te eaa-n 1& def4;rmáaiM reaultente no e.s tl.na :fllu1<}.ión 11-

. ~ , 

lmpe.?p O$l.el. hf: JI 

!in laz ~ouaeidnés (3) ~ que .,$-00 l-a ~~vl"aa.i15n ~eb~:t'.a1 . e la ley 

'-e l:i4ok~ p~a el. (la.0C dé. ma~'il:sllla iac.tZ'·o,Pos-. 1H-$ :l-:el:a0i~a9~~ 

(leí rall161anea JI tellsim1.9S están -comp~tamanti; d.ef'i.."l.iias mi}dia.nte -

ti 0$ ctms't$t~a f:(81Q~.'P' 15 Y 
I 

def","ll.:ir tanl;'-ma. la l.~4-UQ1.fln a!ttr~ la ~~fÜlfMl{li~ i;ane~'n:(}íal y la .-» 

~enB1ñn sngenQ1aJ. o de o.esga~r'@1llA.l.nt ó . 

?aru ~s'fiabl-eoer 6$a relal'li~~ CÓj'ltJi~~ '"';H)S al oaso partianlar -

de la dGtGJ:1,1Mi. de nn 1laral{'!l.éJ)fp~o r~(}tp..n.gl4l.Br, en 'fII c~al 

~-. ~$H'U,~ n ' Q un .e.leme-nt~ ahQd j}or medio- de -

pl.tm..o.a )aral.elo-g al eje x a iL'lc~ lsd-O$ 45" grad ns :re~tG ti lee -

e'jéS 1 y ~ (figuxot,i 1 a)~ y p~oyl:t~t~d() 

las fueraas e .las direecif'u~s bé "1 1.& 

ll,OL"-.dUill. a la m1.~~ (f.l.~a 1 b) if ·se ve 

que la tensió.'f1 n.omal s-abrft las e~8 

· del Gl~entG Iñ.enQi,marl~ es núa y qúe

el .. S;:".l-e~s.o tMgen~1$l. que actúe 6n _. 

laa m1s.mas .vale,. 

b 

dY~ " o e 

t----'r;-o<--- y O'z 

(b) 

Ca.) 

fiG.7. 

'El efftllde ~if;lst 'leo ru;:i . d'fin. .... do reoibe ~~ n014bre de re$balatáiento 

s.imple {de$11~em1ento o o~ p:tt~.Q) 1t 

El nlat'.nr~rié"nttJ del el ·mp.,nto vertical b e~ i5n1a1. al s e rta -

mi.ento d-e los elma~tf)6 horizoo.t al.es a"1 0<1, ;¡ de sp:re.o l.$d' un m
tin.i.tésimo de seB;undo nrdel1 lle'gf'~os a l.a O(}l'lol.usi/)n d e .. lILe durante 

l a d:é fo3!'ma a i 6n ttel o~e~po l as dimensiones ah y b o pe.l"m&nscem inva

ria.bl.es. El ' al'\@.1lo (ié las eer'aa ab y be aa ;mod.if1.o y e l . valor de 



·(l.l ) .. -

-. 

La ~nstant G, definida !i :r la ~cua~.iiÍn (5j~ ~e denomina mqo.ulo d~ 

elasticidad t+ansv~al.t módu1~ de rigid~~ o d~ eorie:. 

S"i 80bre las caras d:e \U1 l~(}ntn aet-,,-aD. -f'nti.ges tangellé1.aJ.es t -O:fU1jO 

~ indica en ·la f1gLU"ft 3, la verj-Qai~n del a1Ígulo qua fo~an los pa-
. . 

I . res' d:e ejeu 0'00, anad 1)$ cl~end-e1."' unioau~., da las componentes d-e 

1 _ la t'Emsi-én. tan{le-n~i~ paTal,e18:S .8 esos !&j~s" y sa tMdrá 

(6l . 

Los ala?:gBlÜentos esp;ffe1fic-~s {3} JI 1aa disiHlrsi~es (6) $tJn inde

p-e.ndiellt..s e'mra sí y por J.ó 'tan~ ' ,.;t 0360 aenAralde (1~foXt1a.oim~ 

qu.e OC~6 baj o la Ulia1án. <\e tres o~tlp()netltes normales y tn6 ' COOlpo- . 

nentes tan.gel'u: ·lal~a da -sfUé.:r.'zo,~ puede ('l'bten~rse por ~. Eu:posi4i6n 

de los tres ala.rgam.t?.ato-s aados p~~ las eouac1onoo t3) y las tres -

d~formaaiOlles trrolSV0l:' alG que dan la s . .t)'Illl~iones (6) . 

Al~as V'Goes es neceaa~'10 -0 ~~pr9~ar las OOfdpnnenteg de Lis tén

aiones en funoión de lae aGmpM~ntAA df\ l.fl$ de.f'rmnac.1ones en lugar 



( 12). -

nes {3) 1 (6 J. Se obtiene ~ge r am11t rul ('1 d~ la ;j:LG~i~!lte mat¡ l'~H su.

llena o Ocrd(!l~!il6.~~llte las GO't1.aelarH!& (3), y srrlp:le ~¿ (} las Ildaoion~s 

(7) 

se 118 gB a l a. eiguiente 1"elaoi€S t;{AtZ ·& ¡ti. ~tlata-ai!'ttr ew:d.Q-;;l ~ y 

la eutna o.e 1 &$ tenslpnes n.orma1es~ 

La csxrlUsd -S/3 .(3. - 2 

1umétrlco~ 

·Empleando 1.a$ n.otaf)1on~H3 '1) ydeap~jandQ 

(8.) 

.én 1as 

(9 ) 

(10) 

y tenemos en QU.:oota 1& eoufla.1~1i (51 " l~s t'elacion~a (9 ) SE.' t::rans

fm-manen . .... 

(11) 



1 ~·~~;~p .• uk1i;·s~,..al.m~ Ji ~:ai.!.o t . tM.6~ l.aa ~l'Uf1on~ vq\1e;f1gUo

~art ~n. p2:'~tJl~~$ d~ t~{}~ia . d~ la ~2~~ttetdd ti~ iniíaráe, parB ~l :1n

~n"l :~n srm pa~alelat!l ~ ~11l pl~~I;')J<- ) .n q\'l;:!~#.~téíI:riZa $l ~&Ím:aa el~ 

1u .. :- o ~~~d.~ li~ t~n$i6n ~lf,jllt..'t ., 40bl,~ '1 ~e 01(Jti11(J d@ ·aon'&:.tc!l!t~abl.é 

~t.mpli.fj.fm~·ifm. •. l'Sl ~1~e pñr é~mp1.~J' ~df} S$ trat,s d~ _a, »u-

,----__t__ X 'Z 

y 
y 

fl~. S • 

. CA delg~ "l~Mti..rla 2 la ~i6n; ~ ~)$as p~~lel~~ a l.().$ pl~n~ 

qa~ 1.& 1,.!n1ta't' ap11·~AS ~n su {)ffl'tmn o 7 uni~l.'ni~}.i,tn d~j,bj¡lid áS 

tm. su e:apestW (f:1~ra 8). 1-as ~~tlt.~.tl del. .~"!1uer~º., 
~ . 

(d~ dt':f'o-(¡;Q15n $) st"It!/-e~ (l!1S0 nul.SEJ ~ ~n$ 1u400 -q~ la pl.aca y~ 

s XL érl"n-r ap~Yishl 1: pcue!e tl-siritidOtlf.h1rl:t1.rUft qua 'tn}¡lbién $J1 'ilU,

laa en todO' Sil ¡P:O$~~ ~~ ~-a" ~ue sm tr·at:a -~ una distr1.b11#itb 

¡;.1en.a de t-cnsiooe-a o,. lo q'tt~ i~'a l.ti .l.~~~ :i',lJ1 ~ '$~~.~ ~1:~i:~:1.~; pla

a'$. fti..tnbl ·n $$ PU&U . acep~ ~1lé -la~ óttas ~g ~:l-on'9nte'$ , 

" asu· p-l"aet~ ·eament.e t.~onatQlftq l:li 1..a plao~ ~a de1..~6 Y- de és--

!Ql. -enú la md"~-$i.<a. ~ cireoOciln z Qa~ d~ ~ t ·)r,rt al)c.in. 1m- o -

~WlJ' 'm~,. e~$l.~ft_}' c;t~ t4i~s1.m ig:v.al 1);\ la unida~ 
, 

8.~,;n ,"~l.", ,,,,- ~ ~{l 1):1ltl.~s1H} al. qt1;~ - « ('}2 t:l:tado ~n ~l -

lu -

. . 
~ ~~ .f1,~ va..q :reotAS' ' '$ ao"r~ 1m. 

$ ' . p . 'p~ ieu.lars .G l.;.'i:; 1: i:)~0aiM 4~ :la &~-G¿, ~ " PJ:~~ . d;r:ilUlt~ ~ 

y$:Q 11.;t-ml·B;U;ad~a no va:r1an ;!Ji J.n lergo ~~ l,~ TFi ~tl:- :?o'r(l,i~ el. a6-
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r--_~---)( 

y 

f i ro. 13. 

1.1do 00 !l.SÜi ~:t' ~l1:ülSJ1ie{l t~ ulf1j ad a a.e I:J'!.;~,.;; e~ re;.l1idad~1'¡¡ e~p~r.imenta prsc

ti(HiU1H.m:te un~ d~f,~hai:6n pl$;W y 1 "~8 00l'1"iP-l-i.~l1toa d~ 1;lJdoa los purt

t 08 d~l COO1:pO d~f'l~l;"1!1aün tie1le-A l ugar en »l:an.0s l>eI'!Hm.d.ionlar$S a su. 

· lnng.! tn~. 

~in nUhle:r.o:so~ l)robii~IDf:ls f1~ impert at1.Q.i~ e1\ l.a o01lst tlooión 1.8 da! t'

m&:oibn ()H :&aenr;ia."t.mm¡t-e; plane", mlc GUoettfi, p.;~~ e j e;;np:to , P.l1 el case 

d~ 1U'l tlt\JrO o,-e v.crrtm~j.ffli ;t a 1 ·-, la,riSo {l~l cual. g.,;c't:1a 'tta8 p'r~-si6n la-

'tol'al d1~tl~ctbuid unifo!'t~~_t-e (figl1X'8I 9}. De ve. r aí.:!}mera:te .}ue l.as 

defor-maú!011.9',s ,qnc ~r1me-.uta es a eS'trtlct1U'¡~'- ·t,:i~J.en l u.gar en planoa 

nOl1nales al. ejo l Oi."igiii'\1d il'-tal. Lag $~cci~es nOJ¡111al.e-s muy a1.ejadas " 1(1 

l as ~xt~mid~és p~rm&1j;a(l!Z-n planas y al es'tudiar 01 &stado eJ..ás'l;i~v 

que ~ . l1rigin a es suf10i~-t-e cQUsl>&.l."ar nna rs:banaua \) e l-emen"to del 

muro cm.t renaido por dos seot;1iane=a t2· navaraa1.a.g wy ¡;r 6xiru.aa.. otro-
.' 

ejempl de def~rmaci.0:n plana es el o.e Ull,¡ aJ..~a!.¡;taril1a Cal\1adu 1l.Yli-

. t.>rmemente el lo largo de su eje (f4""U?s 10 ) • . 

S i una é xt en s i 6n un ti" I'ID6 '- ;;':..' ~~"-a 

S(&~ é l. eje CHÜ euarpo se ;super Olla 

a la de~ormaaim plana, no p(a," @ll~ -

el prob~oma se- oomp1.iea. \Jn~je:mpl.Q -

se tien · n el caso e un tubo oilin

tirioo sometido n~a p;r:>6siÓll int rio%' 

uniforme . í"troGj~plos el de un r.Q 

dlll 011 .fnd;f:'ic. ~ comprimiuo por fu !! 

y 

FIGl.10. 

zas que e otÚ3n en un plano d.iarnetral y uli:fnrmasenta a.istríbuidas a 

lo la:r~6 d~l. mismo (figura 11): en las seo o.iones no:rmdas de1 eilin-
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· na a la .cual se ::::~'per~one 'U.."'l.8. ~x'p:;::Ufl.i ·;Y¡ U!lif'1n..O}.~ t'l11 la d .. r~cciAn -

del eje del CUil'ídro. ni adO)t&!'l,,!(3 oomr; ¡lir:a<:ci~n Z la quo co:rre~

~H'.m.;ie a lit"' ,3 iroeus.ióil .n:edoi:linante, aSa:l d l.:1'lél1Si011 o"Qrecerá dl:.. lllpCIr .... 

tanoi~ en ·loe casos· de d~f0r

l!'!!lc iñtJ. p~ana, y en le que si ... 

un. el$'mento com,randii~ por -

':loa secciotlE)s normales al eje 
.:: !S ..,..u. ~"~; 

recciÓll z, ~é tendrá 

son ltu.-las. 

(a) 

La tensi5n normal pu~d~ d~termin(; :rae en :tunci.!.n de y 

em leandc la ·Ley dI) ROo.M r e.euaoiones (3) ~ ysi 9.1 eorri.mient 

tudin.al. es impea1~o, la arme i.cim 

d'llCG a 

sales, m.ani)iene.n una d~:r('}.xm.a.ci6n plana. 

~e verá maa adelante 1U , 01"1 10 ()Curre oon lf)f3 llroblemas cryrl:'$$' drl

dient.es ~.il astacto plano da tensión, la solución do un :?robl~ma d t) d e

f ('\rmaoi6fl pl!IDU se ~duoe o 1 "' d~t~rJ:linaoión diS tres of)l'l1p "nen íIJe a d e 
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plano d é tet1 ~i átl 

las ompment-e;·s 

f) ti 9.:f ax¡taci ¡';:;~ ,Q!1 s !; ~~~1 ~.J,~~ ~ l} ¡'il,,~1ó. $ ~ 

. de la t~rtsiÓJ1 (:;'ii;Nl-'a 12) . -11~)41' e 

gwtú ]le n.ttt sea v~~er iQ'alar Q :i.ª .Jlfj.l~Q .. 2A.~ ~llo (:. m-side~mr~ ~,l 

!.'tlaf.li) 'BO" ~'&l~..lf) al. ilJ,EJ ~~ inalulüílo ~!t¡):~o-t . ~ lú~ ~j~:s x e r 
., ,Q$?1 )i1!~~Q 1d ,p:ttnt~ o. fl-e "ft~.a que ctm 1/.\-$ ;rl8.ao~ ~-o~Qnaf1o;:a ..... 

d$--t-&m~Q. 'UU ¡T:;;' i~ 'íl:'~{N.li-ul.~ ,el-&~lJ.ii!il " v:&.<:~ lt;¡, 4 hl..~'Sis 

V'$:r;"'i.8.o1ón e~lt~u.a Q;.a 1.&5 1;til1~0ll;e8 ~.n -€e¡' ~i't;.a del. .oue~nf' a ma dl

Q u.e e~ tll~n.tü QOIl.~.ide~-o ítis;m;ln~-a ti.s "l.}~. -t~-end.4 al. ~::í

lÚ~{1 e(i~. loas "'~~l.Cile:a q: tf ~qtúau sQ}.)l.-e e.1 111ano ne t~e:rJn s1 -

'Valor óe l.aEl qUB cttrr. $p ~ "-.1 pl.,anó ¡tu;(alelb \~ '~.6~~ Y que pasa 

.. 
can:t . o.ad ,l.u!¡.n;' t~alm 

)6r U~&h . ti:í "~tf' '.)lNJt3:t Y Í3 con ~eap9'(lt (} 

1; iv nt " a.$'"t~ a-G;t<1 

1):t'e que se con· $ Otitl la~ tr'6s 'lOmp r1l1Rntsa 

aión é-n ~l p Ull t -o O .. 

L fI, ... 12.. 

--

(12) 
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forma la Ji:rmal N e.<m 1. je x 

., sea que 1. =. coa a 1 :m= aé1t a, las c mpone.lltes ntn'1Ilal :t tangénoial. 

d~ la tensión que aet·úá en ~l p .&no :80 OeTtm .d'e ~~J!l~:t'\ ~I"ID. las ~otta-

(l.3) 

• . ~, 

o b ien 

{14} 

Las des .di~~1~s para 1as ouru.~s ti 'fmfue~o t angeneial. es .... 

nulo puédéne.~tem1n·artíe mediQnte ~$'t·a lUtiillQ éCt.\Q(Ú.fn .. 

ti 1r~ee1.a16$ pTinc.lip:al~S y S~ 'peI:'p&M.iG"u.J.aJtQs etl"t'm sit y las tetts 

~es nOrlnal.ea oor~espond.iftn-tes se llaman -tr~ai.cnes ¡)xo1ncipales" 

Si s e. Qdopta oamta -~ja-s x a y- y l a s di~eimes xinilipales, le 

(13 ') 

y 

y 

'Ji 

1 0' pla;no~ F-· p-endicnla res: la "J R~ ireQ~ionQ:$ pr 1nc ' aLs.s. ?u_e u.t::uuv., 

t.ra.ro qu~ rJtlr a un plano oualquie-Fa, :B e :: .al qne·\.!;orra~pnn - e: el. 

( -nI" 1""\ 1 _ -.J... -. t · . ... t # + ~~ . • - .c~g. *-I , a s Orolp ont;J.liu ea ti) ~a e:nSl. rm e s an ~: r0 Gan'v~as 

l as · (HH'Il'den adas de un PUl''1,t .o da la e-rC1mf~re-n{)iü de .ai :rcu19 euy Qd 

lié A Y n 1 sent ... do d~ Qr EniziÚento de 1 oc ~t g¡:¡J.os a en l a ti@tlZ'tl 

un aro ,", qUt;¡ subt tenia un ángu,ln i~f.tl 11. 2 - • $~ _, ~9 ~J ·ou.nto asi 
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¡ 

O!')!JpUanll o €:sta.s e:9 r>? s > ('f!.l.€¡a oon lt!s ecaaoic:rl~s eJ.)' ) .se comp:rue1.ia 

que 10s con;c~le:nadu$ i~.al p llit \) 1) d.an los va~o~ea n' .Br leos \ El lús O.Q1l1-

i: "~netJ,t!!s de la. tens:t6n q: .. :te a~tú!l en .al plano :BO, ouys iJló.icaQi~n es 

.' ., :P~!lra o'tfte:r .. lU' la oo1noide1-1.o1a de si.gno .dE!} la {)mtly "llten:t¡~t ~ geA<li.al 

qU~ O;¡:o:tg:Ll ... ~ ~a -el tt~ lll~-c-imi$nto de ~us aguj!:.ls ó.el raloj, <lOmo ocu

p-o par ... : l Ul1 ofú'il.8 be :t SQ del elenmto ~tHJti fiigLrs 13-b) . I"ast.eIlS.io--

J~l g1.rar ~l l.an.-o!.iO al:rs(lec.o:¡o áe un eJ~ perpend.icnlrar al. ¡)lano 

xy (f4(:;uxe 12) tl!ll ~ gentilD el .• l~~u.jtlS 0..0 un :eloj .. con lo 'lua el 

ktgulé . varla d.f}sU.i! oeJ."f~ Íl.bstl), /2" el pU:!l:so D {iig\.rra 1 3 ) 1le rauev:e 

desda 1.:"': hac~.a 13~ ttS t"li:iú'i.f.!¡OU qtl..e la e.e!.1icircu:nf'l!J:'''1nei~ l.J:ú'er.1~Z' n~ o,a 

l a ¡r3riaoi~ de la t~ns;_¡(¡.i.l cl"!-l'r.f1epondlerfl~e fa -t(}~O l S vn:~_es de 

.1 

y'U(~ aotU4:Bl en t:'os 

Q,it."111¿,les g~ :í.& '4- éS en "1ator .u 8.o~~tQ1' ocmo se· ha.lJia dea!H"lstrad,o an

t~rio Bllt.e • . Por le qua: l.~e13~atn a las ten8ian~ta n~' éB, se . ve an -................. 
1-8. fig~ra ue OFl + 01 = 200, {).asa. ua 19 euma . e ~a$ tensiones nor-

maleo qu . se de:Sal!ToJ.~an. e:n d03· pl.ano p,e::r'pewlieulares. ~H)l!",¡}}11ln000 ·(.ftms 

tzmte y es ind · p9Il~ierrte ~ e la va ..... ia{~}..ón .. el ~.:lgUlo· ~ -4t 

:La tens1'n, t " n~el'.l()1al máxima. se o. u.ee uel diaertl1 a. ó.~ J.a igura 13 ., 

e sta ti.ac1a. l'"r la ordeuada miÍ .iJ:!la de lu ·cil'c'unfe:reJ'!.uia, o l'"\ ~. ';8 flS l.c 

(15 1 
Dioh9. te!lsión I")bra éU ~l ¡.>lan!"l il:"lrR ~l curu. ~ - %': :"/4. t) oSea. en el 

p lan"': ) 1.seQ~"'IX' 6~1 f..1ugtuO qUl'i- forman las en. tcns1rm9s ~fl"inoip l$s. 

nt 111.z.a:rse tm1ib' en en €:l ces'" ftn -
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que tala o las u(')s tensiones ?rinc:ipales sean ne«at i'Vaa <:) de aompre-

T 

• 

o. -b 

tD, 
FI~. 13. 

d ~c 
(b) 

silm.# 'Y ba$ta solo ~bia;r' &1 sip.n tle la abscisa .pa.ra la 1amsi6n 

negativa • . n~ eoo manera,. la figul;'"Q 14a CO~lH1rH~de 'al coso, en qu~ 

las dos t fisiones 'princlpa1.06 son negativas. mi nwas que ~a:Pgi .14b 

'se l'eti el'é' ~ caso de regba¡atn1en~{!) siJaPle .• -

~ las f18arflS 1~ 11 14 se deduce que la. 1i&nS'i6n en un pun:t.o puede 

deacolnpf)lierse; en d""s: una traeaiÓll o c:OD1pxesÍ:6í% unÍc~ · .me , auya tna19l1~ 

tud está dada por l.a abseisa del aSl1tl-- () d.~l Qi:rcul.o ,~ '1 la at-ra de -
-corte purG, cuya maanituCtes el radiQ del .air-<mlt).a Cuando :se su .. arpo-

n~n vario$ eErtao.s:elást1oo$ ylan.ns, los ~sftterzos dé 'traoc;ioo o de 

compresión se puedéll sumar ~géb1!'aiQ8tnent~. Las ten6í~(!g d& corte 

puro (t0-0en sumgrsQ teniendo ~u ou.ta 1¿¡;;1r"ai~~s (1$ l ·.,s planos 

en los euale.$ se c1a:sarrollBn_ Se ' delnuestra qUi.t al. sup.erpM0r done Bis 

temaS de r sbalarD.iá-ni;o puro euyo-$ plali(')s de máxima tlm.sl6n f~ un 

. ángule , • ~.¡ siffte-ma result-sn:te .oD¡~t1tuyiJ ilambien t1tl -caso de résba": 

1.$1. nto pUlrO. Por éjémp~G, en la figura 15 se determina la 'tens:iÓ1l 

qué se d ' aar~la eJl; un plnno d@-finido por &J. ángul1> Y que ' éstA -

~iginada por d~ :resbalanlien't·os sim¡ies ele magnitudElS , que 

actúan:. uno en les plan-os xz -e yz (figúra 15a) y 91 otro ~n l<:la pla- · 

n ' s qüe' i'or1lWl 0?u -e-stos últimos, ~l ángttlo ~ lflglU!,5 J';b). 1m la fi-
b 

glU"a 15a lsecord'é-nadas del punt-e D repr-e sentañ 1.& tensión del ' corte 

-y 1.8 tensi~n normal éll el plano na origin das", or el prlmé:t' sistema, 
, . 

f 1<:¡,14 • 
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esta 91ano para -el. sQgu.ndo eistema. J..;Q ~ ~ri<Qa de oP 'ti de 

tIDl es 1iJ .. que re9-r~~ta l.a. ttttl.s1én ~B'ul.1;91'1t.,g en lo ¡atto. sea ss 

de ~.~ $1ate.~s* l' las cooriendS$ de Q seré:n }.as 'tensl onoo tau~ll"'" 

eial .,. no.rllallll lJ~fb e ad vert Ui;f~ "1<Utt L¡ ii~t'irl. .3.." ;¡ (y$ .~~ .~ ~ ;$1-

te del &ngulo • Por lo tsnto, la sl1pe.rposi.Qián e d-'Os 98tmi~S dé 

'. 

y (b) 

'" 1(,. 15 

l.'esbal_ént~ ~-$ ori,gina \'Ul c!J.i~ltJ 4.é ~ de ~sbal-=im:tt-o _ 

~~ l. ttU3& ~ ¿ tt,J.4 &$ ~G; én owmt,o a 1.a inel..inooi&l ~ ltts pl_i')s 
' . ' 

4e, ,0 rt$ abimo re~{)to a :ltZ '6 YZ;_ ~st'd~.a (}'r Wl {mgtll.n i~ á 

1$ mitad tiel ángulo MB. 

P'~a de-terf:d,n~ 12stmasi~s »l!'j.n,d,'p~s QUando fié --~'on · ee.. las fJont-

p-~1'lt· s de 1.(1 't-é-llsi$\ qUe Qon-esp.onden a ti~$ ~lanE)s -

perpel141a'tÜare:e entre s! (flgtn;"a 12), 

p~e util.UarS9' t am'bi.m 'Un , diuglt--Oma 

~o el.. de la tl~ 1.3. J,;n :est. >O . 

Stl (f1~ 16) 'Qnaelte~ p6r maS'~ 

dos pll;tltoa D y D1 _ re ~$.ft'ta11i'9'Qa del 

atado· ~iQ ' e~$P~d.iente !l 1.013 

do planós -e'()t)X'd$naQ. s JI ~Pn ~l.l.t)a -ae 

~btl 'ne él. d.i~t-~ del ~Ú'eu1.o. Dnl; 

I---ó,---

FIGo..16 

dihUij ad.a 18 a.ireunfe-r-lmo1a. las 't.ensionea ,prin<d:pal.es es-

tát1 d,adSU!li)Pt1:t' lae suso! $ 'S de 1l\3 1ntersécnl~s de lu cu~~ OéU el 

fiJe oottéspon "' len't-e. De- J.a figura ref.Jult.a: 

(J..6 ) 

• 
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nn $Uant ti "la t~la1.5n taugeIl.oial I:lQ..'-...........,.~J enti liad p'-r al r ad.i 

de la c1~ren<)ia.'t 1 . ·é lt' :' 

, . 
pMd~e a un p'Uttto ,gWldCi (')b;t.~ner~ , '~on tJOlo ~cmn~r ha t~ oom..-

~OiM d.. ~a go.$.ic.lÓl1 tk~.l P-'ún't-o .. 23rti :e:ll.o.t: e~:t.ab-1é~rem08 las (ten ... 

eiM-éad{f équili.brl0 0.-3 un p:Sr6~elép1~G rént$~ ~.'é ó.~ sintle& 

~b,. dy t' ~ .~ -la t'igwta 11 a#f indiea -Las tenal. ~a .~ QC't'Ú.an en el 

ctmtro di! laB CQ~ dé~ ~.al41splpedo'J · ,as1 como sa ~nti.t\o re-a ·ea

-ti: '0. Aqttl tend~Q$ en .. ta 1.&6 1l81r~1me:a de l.aa 4.olr-"~ fl$l!l.te:a d é 

la tensién m'"ig1t1~ ~ 108 üt~tGs ib;~ ~ Iltl las co-ordeaadas 

'lI. . vatua 4é- la "" 'lMft~ de l.as ~as d~l. e~.ent~ 4r-mui.da~o~ -

que l{l ~.a que aqt-úa ~ oada ~ .és ~ al proouatc 

de. f)l¡ ~,a pnr lJl ~'111;l.1d de l.a t.Cfít$i€n _ $l. ~~ ~ 

'ta' fuGR$ f.OtÍe1ca que" m-tÚ3 ' 8ohl'~ el. ~l.~""n.'t{) oottfJ!O-e~o un pu~tie 

ser deupJ:QO:l.ad.a . n $et& oq~ fl"_~ 1.0 ~ . ra en al J.;ant&O ci· las ~ 

e1cues d~ aquilib~io ~l p~iema tl'1:sngrüa..r (fl~ l:2) t ~-g ella ' - . 

s de~ i,,01!i ea d ma$ll.1¡ud ql1!J 1.08 té~f,)8 ilue oora:e,s~a.en a 

la variao1~ · dé 11U$ eofttP~tÉt$ Q laa 't:ollail%lSS. Si. 118m :~(}S .. e Y 

lA 1&8 ctwlponente1! d~ i .. .:ha ft}ar~ pOl:' unid .. de v'al~en? l a e cuac i ón 

<ry 

'ltY 

."y dx 

~,. 
dy 

dl")( 
'"y+ al< 

n-XYd 
r.y+ "dy y 

~<J y dy-t 'W-dy 
Flex.l1. 

d& uillbr1.o e rr Si' rmd.1-ente ~ la p.r(')yeouié.n d;Q :ut~f~r~G -~e -

Q(f~ t1U1l'1 a{'jb~.al 1 t.ntmt en la dirauei5 d'$J. ~Je' x . a s 
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(:t8) . 

• l as apli{);Qoi011'-l$ Fáetie-as~ generalnlenu apareue ·e fltO T.Íni ea :fuer

u 1nt~;(n$~-ea ,,~ peSl') del eue:rpo" f1S~ qu llamando ~ al.a masa espe

cifica Q,orre'spondiente, 1a$ etluaoimes (1.8) se transfomarán en 

.. 

. (19) 

S$tas son. las ecuac ione.s. d.1f'ereno:1.~1t:ls de e Cfu i lib.rio o.ol!TeepOl1 1eu

te-a Ji . prob1e $ ~lást.~afts bid~si.~f)s. 

11'.-Onndieígn6s. 4!lcW--t.6P-l:0 .• - L&s ecuaciones (18)0 (19) deben ser 
. 

s.ati~.ehas en to-doe l oo P\llltos 4\e'l ,cu-&:rpG 'Considerado. A.~n:ra bien , 

1.0 ' oompment,es. ~ la tE'..nal fn vnr1.an ci-é ~t o a punt o as la placa 

y al llega.'t' t}. SU1) bardes dti~-rsn' C!fJ.i.llb:ral? 

las fn.e~as axter-:tor,ea a. l.i~~das S I¡ -al m.i_~ 

dé modo 't EU que ';'iehe,s tuerzas iiu.ed~ sel;' ~ 

eonai!j~:rrada'S COl:40 una oont-inua-cif..u d. a tii$ - . 

tribuoi6n ;L'Y}.terne. de 10$ ~s:fnerzoa !l" lsas {,tOO~ 

di.eiolles de cequllibrio en el bordé (te l~ pl~ 

. ca pueden d*ue~rse- de las ·eQ11a.c10l:1~S (12)~ 

y y 

SUpon iendo al _ riama txinnguLar elertlental, <mu de' la :figura 12 dis

pllest e d manera que la cara O eoineida -om. un e.l-emen:to su~erfj.Gi 

del. contorno de laplaca, como se ve. en la :figura 18. y lJ.mmano.o X (! 

Y a l aa eomponellt$'s de las fuerzas Sllpe.rficiale.g por- :u.u..idéllÁ de super .. 

:fieie en ése punto e l. OOtlt OJI'no. dicha s eettseicnesserán 'psra este-

-en 'las oua.les 1 y la SQll 10'8 oQsenas direotores de la n()mal N al. -

(}altOl.'nG. 

~n el eaOI) parti-eu:lar de una placa re.cta."1gUl.ar-, ~é toma, p r lo 

geile'l'slt- 1.6G ej at) QQol'de"l'J.attos para.lel.os a sris cantos. y l a.a con • 

eion~s <le erotoma ex.,: resda·s en (20) pUliJdan simplifiearse. r or ejsi! 



(2) 

9'1.0,. t ~() 'tul bom.e di . la plaea par.alelQ :al. ,eje X l t~Ildrem a pa.., 

l'a e.-t:a pa1:t 4$1. ftentcOrIU) l.a n.o3'l'ABl paiulela .al. ej-$ -;. d~ modo -

-qu,e 1. .. O N m ~ :, l .. tttm. lo tnUl'l tia ~8.<d.~a (20) ~ ~UO~ a 

Q , dllber& t~ -el aignn positivo tr.:.l.andQ .la no~ I:1 tenga. el senti

dO' dél s-em1e"iep61!J1~:tvo -d-e las Y'tr 7 .J: si~f'i) n~ga:t:1vo p~ ~l. s6nt1-

a,.{') CMt-r~10 di) B ,..; De aQu1 N-sul"i-.¡¡' que ue c . onent&~ ti:e ~as ten

Si~B que .~ doaarrol1an en 9i c~torn~ d~ ~Q placa ~ i~l~a a 

l.as c~PQneJl'te:s 4,& 1&3 ñle~h$ aup~rt.i.éi .a1~. r-é.f ridas a la unidad 

4e ár&B pe~ifér1Qa. , 

12.- 1te!.!iFiS'S,&.,! oontlat~~U~i11V!.- Bl. pltcb~~t\ ~e 1 1;ecria de la 

.la-st1eidsd oene1ste por lo eomt4:t ·~ l.ü, ~u~~¿naalen i1~1 ~lttat!~ -

eltÍstiQ6 qu~ ea origina en 'un O'U.;9'1!po suj.e'ttQ 11 la acoiéft 1Ul tie:ber.ra.1-

nadas fUer&ail., 7.n 11)$ eas-Os ,~snlloi11ac16n dd ., ).e o fJ:~ 9n neOQBa

%10 para ello- r"Ó'l~ l.ag~ao'1~_ ~.U:é~o1.a1.9A (t;n ~li..brio ... 

(1.8). :1 l.a s:ola,16n 4'Gherá sat.i.af'Q~ l.as ~~il1eJ.ou-ea de: .coutGl."Ilo .... 

"tlaiu. , w l.a3 d'~~.1 ''ée (20) • )lc;M$ ;Q'0118:Qton Si" ªU1lf ~ sido 

{¡~a Ü las. G.{)ndW5fHJ 4-& equi1.1hr1:Q ,{)ttt'tic-o ap~1.e.a'hléS Q -

4 . ~pÓ$ ab$t'1lut.amanté r-i.gi:e0s. n.óba·S'tan YaIra ,gt~1»ar las tre o -

c: p~-t;.,s. del .e~~s ,~U.iQ(J.. t ~ élft ~l.las -

~1gu~~ .1 _~ - $ t\stat1eatJ:~:t:o md-~té~(J "1 pa~ rg-nolver

l() es :ceoé$sr10 t al" 1m con$'ia.ér"~ei6n l.tt ~o~'Q1&t el'stíoa $1. 

cuerpo... 

'Le ~x..p~s16n $flt~t1ca ~ 18 ~MU~ 4e: comp6'tlbj.lldeA Wia 

-dtstr1buQ1 &r de "ioos1ón-e.e con 1.8 ag! s't.e:Cloa1. dé tm.aa i\ln·ei les oot\'t1B 

n'tU)s u" v. w. 'lus de'fman la (l.:f~eoi6n d~ ~rp4. se aed~l:rá 4~ 

1.2$ e euae iené$ ~a) jI. '!{in 1 s p~('! "l.~f"tO M~l~ . t.~~ ~o débe:rá eon 
eu'er araé tna: oetmgoo.~n.'te G t.~ 1.a d'af~o.i6n. a oo'b~;rl 

(a) 
P'tU'a ~bten9~ la rel.acilf¡n qlfte d"'~ ex1s'tlrfin-t~ ,ft,stan· t~tHI e~~on~n-

tes de 1a <le~ sol&.. euyoe valnr&s no puad ti ~ r b1:trari ' 8 dasdé 

el oment () qu" 18.$ U :$ és't;en ~xpre$Sd.tt :nm4ianta ' oa 'ftmci-ones j u 

t v" partir , 08 dé .laQ ftla0i~9 (a). S1 dter1:v~ ,le. prim~a de; -

éllas d .~S ~ rtt~ct.o ay. la segunda Q(l$ vec~a 0$ r e ~ Eló"to 

a ,. y l.& te.1"oon una V~ .t100 reap.ot ~ a x y ot :ra VEl~ (}OO; ~B,¡:J~ot o $ 



y , re3u.lta : 

(21) 

Est a sou$c16n d1í'e:reucial se llama C0nó ici~n de c OIE1i atibil i8.ad !l Y. 

deb ~á ser satisf-euhe. púr las contponen"í;~ s ó':e l a def'or ma cim p ara ase 

gurer 1 8 e xistN1c iu de fttnGl ane~ 11 y V I}' v inonl r,;.das a aque~1 3s p or 

l as eeuuoimés (a). Ar.>licantto l a ley d e iloOke ~ ~ouac:tone-s (3) ' ~ po

dremos t:ran.~fo:rroar 1.13. co!lIiic i 6,n (21) en 't.:lnn :;¡:ola(~ioo. entr e l af:.! com-

p oocntes o.e la ten~üón .. 

St S~ t ra.ta de Wl at ado elástioo p lr,ri í) e J 7 ), las ecuaoi.ones 

He emplazand..o estos v alore s en ( 21) y . s impl i"f.ie and ° , se l lega a : 

{b} 

Por medio d e las aeuaoirme s d a e ctu iJ.ibrio p ode.u.H'7s aar a ea".;a e cus

'ei6n una forma diferente • En primer t'rminot e {}J1síd~?emos el oas o 

~n que el. pe so del ou-erpo (!<s l a lm i c a fu~rza másica ~ al cual cOJ.~.t:'e s

penden l a s eouacione s de G\tnilibrio ( l 9 ). )) i:fl~renci aY1ú o la primera 

de éstas eml respe(rto a x y la aegund.3 {HJ!1 Ncpe ot O' él Y Y luego S:tl

mandcl as, Ge t iene 

/:05: susti-tuoión. de é~tos valnr'9'S en la ecua, ... ión (o ) s e llega a l a .... 

eeuaci6n d e oomystibil i.d ad ~n i \t...Joión de l.as e~ r)nent e s d e l eS~'6r-

z o: 

(22) 
~i se proce-ie rola.l ogument e con las e cuaoiroe s generales d e equ l -

l ibrio (1 8) t Sé tendrá: 

(23) 

En el ess o de una defo~ae i6n plana ; 3' 8, fórmula 
~ 

(o r , se t ien e 
r' 

y de 5cue r clo C01~ la l ey de t1c,oke fé cuaoton es (3) y (4 )1 l'asultará 
) 



_--- -o _____ _._-"--. . - .. (23). 

Su s t:i. tuy ellO. () en la. 
. , 

ecua :J:t.ou (21) Y te1i.iend o en cu.enta , como antes., 

las ecuaciones d,e 0y.u'ilibr-io (19), ~oncl.uirn~s que la ecus.~i6n de -

C01npat il>ilh id ed (22) (i¡ s válid a t a nbien.en alcauo d,e la. cle:far maclÓll 

p.lana .. rara -e l c a so de fuerza.s mási eas en gan-exal t las ecuaciones -

(21} Y (lB) nos J;) s rruiten escri bir la e euaoi&a de compa:tib.ilidad ·oaj o 

l a :r arma sigu:i.ent e : 

oontID.cionee qle c6ntorllo {2ú) y \.U"18 de las €l'euaciol1s$ d e c:omp atibi

li0.ad que qu~dan oonsig:a.a('¿ae, (H''}11at i tu: y en ~ sistema dé eeua~ifJll.es 

ql..t~, por 1(:, general, p'~1:mit-$ la ,;"ié'tp>!'m:i.naed.~a('¡D'r91~8 de la distri

b.l1eiÓtl el e les: tensiones en un p'r~blem~ biiiim~n sio~l.al. .. 'ilI1as ad eJ.a:l'irta 

se t r t::\.tan l~s u~sos particulares :en l.os Cfl'1a ffS lle1J.e sario "agregar -

otra s ~o,.~sid~raci Ollés' ( ~ 35) ", ' :Ss int$r~gant e d.estaear ql1eetlan-do -

l a s :f'U~:r.ZHS r'lá~.ica$ nt)n ÓtJn atantes, en las ~e'Uaci tY...l8S qU& uat.erminan 

1 ~ Cl istr1.btH):i.6n d e las tmlsi.<.)ñes · :1'10 aparenell lae oonfrtan't:es elástl

ess ·del meterial~ lo que quie:X'e d.eoIT que la d istr.itn:,H~ión de- las ~es 

s i en,s e e s - i.gu:al p·ara tod.os los .l2atel'üu.es i.sóin-'0POS" co:.tl tal que las 

e cuseiones 8e~n sttfici:entes p.'&.ra l~ co rnp l~-ta det~rrm.in8ó i·6n de las -

terH'\:tcnes. 'R f3t a cOllcl;u.si ro ~s d:é mueha :ir2port~-'lcia práotica, pues, 

c ome V0'!'B!:nOB más t a:re.e ( } 38}~ J)0r lH'I'\CE'á.ul1ie!lt:fJ's oas::ido-s en el Uso 

ma.teria,le-s traru5panntes eomo el vidrio y la x:i 1011.ita, y los r .esulta

d os asi o'b-tenidos pMrá:n ser Gil mu ch'é::'l caeos :U1l1l9diut aruen'te aplicados 

a oual e'e<llliffli otrfJ$ ma'twr i ales, i;.ale~ QQml) el aaeroji por e.jemplo. 

~e;ñal .a.r$fl~s ·.; sai mi8:mo~ que olland!:, l a n f'uerc8s másacas s.on C.()hs'taJl-, 

tes, I ta ectta í,ü6n de compatib :'l:la~ (22 ) 6G :te Q~lDJ.e~oi~ ~aJito a loa 

oaane ó. e tensitol1 plffií~ anIDO a l~ .s ,l ~ d efolfIl.!\ei6n plana. . En consecuen

cia" l.a cl isitt" i"vu e tén as las t ~n siffi"J.f1 s será igdsl eIl arribos casos, si.em 

pr.e que ss trate de e nt,""rnos idéntieo.$ y d!3 un mismo s1St-e1ll8 de tue,I 

mas de e~a2t1e1d,ad 1i.l ~nla por un prbo.ed i miant o que 30 reduce. a halle:r 

l as soluei6'nes Cine satis:fagan n 'la ecnación d~ ertm,ll atibil idad Y a las 

co.ndicion0sde bOl.'fle, e~j\¡tntmnente con l.as integral~a de las eauacio-



_ . - _ _ __ .w ____ · _ - " .-- - .( 26 ) . . - . 

eo 0, i:ferq!lc~.~le(j d · ef:L ll..il ibrio . Si lo ap l':"oamos , en i>1?imer lugGir, 

al caso en qne l~ única fU.e:rzn de 1folum~Jl soa el pe so ~el ouer.v:Q t 

lE1S eouaciones ':lue 'habrá que resolver son (via.e ecuacirmes 19 y 

(a) 

('O ) 

a las cuales se deberá añadir las o")nd.io i.f'lH'EH3 de 'h cr de ' ( .20 ). 

El .lllétodo o-or rj . .entB par a le. re801ueiOn. de e s1;as ~C·t.vl-ci. Ol'lea a~ 

en la l ntroe.unci6n de . una n'\.l9Va i',j.naioo, l lrunada :funci rm de 'teneiÓllQ 

lfaoilmenta se comprueba que l as eouaoilJnes ( fl) (l,ued.$ s 9,tisfechas -

por 'LUla funoi~n m ( x,y) 1 relac5.rmad.a ceIl. las cnm) c:n~nt e.s d e la t 

s;.m por med.in d e lass-~xpreBiones stg~.i~:rl'te8: 

(25) 

D.e ~8a manera pod :t"e!r10S obten~r diversas soluciones para l as ecuacio

nes tia e,Ql.1llib rio (a),e-ntre ·lúe euales, aqual:La. que sati sfaga t8J.!lb 

a l a eov.uci6n. de eompatibilidad O~) será la v~rda.dera. Reemplaz t:4ldo 

en l~ acuac 2.6n(b) 1\15 aXIJ~9siones (25) <ie las compon~nt9s del es

fu.erzo, corl. oluimoe qtt.e la fU.nci6n do tensión Ea s la s01uc:ioo dé la. -

eeue c i ón 

(26 ). 

Rt..' sr:, ver 1111 p.J::o~l elllu d.e ela et: alelad en .. os ci.iJI1-€tl.siones, el"l el oual. 

Si9a el .;."eso la ú:i.1 ioa .f.u.a::rza rnásic&. , cous i::rte, pues, tan s r'>1o, ~n bus

c ar 111· a soluci r)n d Gil la. ecuací·5n, t 26) q,ue sat is~a~'Q. -a la .eoi1..dioiÓll de 

cont (.~[¡i!.¡."1. () ' 20 ), o on"'éS1londiente a l Cca50 pSl"'tiau.li:lr plantead-o. Er ... loa 

c a..pit i.ll , a ;'iguientes eS'~J e liI.~todQ se a,pl.ica pi'lxa resolver una s aried.e 

problemas <le intel~és pTáct ico. 

C."'llsidernm s ah 1"&\ ~1 caBO mas gone:r.'ál de varias fuerzas másicas 

y adr:1itru'loS que qlla~ 0I?x'iv-en .üe un potencial. :0n.tonoa s lQ8 componen

tes X e Y do la :3 ecua(!iol'1~s (18) 9star~ d!.1.das p r la~ e auacionas 

·en l .as cuales. V es 1& -funci6n pot&naial .. ltuo ecuac if'.J.1es (18) se trane-



-f O:CIT!f.;;..l'l en 

" 

sat i afeaha s t omarul o 

(27) 

- Y).{'J , l ... , I 

(28) 

Par a. el e-aso de una defoTlllSa i m ;;1ana se puede úbt Bng una ecua

a l ón anál oga, utiliz¡and-n un .pTo-cedilaiento simiJ.sr. 



• (28) 

I T U 11 O' di .. 

14.-,~tt(}i~")n~.f!..:.. Q 9~!:9-.~i~aª .. - OO!L.r. 'h e f:'l 0S visto 'S'rl el a~p. 1, la solu

ei ~:n 'd e l os 'pr ()bl~'naq qu~ se refler~(t a e::rfBft n ~lá'st ico's planos en 

lo~ cuales las fu.srzas mási cas se;..,..."'l con st ·unt . ii: e nulas queda red 

a la integración de la~cuaoi6n diferencial (26): 

(a) 

ouenta 't ·~l'lida de l a s condic iones d..e. contorno (2.0) ' que corresponden 

al ca::;o partícul a.:r.. "O 

C3'L2.nd.o Sé trata ¿¡d~ ~hap aa reét 3Ilgo. J. are s :la.rgas y angostas, son de 

gran in:t-e:rés les s~lu.eione' s d.e fnrma polin6mica. En e~eQt o, puede -

resolvEn'se \ln bu~n nÚlnero de pr'oblemas o.e im.portancia prtÍetiea uti-

15~zando, p&l"'a sa.tisfacer la ecuación {a)., p olinomios de diversos -

grados, O-M ooe:fieie~tes aalCD.lado-s adec~a.&.ame-nt~ . 

,'8n p:ri mer "t-érmino, cO!'l.eichn"eZllos mi pol 8w.omio d e s gundo grado: 

Que - , ~V'iQ. -en t ew.-ent e '1 

( ~; \ d""':: 1'.' ," .'; !":.\ ,.. ... ... " , .. 1: "jO - " <..~. , "' .... h •• ~ ...,., l~¡ .rj _ ellC:. {} 

( -a i 
\. ... ,. 

(b) 
le 1 & 3 couaeiones 

J.lBS tres .omponentes de la t:ensi6n ;rB>$v.ltml, . pues., Gonstantes e~ 

, cu.al quier punto a.el cft),e-rpo , esto e}~~ qu.e laf'1:r l.CiÓ:n. ele. téns::,ón (l» 

I'ft .,i1:' e fJen ta una COClbihaoión de ,te:usloo-es unif'I):!:Lnétl de traoción.: O' de 

eom)r~sión \ s e gún. sean 106 si~.:.os de u 2 "j' °2 ) fm dos direcci ones 

pena. i c ulaEes, y 'lUla -ansi/m. ta~it¡Se.:tl.l.i¿l. lll ... :i.i ':.J1."Jne. J..¡a~ :tueraa s qua 8Q-

... 
a l,') demost raéto en el :' 11. :in. la . ... 

~igura 19, qUe repr~s~llta ~1 eaBO ae una chapa r~ctangU1arde bordes 

1013 seilt j.dos marcados pare la fat igas cñr.1:espmden 

&2' 0-2,.c2' positivos. 

ooe ficient e s 

OPmeideremos ahora como f:unoiÓIl de tensi6n a tul polinomio de iJar-



(29 ) 

(e ) 
-gste p o-linomio sat is:fac7á t arilb i-el1 ~ la ,ec.uacüÓD. (a) ~ b In · leando las 

::: t}, 11~guriamos a las expresiones 

fl~.19. 

I 
I 

JJe, fi@.ll'3 2C se t'eí' iere ál. Gaso a-e una plaa3 lNrlíangular s ometida 

a :flexi. 611 ~im.ple, cnffiO resulta al. igualar a eer<?todel:$ loa coefio 

t ·e s , con exc-&flcihn de d:¡t Jm. CaJl1b'i.t)f ~i eolwuente a} ea distmto de - .'/ 

oero , se obtiene tUl cas,O de f'léxi ~n por 

s e'b re los coatados tia la. p18~, de Pocna ~ 
. . ...~ 

!:lignificaria qu e, ade-más de tensiones -

d.e l a chapa. L a figura 21" por 0j~1iJpl' P...l 

\ caso en ~l cual todos 10 .... eo@fieisl tes de 

l a función (e) , CC'!l ~)cce oión do b3~ son 

llU,lOS5' ~!.)l. -sentid a do las tensiones <.±ue ~ 

j-

POSi:iv,, ?paTB 03' A 1" l BrgtO d.e .~os ·bl):rdQ~ .l_ 
y ::: - e, las tenoíon s da r:'l.C~l.Ol... · y o.:m:- _ 

fl(\.2.0 

FIG-,21. 

presiñn , respectivamente , se distribuyen 1?-ntforr " ~.lJ'iente y l .as tensio

nes na corte sen pI' porcionalets a Ay Robre Al oanto x t; 1, aotúa so

lamente l a t~nsi6n da cort e cnnstrolte -°31, Y en la cara x = O n o _ 

aci:tÍa tensión algona. Una d istri'buoim Oe ton.siOlL(~S Oll áloga resuJ.ta

:ria. ni se· t Qmara paZ'tI; el ~ocficj. m:tt=! 03 1.111 vulr;r td :fer ~nte de cer o . 

3i. a.om o f\1ncián de tensi~n na 'aao. t¡a :.. olino.uios (~e grado sup G:rior 

al t!.rcer o t ya n. o ~ .. S pOBi'ble "al' f.a I on /.JO f . c i entes v.aLores a:rbitra-



r-1O$ CCltttl _ $1 .Il~ de p~t'>!ili-{}$ de.aD~ ' t<f5~C~ gcooc t _ 

q~ A$Y ~A do ~:o1-, porqUG la eouaeién ta) qlié 5., ·s· :t~c~e

tlbe_ '&ra ~equl:er~¡ v~~ aa-1~~ 11 Loa ~1~~'f' elt tto 

que ,aQU'i 1lu1.6 l.tJ .tttmr4 41 , ~sf¡._, :e1.$~1U:!1B ~~tJ;i$~ en"t.~ell.$. 

fOJaémo1íll' p02:' ttj.eapl~ pnr:~ la :función dtl 'f-¡~Bi&t w llolitlrm11-t> c.e _ 

~a...~~ ~1(!~ 

(a) 

k(;): ~$.tiiMim '6ft la .~U1la Ca)" ~~ta e.m<l ~Qa ~l.\td&1 9... ~, {2-<;4 4. 64 >., • 

... ~$te eaea, l.~ eO.~'lrontm~ ,,18 4¡;f:fna"i&! -&i1ftt 

¡50S <caefioientaa 24 -- ' ,~ • • d~ qUe :!'i&!l~ en '$st.:as ~xy.re.tdone8. s<m 

m;b.it~j._ .. y asigna;ndol,ea V&401tttS ad.~oa .&é ftbt1,ena: ti1Ye~~ 

~3Ó~ "ta ~tJQ sobr . . ~ ,~ta agula~ Hor gj~l,,# ,1pal.anélc 

a oerll tdt{}$ 1.f'J8 00fi:fifl1etl'tQ' fltltt, 6X~~gQ1,&1 t\é ti, ' fe ;:c&~1ta 

3i'- _ d~ 01 algrttt pn it ~ a d.4. remaf¡n 

'ta di$r'ibuci ~ 'de u~~s 'Ons! la ~ue 

:inc1iea lu ~i~, 2.2. la ~ ó-r.igina l:as 

,t®.sl(,!tl(\Q ($}.. -an los l.ad.~ l.rw.SittW-b!a

les y t:4: ! t: ~ist~ unll di-st~-b~e1ón un.t 

~rm .. ae -tens - MG3 dn dl)$~~ '9ntn, y 

... 
'1---+ ___ -;-;-- '1-
t 

T I-,..---L.,:----:---=---::;-~~ 

y 

FIEr.22. 

~ lQU n}tt~MidaáéS . as '~iones d ~ O{,l~e 'se C1istrilnU'éJi de 

QOn 4ua ,lfJY ,a;\."sbólioa. 1.)13 ~~ ... 'O:s.:~rra '~ean-~i";'Ü~ -~ ~~~; ~~j:~~ ~ el 

eont :~& de l.a placa m ~lleen a un ps~ Q.ft fu.&rJaB. é u.iliblrarl1¡e "' el. 

q~ o~1g1nen l-ae ~2!a$, nn~a19S a lo l:argo dé bord'é X ., 1 ti l.a ,

eha};a. p~ que;c suponi: ndo qu.e' el EJ'C)f)a.o,¡jt \l:~ la chapa .$ .ig-...tal, a l a 



(31 ) 

~) 

pf}r sttsti.tuei&1 an lo ~~-8n (a}t :r~$},.l;t_ ~,~ Stllu:ci.-a~ 

asi que . fUi.st cas(,)* 1. $ Oomponent~3 ~ la t~n:¡ú.&1 Véfldra1tl por _ 

N$'1<mes"lee si~t .. at 

.l~ :las S1)l.ueime$cr:O.~8!~tent$S e. las di-!V~a1J ~d1-

<i~ ~a di - lvi cil&p&. Si; po-r e~&\Üf). S~l"t1e~'(lS nlllos t e 

Lstil :fuerz,as n~~s: -aeta tl.llito~im di-stri.bu.id..aB en 1 G b rdO'$ 

1 Mgi 'ttití mal s Ó.é la -ouap.& (l1i.g. 2la) ., A 10 .~o de la cara X ~ 1-

las 'fuerz&$ nn"l'nlallas $i~ ~ ltarl~ una l.«y :lineal. 1 1:18 n ~a Utl.á _ 

1 Y pal'ab --libS (cúbilla). 1tn cuant., a los estU-er.z-ns 6.$ ~-o7t • li"GSpl".ut:t,d 

a unl\ ley' T arabilica a lo largl) de la ca~a x: = 1. Y son pJ:'~~ej.6naleG 

8. le e 1'Os bnrd,,, l~·tu~U.na1&s., La figura 23b pr-esent a la i..1S'tr1bu

(ti6n Q las -tesinllSs. 

i qUé sigue d.~ 00 ~& ~j~l<l,$ :e 1ht · rrés , rat1ce e-. 
m.\p~ ~p~sloi.Cin de- 18.1:1 Q auc¡~~S el: ntul.-tts (' e; ~a. ecu,nui&1 {a)* GV 1 • 

... a'.la.g ~ ~. -~ '0. on at 0.1 SUfla de v~v1~ B nnJ..uc.~ s M rlJ.ou

l.ars a lu ·eQut.U':i6n di:f"rmu')ial ~~Ol't.f\dti. a . -stitUJ1'$J en virtud ... 

del O~aoter ~ ~sta~ ~ nu~va adl ¡ón. 
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11;._ ~l n~~A1 i"~ M ~R~v~~tciP"'" l'sa.fJ apl..'U6i:nna-~ att l.-0S a.:1atin-~ ;;J ~~f-=-~ .... ,. 1 .. ~:Z~ • 

t 0$ ca_s. ü élla!"ss ~~t_gul.a~ atl!l--td.d~~{)s en él. ~~o lo re~e

dp,.m;-e ~ siilo $'t"enUas aSJ4:tt a U tuna!" iI~. de ~:td&1 .. ~rt~s -

~ fSnci:tl.ae-. ti~a _~ dé ~nas sa-tj.s~ a todas :taa eQttaci ,9 de 

le l.ast"i.cldGd. ~ _ ex8etit-ud ~--et.á oon<iie:1~ Q ~ tde~a 

di~t1fiWQi6.n de ~as .1'~s d~ ~:rfie1e. !~tll. ,. ~~ ~lG .. en e..l 

caqtl d:& loQfie:d.&t $lm.plé lr~p~~'t<ed·~ en l'ªt~ 2O,.ra tléCe.Sa

rto qUé el ~fito tl~XOT MtU'\fi~$* ;pr<XluGid-a J)<1r esfllBrM8 de trao

o1lin Ji' CO~Plr--si6n s?liaad~' __ H3 a l.afI :p,xtr~idM:.s d_l.a :O~\\ ~ ~$

¡t,o a --lma ,lq 1 int!al J -- e·si¡n ~Iil,-- qu-e $\le 'V~o~ite 1'tte.ran propore1em:il.e,a 

f1 las d1st&n.Qias d.g eada~ ál. pj--g n~utr.o ... lia $lj~i6n ie 1a 1J:»

'U'éZrll.d$l di1 1.a pi~5á~ ea~'O ~'Ue' ~m.--$t., __ tlé d.~é 1ni"ltllir _ la d$-

f --aei!Jn dé 1a ~ci* ,~ ~\tra l.a ;Limita. -- ~o 111 t$l~-a ~('.t\d1-

--+- ... --+ ~ -
)C. 

\ i ¡i )( 

, ,d!)(t'2c'~c3) ~-
~ - -- 1 

J \~'ic~ 
l -~ 

3 Y Cb) 
y 

Fl\&. 23 

oi~é.~ 110 t1é OUllt len, '\latn es. si al mOo6nto :i"l.excrr 39 aplíca dé -

Uüs manera difere:¡i¡e. o si ::La $lswntao.i6n imp·nne a 1.a aeoai6n 'ter

~J.llal ~tTO$ esfuerzos., l.a 00--1.1101&1 dm1& al prlYbl~ en ltt1 ' ),4 deja 

Sin (Jmbar--ga~ la ut:!l.id~ ,~~e~l~. ~ ~u . .gb:~ i!'Ol~~:t6i't n:~ és~á ~j.

mit~a 0';' ~SQ tan e6pecia~, sino qu~ plWd. up)ioa~ae con. suf.1eiante 

e.xactit . tiO!Ult)s d~ --flnxión en lOeS Cu.al.9$ no se sat.isfagan. ri~ 

f:!S'l~te las Gond:.tcion--ee p.remisas r9$peol?o a .las .xtt'em1dad s de la. 

pi.; 0:a~ La lto$:1túlidad dé Qxt~d ... la ap1.ieacím d~ 1.B R.rQ .. ttcim de qu.e 

S(t trata . stá basada --pn).9 10' ~ ~ el. ll~o r1nC'~10 __ e da SS,Ul:t 

-VQn :fi:1J ·stn T1n~ipit): e-stabl.éc:e q~ si laa fu. "l"zas III 

'Un el.M!e.nt~ dé 1.a sup rf'iO'ie de un ouérpo ~lásticn sen mu:rtituid s -

.p r Wl s.i:e1i :ma de foo~za1l r;t:átiuanlp.nte ~luiva1.ent~,. ~lJ.cad~ sobre 
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· p-::ie:ti, ,,",_Slt~ 4 c$PN-eiabl á 1il'na 1at.anci.u relst't ..... vaal ntrtt ~ndtli O'3l 

re-spM't-e a 1_ dl.lJeneirr.J.ee lL."loal:eu· d9 :la m.tpat\;f cie aoo;:t-e 1 cual-

la fléX1&t simple d& Me. b~ d.~ SéQ41an !t'éCt.~ar alargadlh ouyas 

d~siMes ~ ~~a1! _ OOlap&t"~¡u:L6n onu ~ ~1;udJ" ;La ta~:.f ' de 

aplioor el ~omm1't n~et~ at~(i.t~ a U d:i.~i"!)'t:¿ol&1 ft~ la"S tellJionéo -

0n. l.as seae-l.Olla próx11t1fut u .les (!xtr~csj pél"'O Oáred~ él~ ei't:Jato en -

l.es gaeoi~-eG Vii9.te.flt-QS~ 'M'l l.as (JtUÜ.es la ditrt ibuclñn de t$lSi:1néS 

.~~~ l)!!áQt 1l')~l!l~tlte la qU ~~n'Qja 1.1<\ aruUfli- a q_ SIR ~~~ré l a f1-

gua 20~ 

~'l . ~l. _~ ae la · li~i't~...i& originada; -én . 8S' b-e..r;ea pOO!' Ulla trao-

. ·el'" .. aXil. t~hie-n naul.ta. .ep1.ieal'rlé ·l prin-e1pj.o; ~1l!l1 r~ en la. -

· llJ:tex:1IDid= de las ~l!hl'éJ3i4.M;.$, III - . atr'ib'tlóiñn &e lata t~.i~s d e

pe:Mt1 fiél ~l~ (t(t apl.i~ l.a fu3l:2.U', p-al"$ l~s sagc:1{'1J,1,gs t~~~aJ;'"SS.le8 

· ñ1at$n1¡~,HJ ~~ lns &ltt.r. !it}$S~ 'plloo.e 'ae~.: tar ~<rl;i,ea~l1t-e U'Ba 4l:$tr:1-

f&'!rtetrativi1-s d~ ~ste se:r:t~1' loa eunl.tH:i .~.1!Z'r1~n,. .n la ~ezJ ap~c1ar 

J~a rt\piite~ cm y.~ la hisl;l:'"ib'tlo-i.!sn·j",l : 't~1Hiíf'l!l'fJ~ se ~~ p~"ti,etaJn:enté 

1: ... l~J d~ Rch'k.:e -ecuecienéS t~)- o.neda nñtat~:l'gq l as CI: tlp('men-t :$ dé 

la . ' ~l:·orlltMión1- .~ ve!? d~t-I)~:t!.Ula.ee.$ l~ s -c . . p·~lI3nt-etJ de 1.B;t-Sl'lS1t. 
• 

pOl.< 1& spliGuoi.6n Q@ le$~-eiQ~g tl.¡1';eri('l1:'~s. :O~t~:rU1~~. asi", 

:Los i;.;r-t}y c.;~~ 11 ~ V p"1l~ meü1~ «~ ltia si~;ni~lr..e·$ eow.\e.i~em 

(a) 

'le.$ ~ lUll'f;e encrmtrt:a>~?t 5 ~ a s éj~~lofj de la ap1.1oaei · o.a -

-ést&S eewtcion ~ ~yá:tnt acl.tm. an {lad.s óaJj~ garticUl.a?, ·no b e-
Si. 

na á.l4'z.oulttld~. ·Se 've ~ Gg-..1id~ tille/se agrega,.. a 11)$ val: ~e-s d.e a y 

v,. ~ ~l.V~'te. la?) .J.. _ cÍ-<ru.ea :linsales: 

(b) 

Ci dad. G -' f)r 'lag e~ ao1.0l1 s (a) u() ~e alt:~ell, 1.0 '}':U\1 ~ifiO..a -

qu, lós c~im1)Jlto()s no ~st.M ~}-~~l, t~el~ 4..t~ou 01' las t-etl

'lOO a l' de~' 'l."t!Ul~1m:es~ ei.no que u lo~ ra:et't~Í-d s q\4 ' é ts'S rig:U¡, 
-

0\\6:tp-c r!gida 
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ka co-nstW1'té-:B a .y • d.é ~aa eGllacj.on-es (b) ~pres-ezltan lln nIovimíen.tt 

4e ba~a'O'i6n . ql ~rpo 'Y' l.aconstante b,- un .peQu,ei1o ~l as gire 

dé1 c.ue:po" r!gidc a1.r:ed.~or del. eje ~. Si el. m . iJ.a1en't() oem-oelte-rpc: 

ri¡140 tu.~ ~~ent:e imp,ed1Gl<J n l:Ol"'ZU5l OOBQ:l.U't·8,. a, .b,. 1 ó :se re-

4.eir-i:sn a ~l:"~. 

1h ~l ·\ l:2 se ha demostrado qtt'0 la di.a1iribno1.6n. de las 'te_imes 

en el e8tfO d. qu~ las tue-rzas máS1~flS sean. c:anut$%11t $ ea la ai.sms* 

tal'ltt'l pal!'8' lma. di$'tribl1oi&i ~Unta 4~ tens1on~s QOJ;l{') para una-d~nrm.a 

e16n ple.n~ Bit Oub1D, 1068 eorl!".bd.~ntoe .iistlcos ótt d~r$Utee, 

d~s<lQ que en ~l ,~1_roasó ·l.a$ QanponA%lt~Ul d4 l.a af)f(X"mao:1ú:l '1u. :ti 

gttrall en las e-Q:Ua-eiQlles (al ~8tán dadas por l.as eJq)l's1.me.s: 

at-entras que .11 &1. ea$O lié 1aeb,ftrlaae:ián plm a las eom:p:Oll$l*ea de -

16 defórme:c1.áItaoa "V1d.e ~~, 3.,. MUaci_ (b) ) ; 

Al. estua,ta"... al.gunQ-s p~bl-emas e-spe·oIal&s -Se . indi{)árS ·1 proeedi

l1l1 (mt f) d 1nU#&Ci.án . las é-~e.ioneu {a}. 

11 .. - Fl..,.x~6a~9 _~ v~e .01.&\8 et))ilp~~ ~n •. S\l .xtr.emídei ~i~rA.-

3ea \ll'ía viga &n VG1adizo, de secoi9n re-atanga.lar delgad8~q~ supon

dMX%tOS e an-cho i~ 8 uno, fieJtad.a p01." se:01.ón de una tueraa 4ik'lica. 

da a su enr~.idad libre (:ti.$U?a 24). 

Los b Mes t$j)&r1Qr é inf.rioX' dé 18 

viga no $stán sajetos· e ·1.a ao·el6n d~ 

j!uertiQ algim'S., y a lo l.argo 4& J.aex-

. tr1Id.tiad que 'CorresgMde 8 x - ' O a~túan 

&$.tuttrzoe ~~es daya réstü.tante .. h 

P. Med1anté aa aA-e'CU$da c_b~t)1-ón -

d " un ,est:adé d-e re:sba1am1~:& s1nJ.pl,. . 

1[ 
~ - 1. -

1( 

p 

~ 

FI&.24. 

001\ las tensiones -

d.$laa P?"\l:' las -eeue'Ci~s (e) del. ~ .14 (figura 22)1 s~ nade satisfa-

0&1" las candioiones antodichas • .Proeedielt\.1.o 8S!, obten-em0s las $i

.~i;'f!s. e-xpr~sione$:; 
(a) . 



• 
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E-ata áltima &4'la.wd6n ñOG pé~ ita e-so):'ib1r la oondiui-oo ene 

los bonies N - : e 9'st.én 11lJ~$g de la Qon:iÓD. de toda f'u,Elr:¡a, cOlllO 

sigue: 

Para que :la eondie16:nde carga que g& ha sup1leatoen 18 extremidad 

li'br:e que.dtt sat1s:f~ 'Ss -ne-Citsarl0 -que las :;1am.si.ones tangen~íal~a 

distribu.idas en e1~~ equl3.ibl."eD. a la t'ue:rz.a P, ~st o 'Et1l 

ál aígnó negativo qu~ f,:reoede ' Q la 'int- gral r-esulta d e l.a r gl.a 

d$. lCfs ' signO$ ado]rtad:a psra l.as tens.iones tan8.nc1al.$.~ La. fatiga. 

~ la e.a~ x: -Q ~a positiva o~ stá di.rigida ha-cia Qr:t~1ba ... 

(vide :, 3)!t 

De: la &CQc16n _t(Jri.o~ ~-sultaf' lu-ego de ' mtegr~; 

Llevando a l.aaewae1.ones (á) 10$ v81.0-;~s obilenidos para «4 'Y b2 
se t.iene 

Ahora b:1en .. si se t ·i.ene en ~Q~ta que 2/3 0.3 es el m<mento de 1t1er

e-ia~ 1, de la se-ec:i.6n uaasversa1 de ia viga volada, se poCÍl'á GBcrí-

(b) 

La' ooincidencia d.a esta s-olU:ci6n con la que se d-ed;ucc& ~n :!Oirma ele

men:tal en ltls tratados df3 re-sis1tencia de mate:r1aies, e's e.ompJ.ets f No . 
del> olvidar.se que el1.a es émeta tan solo cuando lse :f'ueyzas cortan· · 

t1;)fJ tlstan dlst:ribu"iaas én las extr:emidades tl& la viga de . acueroo oan 

l.a lnisma 1~ parsb óJ.i(}S que laa 'Ú't?.n~ione.a . de d~s~am:tento . :¡ 
. . 

la intwsidad 4 _ l.os ila'fue1:~S no;rmal~s {tt'¡ él ~pn"trsmi~nto es pro-

p01J.~ianal a y ... Si las fuerzas no obedecieran. a la distrib Qi~ ·su.

!lu~:Jta pari1 lae éxt~.:tdaae<s d-$- la viga v lada, lss eouao:it1nes (o) 

no sEi!rian apIioab1es oor.reatement..e para dateJ.'minar la distribu i6n 
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de l&.$ ten611"~a ~J;-\ divhas erlreIfl.itl~d~a; Pf',J.~CiJ Ni V'~ rtnd d~l Pl'l.n

C11l 4e de aa:¡n~-V€,,nant "puceden eOllsi(iG~aroo autieientGm-ente sst:.iu

~(':rla:e paft la$.a(lqinn·~~ tli'ansV'e:J!RtíLas aitua- 8.11 a diBt~a 0011 

sidera:l.)l~ de 6iah,EJ$ Oal:as .. 

Q-rm$1de:h1noa ah~ l.trS e01'rim1·elltes que eoneup Onden f.\ las ten-

sict1&.s que dan la$ eouaci011.00 (1)).. La ap¡ica~i6n de ~a ley de Hoake 

¡f~S eMduce a las siguientes é'xpresionesl 

. La int~uaoi6n de laG eoaao"itme-$ fe) "![ (d) [HU'·m.1te det~mina.r las 

ocmi.,Ponentes 11 :¡ v d~l oorr1m~g¡rla;,. l!1in:.gl!lit'lá:O las ~c-n c.i~s 'o) 

en las Q ales f (y, Y t 1 (:r.) representan funC'1ones d.~Baono.eidas de· 

'f y de x. llorsustj:tuei&t dit u yv en las ému\c1.Qn~S ta) 2$. llega a 

En es1ia1! e-XD~:rl.an& s~ e y ti s:oncM-stanws qll-e satlsfacen a la eattS-

01& 

(e) 

De aqui resnltan, pue-s .. las siguieutes e.,'ltp;r~lsionés para'! (y) y 

i'l(x)t 

v, eonau·oen a las si,guientes : 

(g) 

Las ocnatl,Ulte a t, t S, h pueden .ahora det'p.rru.n8rf.le por I;j9cti o Ca _ 

la. eeuaoifia. (.e) .,. lsa t'rés cGlldiciones d , vmou1.o que s on n ce-sarias 

plll'a mpedu que- l{;i viga pueda mr)v~rse · el. plano X$ armo un e er

pG rígido.. Su.p gsm s que el bari<:entro ¡~ d~ la .seccim tranSV'eraEÜ 

• 



, (37)-

é$i.'é :fije: él'!'to-noes, .u. y v ~ nUlas para x »1 .e.. -- Q , Y de las 

~eion-e13 (g) xe-aul. t~ia 

21.3 
á O,. h :: - . . -dJ.. 

Qf.I 

La 'Q-cuae.i6n -Qo~l:'oBpondient-'e a la e-lástiease 'Obti.ene sustituyendo 

y po;%' O .n J.,a SQg\'m4la de las e-c~ao1ones_ (~) .. lie esta mane:tra .• 

(h) 

La det ermitiao16n da la oo'nstant~ d de esta última 'Elilllaciáa elige el 

e.mp19t' o.e le t~-ro-9'l".e em:.d1 dÓ!l de vineul0, para elim~ 1$ posibi

lidad de una rotael6n de la v:tga en el pl.wio ~ ,. bl.rErj:ed~ del. pun

to :fijo A .. ~ ~sta sujoo.16n pli~d:e $er raaliaad.a dé d~ve-rsaa man~ras. -

Onnaid,el"'Etmo-s." e'n ;rinLe1" lu.g.ar~ QU un ~lem~i1'fl dal eje de la viga' -

est.á fijado en la ext7emidad A: en este oa.S-G, la onnd.. :.o l.Ól1 de, vine",-

10 se ~aoribe 

En Be8U1ldo lugar. oonsidnremoa: ·e·1 cas.l) :en que- se .:tij~ un él.emea'to

vert1ctil de ' lasflccién tr~~.er-sal ~ll el. ' znmtoO A. Entt)l:H1EH~t :La oond.1 

-cim de v1neu.lo as 

Fara el primer caso l.a ecuación (h) p~;E'mj,.'té esoribj.r: 

1].2 

2 SI 

y l.a eeuaoiGll (e) liGa da 

e:=..,.. - ._--
2 '!tI 2 13 

Si reemplazamos t l'Xia-s ~as -eonstantes en las ecuaoiones (g) I enoont r.§. 

remos 

Cm} 

(n) 
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ex 0 ) •• 1. val.a~ ,1>13/3$4. -(jU~ O&iné1d~ em'lel que se ü-e uce. h6h1.

tuaJ.m5Jl;1¡a an 10$ 'taxtos elé1tl:entillea de r.efs1;st.~..nni& d.e mat~:riale.aJJ 

Se pued-e 'pm\~r en -evi4eltd-a el. .ourvacit> o traslación l.oogi:tud1.nal. 

en laS' se.rUJJ.{))\é$ t~$V8;rsal.es provoeaA.a pox l.as tens$.-ones de tieep

nami:euto .. medl.$!lt~ l.a .fJOl'u:'J1d~rQOi.5n d~l. oottim1en.to 11 en 1$ e:re

midad emptrtrada (x - 1. ,. L$S ~e1f')ll. a (m) n03 dan pa~a d1-e:no pla-

y la f1gtt3'."s 25a. 'p~l"$ite apTa<n.al: 'la f'o=cma qq.9 nd-q~ere ~a ~ee16n -

transver::ml. B eonaec:uenci.aélq diMa ó.rie~i116a. Por e~eet-o «.al es-

tuer~o t~nc1u 'J' llll. e:l._~t'6 situado en el. pl$.ilQ 

~ d 1 '!t__ .fA _ _ A" • -1 1 '2 ... ---.;¡.,¡t. ;ll .;¡ 
~ . e . p~~ COllef~!o,-U;1-rClUO gl.re un aagn o : di el! e,,¡. ~~A~..l..U.(J ue -

4ri . 
las agrljaa dez un r~l.oj ~ al..reáedoX" á:e rl.iahn pantb y en 1 plano x:r. 

¡ 
I 

\ -I--- -t-'-- x 

1 
I 
I 

I t 

---;' -1 (a) 

. 4~e J 
4q; 

F\G-. 25 

Si en lugar !le fijar un el nto b.nrl~Ol1tal. de-l ejo ~ aon ide:ra 

versa1 f en A {figura 25bl,. S$ t f>ntrá. de acuerdo con la O13t1dición de 

v!ncml.c ·exp:reee.da por 18. ecá&ci6n (1) y la p,.-imera dal.. grupo {g}:. 
. P12 

é 
2 El 

mp,lazando en la '&euae16n -(e), 00 ti~t 

PJ.2 ~.e2. 
i. = ... -'--

2 El a 1-G 

• 

y por ' sustituo:iOn en l,a ae;gunda de :La.g $QUSe1on&13 (g) I encontramos 



........ . 

• 

. 
~' 

. :~. 

ClS) 

(rl 

O~ esta ~6n 'cDU La (n) s~ d:A ~UC$ "itte ó,.(}b1do al ,giro de 

lee~~ti~ .a. d~l 4,.ré 00 la .P~~ "llQl8.da. ,:f 19l1l."'a 2~) ,S"~s (M!,tOi.'tGa

~t.m.ea ~1eal$$~' ~ l.a~ti.itad 

Ssta Gantli-M rep~s~ll'ta" pues. ~l. l.~.~o é:t~'tO 411t las ~ér.z:aa: _ 

eortante-íJ 'en le.f:l~xi6n Q,l) la v;i,.p (fl.e-elI.a ~dioio:nal) . 

En l'eallda~f lae ermd.ie1'm~a f~ U3' ~rl~.i~.~ ~f3:-~'.e~~a~ d 'E} -

las vl.gas 4.iiier~n .-n .l&pl-'2ÍQt.1ea 4ft :}.QS que ueatx& la :!.i,ga,ra 28:-

1ft 4$001& tija ~ en ~el;al. "' 11Dértad' d~ 4ej!ormaci-ón "9 la 

-di.stribl.lCi.6n !\le 1as fUal"~as en :es~ Bñremid8,tÍ, n~ ef.IQct!W~a con la

qu~ I¡JXpll"'eoan l-d "uaclonQS eh)-. Á peSar G\.'G, -ellQ~ -esa a ' 111ei6n recst1l 

'ta s«tisf'aetnsria ~eo B$ apl.:Le8 '6 a.á.staneie o-nn:d.d~abJ.& d~ l8:$

t)n~md,aQ.~.u~ 4. Vig&$ V'Ql~ ,~i..~len~ente 'lar~. 9n el. 41 Sé 

étrti ' ti con llla& ... -ta1.l. 13 di-Str:l..bueiÓD di) ~~a 1i&&si.~ en eleltlpo

~rami.qnt;~. asa ~o la n~x~6n $j,-oional. d.lfibi.d;a ti. ~ttl.~:r~o :aort~8 • 

18~- ibA!l,!a ,¡4e .. pa .yi a9: .~~~An.\~ ~atip«~ OOns:i.d.·eremos ah0-

ra -el. caso d. lU1a viga d-o aeoci &1 ~tan.gul.~ ang:fiGta 'T ~ ancho .... 

igual Q _01' ap ' 7_a e.n sus 9xt~ · iAade aY' a las que supon4remos su

je'ta a flexión 'baj,o Wa oarga. unlf()r"JlH:ll11}e rep~j,.d8~ ti", inten$idad 

q , ~om" indica la tig. 2~. p~ las carae f!'l.1peri~ e inf6ZOi-!)1' de J.a 

'ttige., se tiqn~ las eMlloion9Sl: 

Las des Ult.ilTi2$ ~oua. if:ll'l.$s (lal gtr~D (b) aiau,iUC'1a q,ue nQ ~xi:ste _ 

~rza .1DJlg!tudinal ni po:.." leo't<:Jr up1icad o é laSé '~~.d!iade$ dé la 

+ia. Las ~cnd.i~""~" (. ) y ñ) ~ S&~ l16t.ia:techa .eOlll~inantio 

~.tG~U$· ,u~t " ~~ice. em:\o las .ton.i as en el 14 • 

""'-nB:tF.!n~~ ay li<mnd . , S). 601 tU .l."Sprasentada p'O-r las ecu.aciones (g) 

"J' qQ$ ilu$,t:t'~ la f,18U a 23. eon e,1. objt tu ~e :anular l.~a efll!tl9'rzOt3 d.e 

~ci&1 Q f' le.~o 4e' la O'a:t"a y ~ . y os ~~nartos tangeua11i1sa a 

lo 1 ' g~a :t ~a& :¡ ~ ~ ~. au.'pér,pnlWm~ la. c~.D.I..;r$siJ)n simple 



-r jC{1Of 

t x ~rP L.-- 1 
2 

(a) fb) (e) 

~I~. 26. 

igual al ~mento de inereia 1 i!t1 ~a SG'ccián trun~rsal rectangular 

dv anoho . gwü 8 unO,. en<mn'trarem.os: 

Pueda e mprobarae faoilmente que estas cOll1ponen"S de la tenai6n no 

solamente satisfaoen f.l laa condioiones (a) para las, caras horizonta~ 

lea sino tmnbien a las dos priDl.:l!aS 4,,1 grupo (1;,), q~~ c-ol'Téspanden. 

a las beses ext-J."en}Qs. Con el. obj tI') de quedesapare:zoan los pares de 

tu:srzas de laa extremidades dé la viga, ae aU,pel:'pone .a la s lu.ción _ 

(ti) una fi~xión simple, cono in~jc a lá :figura -

20., Y mediante 1a :respeo:t.1va ecuac1fu de aondio:ión t ... ara x =: ~ l~ se 

d9term!Jla la oonstanted3; esto es: 



(41) 

Esta expre$100 fi :Q(Bllptme de dos términos:: el p:¡:,Ílgero no ""éS otra 

e ,o-s& qtt~ el eaillEU'zo 'ial ee.me rsultla -4e aplicar la teona . l~tal. 
-

ae la fiAxioo. ct '.mi~'tl;as que el. se~..t.Q '\~ ¡ú,n,o ooo~'ti~J~ ~a Cf'?l"ec-

eión. n&ce.ear1a. ~rta eOTrenc~ón. independiente d~ x, ~s llS _\leña en -

oompatae16n con la m41t1m1l tQAs1&t nOl!mal de flertónt s,le ;.~pre que la 

l.uz de la viga OOal ~a1darabl. en rel.aei6n oon sn p~tura t de- m&1~.a 

qu.$., G v1gae ó,é ~se- tipo~ la teoria 'ale1'Jh1mtal dtl la flexi~ propor-

Géfíal.ar qu , la s 1't1.e1Ól1 que ~on'tien~ ~ exp~esi6n (29) ée exaeta SO~!! 

m&nté' ot1anden las ext1'em1.dadh X ,:=- :±]. la~ fuerzas no~ s a.stan 

d.1str.ibtUdas d aOllltJl.do 'non l.a ley 

10 Qn g 1 iJAe, que 1 0 $ valoras de las ~uerza3 no~es '~ laG 

rt~midad :$ eoinoidM oon 1 s de pnr,a :x - ~ l~ 'Con:feme a la -

eeuaeión (29 ).' Estas fue-r~as ti~nen <!01l0 r~u.tant~s una :fueTZ:8 y un 

par igu.alAs ti oo:r.'-Q, Y pot' 1" tanto, {l a~rdn e~ el prinoipiQ de dé 

Saint-V neni: . 'pued.~n d e sp r~i!l.t"~~ ,~~ eieott"'e s~b'r las t ,ans1en.es que 

oóllsid~rab lf:!, P(,}l" ~:j~mplo , d~l ord~n d~ la al.tura de la viga. i!or 10 

tantn, l a. soluoirm (29) resulta aufic.ientement xacta. 'fl.21 es s puntos 

pa-ra el oaso en que las fuerzas X no enstan. 

LadiaCépaneia en1¡~ lo St'1J.;tHl M exaota que da l a e.xpresiln (29) 

I 

y la ollleim. ap-roxil'rt6da que' s OOU:tlreta al pp r t~1li1no de la mJi I 

.f.thO ... , que cl ; 9 sarr011 ar 1 cruculo de la ' l.llci6n 

aproximada ee adxl1"te que 1as :fibras longit\td i..~ les ae l a viga estaa -

sujetas a -tl'a.aci6n 'Simple. m1Erl'l'tras - é, e~o ~o den(}ta la soluoi6n-



rrespct¡de acil8,Qar . ~1. térnino Qorreot1vo trua oontl~~ la $cu8Qi6n (29). 

bll Clluuto lae tensiones d~ de~gar.rauiento , la tercera d $ 

lils eC1.1aci{\.nes Cd) ¡iI"'Opo):."clo..Y121 su. 4iatr':l'nlcihn·gp. ~mu 9/-!l(}ci Ó11 trans

versal. de la -Vi ga~la. uual a 1n(j~d~ eo.ü ~~ que ~-m Qbti~¡:¡e ap~ieaRdo 

l~ taoX'ia elem:ental .. 

!tos o orriJn1,;llt oa u y va~ :tlUOO~ ·odl"OUlar por el m6t<)do indioado 

0n. 91 t 17. SUpOtliGndo q.tH~ en al b,axic:ent:rn a'e J. ooo:e:tAn transversal 

medía dé la viga (x ~ O, Y =: O h, ~J. corri1i1imt~o hortzmrtel es nulo y 

que ~l. 'vertioal sea igual a la .l."lfHJAa $.. fle:t:.4&t 

salaciones (d) 71 (29) a'~ 11~H.;a a: 

It~ ErXpros án of~sig¡;ta,da ~ara el val~ de u si~. ifie1;l qU$ la superf"icie 

M\l.tr8 de la viga no ~asa. pUl' l'3t1% ~jé. ya q\1.~ debidQ a 1a tensión de 

e:anpresis 

v: 

y SUi on1&n . ltt~go que 1a c.s:fortl,ae:L&'1 es nula. en as e:ctramidades del 

.i0 (x !# :! :ir), 

(3° ) 

El :fe.ót or \ ue ln:e09dé El la ll.a e es 91 valor "'ua ee obti.ene para la -

f1e~ha apliaando la t~ ría el t'Jnta1 bajo .el. supuesto de que las s@o

oione·s transVe7! alea {j~ le. visa 'per~-ezoa:n ~l' as durante la floxióu. 

~l s~gtU'ld,o té'X'm.1rJ.o dentro de 2a llav~ lJepNS n'ta lB Qo-:r.rnQcibn que eo

ttes'p cnd-e al llanado '!:feet d la 'fnér2i8 'transversal. Derivando dos ve-
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ces () n . apect . a . 1 le . Quaci,~ (1) J de la linea elaa'tiaa f se -

obt ien~ ps r a SU curvatu:r3 .ln ~iga1~nte expresi ón: 

(31) 

enO~l."'ado por ~a l.J.avce t :..ene ni. !)l.Wl1;f1.-aa~o d fl una e -:.erecoión que 

se 4'ilb9 aplioar á 1.a f61rmnü.a ~l~l\¡tal corriente. tin eirtud.l0 mas 

a.mpliQ ie la e~vatura da las vigas ll·gva a 18 <l~nQl.ua.i~ll d.e qu 1& 

(torreeión indi ·~s>A a po~ &1 t6N~-o q't\.e i'n~luyn. lR e:xpr~s1ón (31 )p.líle .... 

de etlpJ..elU'~a en todas aquel.loa cases a.9 oarga :' .e intensiQ.3 var1abJ¡ 

én fo;r.~maO<IDtinua,. En el ; 32 se estuñiarú el 9f~t o d " la . fuerza ' 

"t.Z'allsv.l'sal en la ds,f-Gmaci6n de ~ viga suje'ta ~ f'le.x16n baj o U1UI 

carga c~nt~da. 

Ranki~ y ~srJ..O:e caloularon p"r ,Tia el~:s.~..ntal. el .af .e e"t~o Cíe l~ I 

:ruer~a t~·~sv.~:r:·t(~; '"'atl l a curvat1.trtl d-é l a , 1 in~a "$l.ást .. a de las n-

te a x, o sea 

3-e observa que ~1 val.or de laoorr'eceim 8si btenida ee e-:x::a~ado 

en QOln.psraci6n acm el que <ló l~ f:txPref!i~ (31 l. 

Más éxaato resulta empl.ear en lugar de loa d~.forQiaci6n transver

sal máx1~ un val r medio, al · cual se 11eg~ ~ediante la apticacl~ 

del método de la allergia de deiorJQaciÓJ1. ( . U) Y qU;'f ea igual a 
1 .... 3 ... )t Q '" ... _. 
5 2eG 

·1 tkm1no oorreotivl" ' 9 la ecuoci.ón de la C'u:rvatura (.31) no pued~ 

atrib iNo 1Hm 01.0 al estUel:zo tI..-t! oo.l:'te. yue s dEU'iva del ha de. 

qt\ est B t · alones producer la ~ .::r o<.',.iÓtl :!e, di. . inuye de arribta 

vexi-
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~ad haoia ur-.riba • Si a ~st n curva tul.'8 G6 \me ~~ ~.ffa ,.!t"o t1: , la 

~a -tranfN ~ :!"eal,. quedará 9:q>1 cado l31 t6:t'tlinr> correoti.vo de dicha 

, 19.-- ~r. a oa~lg§ sta t;1,g:;!ñtt ... ~e vigas tiaj,Q }lb1"'gaL~l,nuas. - Podemos 
. I 

a'b ·,rda:" l a r~ao~l1ei&n d diveT5ó:;) casns ip. n~xi.ñn .~ vigas SDII1et i-

das a .cargas distribu.idas segun lé'Yf:tS Cie variaai.ón cmtinu8, aumeu

t~do él grado de lós po11ncmi!')s qu répres~ntan las soluoiones de 

~-"'-s problemas del régim~ elástico plano. 

Ad opt rulO 0, pnm ~j ~mplo ,C~lZ<.1 slllua1Ó1! un p Qlin-w.1 ,., ("t~ ~~xto grado ; 

c~binadn c"n la G~lueinnes obt.en1das . 
. . 

en el .~ 14, p ndro.mos det rro,inar l as - . 

t ·(!U16l.ones que orig1,na una presión hi

drñstát10nen una "estruoturs vert1oa1 

amp~t'ada~ cerno &1 muro d~ la ;f~~a 

t.7 .• ;¡ dem0s"trar que ~.1 siguiente s1st~ 

y 

s 

-l 

---.1 

---4 

¡...c ... jo.-c~ 'l 

Fl6.27. 

.:la de ée.:fuer2ros espeei-fieos eatisfaoo t Mdan las '(Hmdioio-::les de 

li.brto en sus paraIl~ntoa= 

..:¡'U.~ l a i.."'lt~nsidoo de l a earga f.l la pl"t'ofmtdidad ?ir. ·es qx; la :fy:er·zQ. 

t:nm$v~r-se.l y e l l1Hment () !i~:..:Ol.' l:- lL\ 1;:1.s~!i 2-l"{':f~liiarl t-i.aIl~l1 POl"' _ 

. . 2, 3/· . 
{'!xpr ~ ... 1.01l~s qX ¡ 2 '1, qx . 6, respc.etlvwuente . . \lede aim.értirse qUé 

p:r1...1 ros t~l'rninoG da la¡" ~x.pr~Bion.e6 e('rr~spond 1ent~s a y 

son t G que IJro."3. estas· t eneion$s resul't en dp. a.p1..ícnr la t .o:r.la e $-

En ~l . e l'ouQmianto d.. la. ~~:t'l.lotura ( x Ji: O), la t .l:i-sién normal 

s nula y ,la tenSitlfi t ge'íl c1n.l , 

-matas fatig a. aunque di~lti!i.tas d C9l."() , O~ ·8uf' cS. nt aruc .. te _ . 

»aqu~.ffas en oúa le. 8<:6100 y su r seul tant-e ~8 nula, 3 i q,UG' ~a e~n

d1.oí!Ín n 11~ s 3¡?:rrodma . a la de una ~xtrf.'.Jr.id.ad 1ibre de fuerzas 

1!rlerlorea. 
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(45) , 
P&'1'e. qu.~ .1. , poso d ;? ,la es'truotu;ra en :la dist.t"ibuo.i6n de tens1o-

nease- a~~ eu la pril'ut"rB d~ las eQuaai~es {al ~l t ' rmin 

-Cllx, en 'l~ ou~~ql ~b el p-6S0 ~$I>:aaff1oo d$l atarial. de 

11e. . Laaol.uoión que &$! i ~ ~bt len ·11' s1.dó pu .sta pa el 

ca1OtÜo Ó-e l~s 1»~GieIiéS .l!n lo dl1ues d'*!' "fábric9. t d e sección 

l'eotangulJllrJ pero no sutisrac n ~ 'aS .condiciones que 

de a. la secoión de asien't" d ,1 :muro. La solución que lo.s en

Qiones (8.) :represo-ntan será exacta cuando en dicha 3eociÓll' las 
~ 'w 

, 
dadas PQ~ a C,i'll el. 1 aa ~cuaQifttle$,; p-ero en los caro s reales la ba

se del dique está trabsca enn ,la fund~oián y L~a ~~dicicnes 

son entondea dlf&rente13 de las que esta soluci ón COJl1templa. D--e ' 

aauenio ~Cn é~ principio de San .. t:-Yena~, se p1Íede adml1¡ll-' que 

E)'l efooto €le d1-eh~ vín.oa.ló ~s despreciable dol nivel da 1& uds

ma; pero en el eas~ ele un dique de mam,Posterfa nQ se pue~ de 

seohar: dicho e~ee1io, pU9st ,o que ,generalme::nté e l 6$peeor d$l )ílU-... -" .... ..... - ... 

ro, 20" no. éS peq-ueñ.c en oomparaoión con la al turQ l. 

Si sé }ldopt,a paTa l.a i\1'nciÓll, de tensión t!n p~linom.io d e 
, , , 

t:i,mo graa_. se podra obtener les eafua?~o5 qu,e !il~ produeell ea 

un" vi~ su.~tu ~ 1r'.na dist~ibu.o1.ón d a o :rgas (,i,UQ obedozea & :una. 

197 parabóli.ea • 

• 
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'ltQaliEJlAB D O:COlmmfADAS .POLAR:s:S 
======~_~~;;:¡~.~~=:r:;~== 

té. muy ventajo.s.{) para 4.esarr-olla'X" el análisis d'$ las tensiones que, 

se pl'S"seniam en anUl.Qs ci'reu~ar"s t dlsoos. 'barras de ej& e.1rcular 

." ae-.oei6n retlt.angnlar· attgosta t etc. 

~l\ O.0ordel1adas polares. la PO$'io.ián á.~ ua gM.to en :á'.J. plt:W.J) ~e

dj.o de un..a plr:m8 tlt19d.a dete.r!dnada (figura 37) PQ~ SUS istarloia al. 

origen () 6 ;rad1.e v&-c.tor~ 1!., l' l..a anomalía o átl@Ü·o O , U~ forma el 

radio VilQtÓ.r o-'Oli un '$;ht .tiJl'1~ex o eje polar. dlJ:1 mieso pl:anOl 

~--~-----------~ 

d,....' 

O'e ~~de""'/ 
íl~ 

.: e ''.'-d r '' aGr dr . ar 
''rí'' e.¡. (¡Trede 

r ~e 

fIG.37 . 

Vamos a estlldiar el equi11bl:i.o de un el$f,8ento abc4, qu~ supOllare

':moa separado de la p1aea por mediQ d-e SQ:c-eit:nés p1anas,.perpimd1_l.a-

. réS ~ ~& meaa. y practicad.as $&gm1 l.os radi~ Qo y Oh. d.ef:ú1idas -

P(}Jf SU$. anomall.as O ;¡ O ... dO. '1 dos sli.P.~lci.Ets cll.indrioas de ¡ene

ratr10es norma1ea al p~anG de aqllell~. a la qU& Q'ortau l;Í~g\;U1 ad Y b e 

.,. euyo's r ' iO$ S-olt -r: y r -+ dr. l)$si.gn~o8 p~ y T :resp~eti-

vamel1te~ l as o~gmellt-e.s a~ l..a t.tmaiÓll no:rma1 en las direc<:iones d e l 

I radie '1 d e- ln taagent. norJnaJ. :al mism~. Rara 4eno"tar la componente. -

del ·.sfu.~,rz,Q d. desg~ento -p~6a~ o's e~ ~d.mbru.o • 3..& -

.%i~a 31 a~ indica $1 sentido llo·s1171vo de -e8Ó.a ~a de lae eOlJl'D:fme ll· 

te . Ore; . 1 tl».$1m .• 

Si S(t supone ' él e.ap .·sor de pl.aca igua:l 8 'UnO 'Y se adt1ite una te

pa.rt1Qi,&1 uni:t *"me d~ ~a9 ~ns1cnes en 1e.-s oaras 1ate:r les del e~e

m.~1H,¡) ennet6.ed-o" la fuerza n~mal. qn,e aotÚ.a en di.raaci' radial -

ti [bl,¡'lé 1.a :e8lm ad del celemen.t a será • ~-omando en ouenta ~ 

riaaión d-e la oomp nent. l.a.fufJrza resultmrte o ¡';rro l.cara bo 
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. 
ori'én aa»~r1~r. ~$ tu0r~$ :eo:l'tm11i$-a q\\lie eetliaa ~~ 1 -earaa ab 7 

c~ 4al elelllanto 'tilden »0):' rltú~~tar.:tQ 'UiU,a 'f.nlJJ~~ ,~, ~i~-CQ:i~ 

h S\'t.p~ '1_ t~b i~ ~x! $t~ t~a fu(tr'1ia _lli-C~ iie lntert$id8d R ~.1!Jl" 

uni~ tia v()l~e,n y r$cta di} ~~iSn. ~ ial, dl)~:r ~\'1.l!- ~a f\lerz. 

intrl.'a_~ ~f)ID?~~~1a'tQ fil. ~l¡~tQ abea.. 9$ :a_ri~. 

l*a H .elU.:t __ ' ~ <18 'us-tel:'zas d.$; i,Ú~1. #. , ~,a¡·ial. $~ '«d&. p~

l.a . ~~:t &\ d~ . '1u!l.vtl»1" 101 

lis "'euaci& dIJ ~uil.11:rrl" da'! ·~ltt~~o.- -el')rre-s-.?ondieftt.e a la d.áéc

.~i.~ 't~Q1al." ~tJ o"en~rs-e en :t-rot'bá ~~~ 11 SQ deSj)l:'ééUa 

ios 1nfUJ:lté4~. de !Jro\1n aupennr 700 s:i~li:t:ioaQi.Yid1lmd& p-O~ 

~O,. 1208 {i·os 8QlUlc1an'9B se r eduaen a 

(JJ) . 

.. 
lletas e'eUfiq.lon9S 8tm l,~s qUé oo~esp'and:&n a .las d.- n=$r'O (lJj) 

U . ..: . G ~CJtd_adQa ptü~ ,. ' Si no $xiat e :fueT-ss másioa t\l.gea., 

pu él l~e la ~td.6n €le "t,e:n-si" I (r,al ,i)~, ret't lvel:' 1.8$ e-

eutte1ot"..$." (33-). ll~i.:s: 'l f.l :tm~11mQ...._6n oor~gpotlai$'1t~ -se . ~~~a 

ql",lG esss: ~o:túr~lÍ qu d.an antlat'~$ ~OiUm·~· o 1{)S val.or~ua $i.8f1-i~ 

't ... '# 
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't).lon.e,s ,(34.) »$ cia lP <XmlPenen.'te s 411 h 'fiene:i.án que -satisfacell 

a ~as $ouaeieft~$ de -equ.1Ub:rio (33) .. 

La comli-ei& de $l1lpatibUidad do-b~ t ·ambún quedfa' .aatiáf.ooha 

pan q\té ~'stü:~e una dii.S'tt:ribllCi6n dé tUluuanes posible en lin otterpo 

elástioo •. 00140 se: r~ 'Visto en 01 :: 13~ tra~~6d~ éoordenadaa -

carl.si.&n&s" el.lo lJx1ge que la l1nlol6n de tensi.-ón satie!aga la ai

~ient e e-e.uaei &u 

(a) 

p~ ebté1'loer ,la explr&si6u de esa .c-d1.oiÓJ.1. ·a-n coóPi,enadas polares 

r-ee~l:J'S' 1.a,g siguientes r~1aeienest 

Utiliaando &stas últimas,. y $x'p~~sand'6l ~ ~u.r.tC.i&t 119 '1:7 ", en

'(lont~'6--s. 

La derivaia seg\lnda oon Nspec"to a x se 'Obtiene con 801.0 ~"'epet, 1.11 -

la Oll~Taeión anterior, y . as.1 resulta 

Análogame.ntil S9 ll~ga s 

. 
Oonsta Qcn.61 i6n y la i~entidad 
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$9 ('itrt~lé 1-a "1:1&.<:1 n de CX)mpa'1bil.i.dad~ Ca), XprEtsada eno<ml':

. den.adas po-ol..aJlaB'; 

'1il!sta -ec'U.ae1&l dl:terono1al éntra ti r1voous parciales nos germi-t1rá 

r sol? r pro-bl.:emae de elaS'ti.o1dad plann en .ot}-ord-enadas p~1ares, -

para divé~sas ~onale1.,nea de 11I!lit~* ~ '1.0. ques~, .sé de-sarrel~a l 

3l-gunéS ajeñ1p1.os (le pr6blellUts de esa natur~. 

22 •. - Vistr;~~:!~!§ll !-qlsl!é.!~~~~· .f.~s.,,- ~ &1 ~ :oueatn de que 

él. &j~ tte ili.metria de 10$ estu.er~os .espe·cif'iocs ef~8. · 'rpendioular 

al p1anQ :q '$U el ¡;nmtn e~ la eomponen'l$s de 1.a t;ens1ÓA, indEf'jo1&n

d.1entes de \ " variS'I'án eol.altU¡al1.tl1 en :funei6n. de".. $e s1gJ1e tambielll 

qu.&f- por l:tU~~ ae aimetrta. la 'téD.s1.ón t.$lllten~lal. deb~á de-

. e-ap.Qe~ ::¡., éa-t~éS;. 'las 90_01-'$ d-e é\1uU.i-elZ1D (33.)· Uf!· ;:;eclu

~ a la .It~~ la~ 1\e8 da. a'1 '$l.-~~ ~ se~e té~t 

-aJ. 1.a :fllerS8 mumseca R es ~l.at pOElemos -p"ltl~ la :fwleión i t 

·de 'tens:i8n .• l.a ~.~ por raz~s da al.ta.trla~ d$~erá solEamel'lte 

dé- '1:* l' emtOlu~e$ la ee.ua:cién dé' c»mpat1bilid~~ (35) . ~eVi$ltH 

eellaoi6n diferen~ial or4inaria que puede trans:fn:rmaJ."sQ 

ción dUermtcial. lineal de Of't&.1..ie1ilmés <Jntts1t:S!::~~J ·si. se m~~odu

ce una nU·8V8 vm'1able t, que obed-e-zos a l.aa'.u:üi:icián T la -et .• l'le '6S

ta manera p;uede obteners .fao1l..taen't.$ 'la aolu(t16n .general de 

o16n '3.7)" que tendrá cuatro· eonstani;.es ds in~gra,eión, las qt\ll se 

deberá det.ermm.ar -con arre.gl.o 'a las OOndiciones -& oon1!~r.n~ ~s ~á

oi1 eomyr'o'baJ1 por v1a o.e stl.st1~~ qu~ 1.8 $o1t¡oiÓll gell:erBl e~ 

{:lB} 

D-e ost. •• cttacltm.. puErd::en S&r d.gQ,uolQ.a~ :LBs sol'WÚoo&a de 'tod08 :Los 

problemas en que J.a diStribuoión 4-8 t«u31onits ~a 'S'- étrioa :r n.o 

existan. ~~$ más1caa. De las eC'Qa,oiQ1leS ( 34) :t'e$l~tsn l.as C{)r.t'éJ! 

p-olldient.es ",ám.p.~.el'lt:ee del éS~l,-zo: 

. . 



(50) 

~ que: las t-$ntd.on.~g én él or1gQJl ( Ol no réB'~ltén inZinit:as; 

ée m,Jaeaano ~ en 1a tteuaaik ankr10r bu ~stal1tea A '1 13 deSfr 

p~(tan-tl' Re$ult89 PU$S, ~- -en una ,glaoa sin tttersas ' s':'oas '3 

_ -quel't0 ¡w.e-Sén"t& un agnj ero aoineidente- oon elsrigen solo pu..$de _ 

existir- una di.sf;r~buoión de tml~&n a...vi131.:OOt.r1c .. a snbel.'l .. la de 

.<lcn.at,ant,e; lo que si8QUica ~~ la plac está -sujeta a 

una 't-raaellino 'a Ulla -e.ompres1.6n unifQT.ri1e-s en tenas 1.811 direooionea 

4.~ su j~ano. 

i existiera un aguj.e -~f'J en el. erlgea,. ap-anl~r:lan., además de la 

menoionada antarior.mant-a f -otr.a--e ~olu.c:tones dedu..:::idas dEl Las ex;p1'e

siones (,39). 

Raoie.ndo.,. por .Je-.mPl.OI » igual a ·CQro en ' lonas -eeuaciOñ~s" re- I 

mUta.; 

(40) 

Efia so1.Qi6as~ ad..apta al ea_ 'le diatr.ibllc01. ae t-e-n:siones qU$ _ 

se origina en l1ll allillart' hu,ge-{)' ~et1do a 

p-X"es 16n uniiforIna ilt'tarior y exterio~ent~. 

Si denotamos, can ES. y b l os r-&dioa de l.af sJ! 

p~1eies cilíndric- interr.w. -; externa, '3 

cm P1 y Po las 1'r ei.oo~a u.ni.formes res~s 

1¡ivas .. las eond.1Q1.ones el-e eontQttlO serán 

(figura 38): 
FI~. '38 

así q\1~ saatituye .l O en. a ~r~a !.iGl l~s ~aus~! 1l'l~ (4f\) obt n-
• 

dremos l.as s iguiantes ecu cionea para. determinar A y -O: 



e 

.. 

(51) 

(4~) 

La de-:focX'maoi& que las tellslone 9 dadas por las ;f...,rmula.s (41) pro

vocan en _ el.ement o del Oi.litiil~ ~l ,paraQ. o por dos$&ceioll$B tl,'atl 

versales prórlmas no;~1.mJíiden la dé:fo::¡;mao16n d.~ 108 ~leIilentQ8 ~eej.

la s, lo -eual Ju$ti~iQa qu& se hay~ emsiderado en el desal"'l'"oOllo _ 

que ante.oe4~ la ex1stenaiá de Ull tlUlt.ado doble de- t9us1&1 en 6~ 

(J.ue la stuzU:~ -as .i:nd~:pendi.~. tte r y, p-0r 1{) tant o, (.~nst&Ute 

en tod.:e ~l. etsp~a()-r ~e l.a vv_, d~ tio,rto.:(f ~~ta que diohas i:ensio

!'les p;rooucft .. 8la1r~entfJ o ~o.ort~ent·o unU0l:m9 en lJi a.il:'eea1Ól 

iel. eje d.el o11.i:nüo. euyes $.ooi.~ Xléd'tS8 perm.QtiBc$l lan.aliJ .. 

"Sn. el ~aao PQt:ieul.ar d~ q,u-e la presión éxteri ~ p·e no exl.sta~ 
las é-,cu.ecimtJs f4c1.) setr~eft)'?Jn_ ··en 

RemUta de éstaay que es si.e"1Up:r& ltrla com~tu:ri&l.. y ,un es-

i'Ue2"ZO tr.ac"tar" qU9 loansa su 1ii!ÍxtlftO en l.a :Sllp~rlio:.te itrterior _ 

del o11indro t en la Gaal 

) máx. ea si~é mayor ~n valor absoluto 

s-i6n intEU'"lor, a la (mal. tiende t\1 mun~.nt.ar by- 4e ~Á~ qu~ nuuea 

puede cr it'tt-9l'ior P i P nr mu.ano meter ial qu se ag . .su 

m.ent '_ 

En los t.xt·(t.8 e-1ln'1mtaJ.·es de lres2.etennia de mu&ruue-a se haoé 

apl.1e -niÓJl tlé lss el)llaC~anea 42) y (13) pa¡ra el proye:c,rto de má4ui-

-oaa-o ~eapMdi-&n'te a lim cilindro aguj~o eX4éntrioamente 

ha sid!) tratado por G. B .. Jeffe~. Llamando a al rafi:lo del. agujero 

b de la sl.l'perfioi~cillnt!riea exterior y e a la d±$tmlaia ent~ 

loe ejes .de ambos, l a máxima t-en.si6n u-e se rigine C~.2a.ndo el -oi -



(S2) 

l±ndl.·O e~á iSome1;ldo a la j~eaiÓl¡1 interior Pi. es la. que aor~eap~ 

de al ps.miH> de la S\t erf'1e:ie in't~.l"' 1 r Qn que as m-h1mo al 9-spésor , 

si e : ~ 1/2 a,. y e~uivale al ~sfuat"z() antdar eu diahe pun.to. esto 

~ 

Si e = O, eate valor resulta igual al q~ da ~a ecuaoi~ (43). 

2J.-FlexiMsimple <lEa. R~r~fls~ ti, ~t;1g_,ou~,iling-o.-:. S-ea una barra -

deje- , 'fireular y ,eeeci6n rectan.g\11.ar angoa1:a T ,Q-ol11stante , n'exada 

o 

fIG.39. 

én el pi_o d ~atllra por tlcoi&;t. d~ ~1l.$ p~s de ~erz'ae- 11", aP-lai: 

ciados en sus eJCt~idatles '(figura 39). :&1 moaent fleo't¡o-r ~s en es

te ~ao GQn-St~·te a 'todo +n largo del ?r.tsa y resul.'ta na'tUial. su-

pone-r q\'l..& l a diatribuaiól1 de 'tansim:uits S-~ la .m1~ en 1todas las -

seeeion.~$ transvarsalit-s de dire-Q:Q-i6l'1 l!'adial.¡ por 10 tanto. se pued.e 

aplioar. la formula (18) para resolver -el. p..rñblama. Si Uamaoea b '1 

a e. los :radios de las supérfUúe-a 1:ímil1es eonvexa y eÓll:oaY-s y raspes. 

tivamente. y consideramos el aneho de ~a secci.ón. tranaversal. r ee1itq! 

glll~r igual a uno., las condieion-es d-e cQn'tOl'nO s-on 

L::l \la aai&1 (1) ignUica que so.br&'Us bG~éSCUrvOS que limitan 

la ba~~ !lo ~tw. fue)!iffi no:rmal algrula l L"il eondici 6n. (2) rutpresa 

qn:e 1 s 'tensiOl1$,S nor al.$S en 1as ext~idadéa dan oñgell tan solo 

al par d.0 ~Ué.rzQS ti , y la relaeión (3) indl.oo q~no hay fUerzas tan-

8eticia~eg tlpl.ica4as al contorno de la pieza. Ut iliz do la • :rimera 

de ~as &e'tI.aeies C~9) ~ -conjunt anlenteQQR las gOl'ldj.oion~s de- limi t.e 

erpres.adss por- las rel~eiml.éB ,(a) t se ll(\ga a 



P-or comparaei6n d e esta últilna ec.D. eh) .gg ~#oil.ver ;..140 (c) quoo.-a 

.satisfeehll .. :r l e.s füe.rzes n'Pli-eaaas a l.aa ext.r.érd.daa~g puedan rettu!

aU$6 a ~"l par 4e :tuerz.€H1C~ tal 'qtta las oondi9i~s e:xpres&das -

pO? (bj qned#!n ~'plidas .. l?tlll"Il!l1le el par nft~~ ~a igWll a M, é 'S 

.n.e-OOSS;,¡l,:j,Q c:r~ _ o"wt.p1e la eendiili6A 

4110ra D_en 

l a f6rn:.ule (d) nos dará 

o bien,. rée!:lp2aarutdo el val.or· d e -1 {lun da la exp~:s.ióm (J8) $e -

11~gEU'á 8 

~ laa 'xpX'Q-sion:gg ant~:l"io:rf!S s.~ ha introo.uc.:tda" p~a simplU1.<lsr., 

e~ sl.r.ub oJ.e 

(g) 
. 

Sustl'tU3 ndo ~os val",,~s ~-e- l.a~ constantes ,A" 11 Y O que dan las- fo.l 

mu,¡~ , (t) en las expreeionés de 185 ermtp~nent fieloa 'teusiÓJl (39) 

lrasulta: 



, . 

... 

(54) 

~t~$ :e6nml ~'S ~ l.:a distribución d-~:tu ten 'iotle:s., qu.e -satlsfacetl 
- . 

tcd~s l .as o.ondic1_~s de l'.Únl:t~ (a) para la ne-xi&t f$implth repr~ 

aen-tan ' l.~ a-oluc:lón -exaota d~~ :p~tibl'9l'l& ~ arm t-al q\tn la d18'h·ibu.ci6n 

de- e-sfuerzos ~.lleo ~n l.as éxtl'~!ff1dat1. <9:s eé~'l. la qu~ XpX'l 2a loa 9-

g~n,d.a ~cUEiui&l Ó: aL ¡¡r pu (44}.. si l~s ~rzag ~u.a or.iginan él. ar 

ea de ].a -

lae f~~_ .. (4.4); p..e-:t'o.. de a4.~e%Óo con ~l pr~él.p1.o d$ de -&aint

Veup..;nt, l-a~ f;.i.t~~niñes son mq pe.quefla-a '1 se ¡rueden deapr${l:1ar -
-

Mttf'ioiél.rte 'J ist~oia dé loe ertl'amoG t (.'\uü e&ñ6 un.a {1el ox-d.en d e -

l s. s1 tur$ 4e 190 b.arm~ p.o:r ej~$. 

:tt=e~.lta 4.G :Ut~~s :p~áctieo uo.mp:S.!l."al:.' la s-olua15n q . 

. Jnu¡~f6! < 44) e·t7A, l.:a~ .~ ~ gúaé'V -~D;t-e 11&, 'CrJ%Ut~.,~ eíl 1.06 l.i.'oX"Os<1e 

~!.St.~tl(3i:a 4.e ma.t&l'ial..ee. S1 .lu ~'t~ 11ft la ba,m>a, 'b-s, s P<équ$-' 

!ü ~n <l(f4P9.11&li-~ OQtl el ra~i" 411í :su eje,. (b-" tl) /2. se adopt.a -

~ral.~-e la dj,$t.$"ibuo-i&! dét __ ~-qn1!-S qu. <)(lliL~-ap~ea ba.:rras 

dé fJje. rec'tiliueo. Si la al.tura d~ la ban-a n~ efl "geq~a" se U"~e. 

ao pt·Sl.' é la pr40ti.oa que su.a: $EUlc1one s tr~el"S'.ll.&B permsuttnen -

p1anas dl1.~ta la fla-xiÓll. de r.>onae :t'&atUta que la distri\Hlci6n de 

1&8 t nsien-esnOl.'l1laléS en l.aa áe-eeions trmsve-r'salés s1gu.e \UUl 

ley hi"p ~rb ~idl~ ~n toao~ los ~aO:G se puede :t'e.i)resantar l os 

t.tfÍx.1mos y minám.o a9 la t :nai.6n '. pnr una X",l:re:a!6n dtt la :fnma 

(h) 

Lo t€otila siguiente nos d.tl i~ valores numé~GS 4s1 i'aotor m. aulcu

lado$' pt)r los dos mé'i>t')d6S ~lelU6a:t·al..B 1llenel.bn$Ó:8s .. '1 .po~· 19 fórmUr ¡,. 

exaota (44). 

Yr.l; 's .· 8S!1 c~J.~!~,~,rm ~. :.~ ... ~oH!!ci6n J!l) 
- . !f 

-~-r~é;iiñ~ai "d · '\* . te~r h1p&-~b6J:1ca de i · J' 

b t di~ibu(}.iM I d1st-ribu.ei6n rl~ t · n- ~ S-~~uoi{m eX8.Il't-a 
a t d$ "tt'nt:llf)tl6S ¡ e.ien~s., ' !. 

Oi" ... 

;.~ I + 6&.67 r +- 7;:~;~ ~.;; -Ir' .+ 13~ 5; - :61,35 
2 \ :¡6 ~OOO í '" 1 ,725 ; - 4.863 ..¡. 7,755; .... 4,9l.7 =--' ..!_~ .... _ ._::_. t ... , 5_0_.~ __ . -'~._",""+1<-I _..&._, . __ 2_J_2a ...... t_~_;.._. _·_1._JO_.9_5 .... t. F--i!~_.&o_· _2 ..... ,_~_9_~_. -;_:..:.-~ ... _~_J._.)_O_ 
Los val.o.ree r:onaipa ' o ... @ e sta tabla i.n~i~ ar .. que la solución ele? 

mental basada en la bi:p6te le d<t la QQllservaei6n de las sacoimes 
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t-
~~ , 

rn 
8 

6 

4 
á\~ 1-

E 
b:2a. 'h, O 

)!) 

e '2 'o 
' iji 
e 4 

t!! 
6 \ 1,1 1,2 U 1.4 1,~ \,6 \ ,7 1,8 \,9 2,0 

• Va lores de-& 

FlG . .(.O 

V~J1l~ m-al! 8iiel~ que ~.n ~l. ~~St¡ d@ "la t'lr:txi. -smpJ.e e ic"M 

h1~.-s1s . neuaple, en. r al148t\ y C¡U'Q 1. -di.oor pan-e-ia etl'ti~ las _ 

ool-ne:iunt:m .;l1t!f1&ltal y exacta pl.~vi~na del heoho na que en l· ' prl-

l.as 1!1braa: 1nhg1t--ud~alez d.a l a ~larr~ fig'~{.1B é-< "\t 9,n lj~as a extq 

siéa o Q'QmP~i6n si.1;¡pl.i)'C., 

La, primera d. l.as ~u.aoiroe$ (4,~t) n,nu Q.ioo ~t).e la ten:a:i6n ' 

es sie-~a .p0-sit:i.va cuando la tlf;l:x;i~1 ti n.~ el s~nti o qw;, ind1üa 

la fi~.l 39. La m!.Sl1l2 QOJl ~u:fÚ.6n SUí"ee i,.."',W(} ' - , t ente ' 'teuiendo -

11 B n. -., in ' iea:i tl en ~a fi.gu:r-a 39. L-a.s re.stütantCj3 de los :ecrN.§ , 

,pondie~t.eB es:f~ eie~~ tangenciales son 'f e direooi'Ón r adial Y' t :l nden 

2 separar l á u fibras 2t gi'tuditlfilea Y' ~\ )rovocrn" 'tensi.ooes de trac

ci.6n on 02$ dil~oiónt éstas aw.e-nt.an gl apro::{*'~"m1:'Stv a 1 oalJa lle.l1-

1t~a y lC$~ ·fJU. ~o ell p.:roxit:1idad. de 1.1:l r.dsm.. st$ m4xime 

',( }má . 0,060 ( ) táx .. ; ~ ara b/a,= 2t ( )máx.= 0 ,138 ( ) . ~ j 

para u/a = 3" e )máx.:: 0,193 ( )m'x,. L.a .f.i,g"\U." 40, ~n la cual se 

1'tAp:reaenta gafi-ea1lL.qnte la d.ie~ibucián el y p.are bis ~ 2f 

l).r),1.\l lla.Ce Vd 1.'a iosviaaiÓIl ~ue- can ~alleQto al é 'j:t3 n uc y hao ' 

'el centlJo e ouw~tu.ra axper. 

ma tensión. 



(5 ) 

24 lo"""" Las · ~J!eieén~9~ ... d .. ~. la j~*.()l!!a?i_~ ~!I!.!!t~p.s é~...!.o;o:mena~~~ 

signamos por u y v l.as oomptmen"t-ea d q lo~ trayectos! en las (Lt).~c

clone n radial. y , tangencial 1 ~ . otivam~.n~. Si. n ea el e ,rrj"t1d.en

t o radi al (W.~ $u"!J::'& 1a oara M del · al ~~ut.." ab«l {:figura 37) t el 

.'. y, por lo 'tm1-

, .(45) 
Debe $uservare .- G~ r H sye,otí:t s _9 defo1.'"m801(m. en d i..!'(HlO iffl) <le la 

tsn,genttl" que Gll.atd$':t)~de no, $t'Jl_ mo ~al oorrimiento v sir!O t •. m

b;lell del que se P~U(l. ttR dL.~e~ió-.a :rüdial. ~ EJQ1:l ~; Suponiendo, -

'pe e~~~2f) que· l{)s puntos a ;¡ a da]. l.e!~:'() abad (.figu:ra 37) e ... -

p~imeli\.tsn. ~ ,,0.le él ~~.1a1en't Uf el sr\!& mi alaan!3:ari 'el. ' va,lIJ;r 

(r "'" a)d ;] '1 l.a tl$-:t~~~6u .. di~4Je-ei6n d a la taúsante ::resu~tari.. 

entonoea: 

el. mf:nto abcd difei:dráneu ,f f onr¡;'61ativl' .. r:nellte~113. determCi-

0100 t3!lgenni al d bida c-Ol.'TirRient .~ v será 1.i;¡'Ul'll a dv/~:. Le tie

fOl'mae1ónt2n&enoial "tottd.. es. pv.~s: 

(4P) . 

.t:a.ra ótarrdl.LBr l a dlstorSiÓfi dél elelhentó uonsidUad-o..,. ~ongam!!)S 

SG8 a'b'e"!l' l a pnsici6n 441 m:!.-s~...e .!eap'fles ~;~ l~ Q&f~ ~~e¡~ión (figl;l

l"a 42). , , 1 m 1gul.,,- qu~ :f"):rman l.aa dlreCci~&s e.d .y a tti' a aa:ustl el 

o==---=~--------~ 

FIG.41. 

• lJe'be 

a vlr, l:'eprenenta :el. des1iza 'rulto angular éhtlli.d«1 al · :rotación d 1 



( 57) 

eletaP.nto ab'O'd ao:ao cuerpo r1g1d.o lÜ.red'éd1)~ d~l éje que pASa por o. 
La v 'ar1ac16n total QUtt expe.r1men'ta el. án.gu:l.o dab ,. t') sea la distor

sión, re-StÜtál.~'. p,c.~ 10 tante;. 

(47) 

Las oxpreaionea de la Ley de Hooke scm pea ·el caso, '1 en el. .

supll'é8tO (le <¡\ta ,. t:ra~. de Un &'Stado pl.mlo tl-e. ten.si6n, qúe 'entra

Aa l. mexistenc1a de ;bti1gae . • 4e direceim !UD.'''lI&aJ. t;l plan~ -

4" 1a ,Pl.acai 

(48) 

1t.eemp1szand () en ~11as las e~nn~nt&S4é :la deformación., dadas 
~ . 

por (4S) . (46~ y (47), obtenQJml s :e-cuaoi~$ en númerc-$~1Ci.eIltB3 

~ara dS.ér.m1n~ • y v. 
2'5j1o-~i§t~ib'llei6n fJ1mé~!1~ ~~, ... t.a't1J.e·I: .. ,9m~!d.en't-ns .... - Si $ustltuima; 

en la p~iJItera 4e l.as '9eaaoitmd {48) , l.a1J ,*~·~n'tes d-e la t.ensitm 
. , 

qúe 4an lae. 'ft)~l.e (l9) Y. llue$to que ,.'tadrem'Q!: 

Ca) 
en la_al .., ( ) ea ~ión i.. un1~lit... 1>& lea a~. d" l.as 

euaos.rmee. (48) · 't._ os =edisA"te la 1~ (46). 

(b) 

1 ~ual.. tl. (:r) . s !uho.1& e~' :$Cl. .. ~ • • , Si ~lQaláS 10'1 

.alortts que dan las 1Jcua.QiO'tUJfJ (e) y (b) en ~a ée~1:ón. (47) y t..-

a .. 1;)$ gl!'eS~ qu 

m 

(el 
~ esta eXPT~'si6n . F., ti 3 le son Qtlllstant.e:a que Q-eb'ol1 ser determina-

das 'Can a.rreglo .a ~8S o~io1onés . 'U.$ l.its.iten. le ovU1dad en la _ 



.(SS) 
. 

barra eur\f8 o anillo. JieemplUandf\ 108 val.t't1*t\g ~l~ dan. las eouaoio-

nes (o) en (a) 'JI (o) se obt1él11J "las s~1&llt.Jl3 expresl. ea para 1 s 

onr.r:1m1.e-ntat1~ . 

(49) 

L~s al(}ltÓ:-S de 'les mnat«ntes A., :a '3 a ,,~~an para ca6a easo pa.rt1-

QU!a;'ll. ,Sea, por ~~lJ',. el osee de la fl.exl-6n. s-imple. 31 aI..tpmeED.ó$ 

... 1g1~t:.· .i'ijadosél barlcen'l?~ de la BeceJ.&. transversal adopiíe,-. . 

da C " ~ o~~gQll ~ la med.i:.etl1rl Para los' ln~l:o.. . (figura 39) y un .. . 

Cd) 
Si 118VamO$ estos val oré S _ 1-4 •• .xpr.ea1Me.a (49) o?t ' ndrQm~a pa.ra 

el. oA~~e: l.as cODetautes 4e 1nte~aei_ Ft: !l 7 K las a1g.úen'tas 

e cu.o.~i ('ne31 

(50) 
eo~1nlietG ' :e una ~e~1 "'. t:ran~ 'C·Ol'1s1sfi. 

te m¡1lna 'trasla·oi.ón., -le sen ~ , 1~1. pa~a 'tOOf):-B SUQ puntoé ybadem!s: 

un 411:0 d'e $U. plG'no i$X J. a U .IB.. ~'hot~Q al:re4.M()X' 0.&1 e.$n'" de-. . 

~ut.1U'a O- (.t~ J" .. c · . Vearni, 1.118 Ge(}~.a 'tr$lWéreales -

emun~ pl.en.aa en 1tl case 4~ la fioxifm. a~l~J tal C()l¡)'l) se su.

pOllé 4orz:j.ent~e en l.a teBria el.fl!FJ.entfll. 4.e l~ fl:a-:dm de b~'S 

ourvas. 

ObtéD1da-e ~s e-x]UM"si ee (4"9' de .l<)~ eM'.rim~nt:oa1F v •• <>.s el.· S-!gn1-

tia d.~ ti-e 1. flJU,poSiQi6n formUlS<la u el. ' 22t ~\1ando hi-cittoa igual. 

a ~el"() la Qrmstallte B de ~t1 lifl~~'! (fQftlS {l1} .~~ f~ l~ , celu3irm. g.
Mr$l d~l easo d~ 1 d1stribllol6n siu.étr1oa \t-e ~ttnsi~a én una sec

a1. al1'lllar' (tOl'llpleta", oon ~a q~ lle881llos ·a __ SolUCl.M dé~ .preb~.-

l'i1a da 'ti é. Le O.attil:~buo..i6n a..fJ :B al. QOl"J!'t 1.en1¡o V. '68 el té.:rmmo -



(59) 
~ 4l!r 4'E. Eete ~6na1DO ~... _8 :unlf'o$'e.. O seá que aim1 te mas de un va- ! 

.. 
. l~*,desáa e si ;,.1 aume.:ntQ _2 ,l.lesamos a un 1l1S1ó punt.e d&a-

~$ 46 4~ 'tmQ Vue,liUl c~le~al anilló. Abar,a ltten, tma. ' :xpres16n1 

mnl.ti.tortaft para. un ~errUDl~Ji'¡·t).~td.bl.:a §aft ~~ ~~~ de <.'-Or6na 

e~nJ.ar.. ·t!taf~Bl'c_~ ... W ab$tlNlo en .el 08,,0 d$' _ ,amo o ompl.oto1 . \ . . 

. 11 po~ lo tat.o '$J' 4ebet~ 13 - () 'en la aol.:t101h ,geae~ (3') .. 
. .., . 

"l!Jl anill& oompl&to;() ~~ e1~QU1_ -es .. e3emp.lo de ' un -euel:Po 

.'&i . ~() mul.1¡iplman_ .6J'l'eX<J .. 3'U ~. pne4e ' -$.~ ·.C)O~adlo en Q.~VQ:zrstUI 

l~ ~~$" 81:D.Q:\'1e. q~. div1d1:\\o étldos P~éS_ Al -

4fie~Q)"¡S$ ~.i ... '$ · " ~1)6' dé :ese ~ner~, 1le,gom-os ~ 

__ te ti 1a ~a.s:.1&J; de que l.as ~(,lóndic1:mes de l.imlt" re:e~te~ 
/ . . 

,alas 1'at1¡aa. no lms"aDl}Blftl .s1lab:t~oo:r: l-a ust:r.1.~6A d",' 'toen:aio-' 

• ~·s y po>1' lotan.'tc dél)-en . "t ~e 1fU'1 e-u_ll >t)QU~lci:ónes ad.ici"O.\'lál.i'i$ -
. . ~ .. 

qué $Xp-:-&ew 1.08 .. ~ioiMe-~ pare,Jél,.· V~61" U. l.'O$~1mlentoa sea 

lini~f) (v:Áas-s " J,) •. ' 

r ou_oa 'é~11Cgr el a1.Sfllf1~"() :f-ú.io-o ~ l;as soll1c1~.a lliUtti-. . 

~ formes ocmtd.4q~o las' ·"nd.dtH~~ ·1J1oi.'Lé-s P'Osi'ble-s en un ~rp ' -
• . . 

pl.~nte é.eIUaxo. 11 .ai$-t4t 40'$ c~<&s QU sl~ ~-e~~:B R -
o • \ 

disles auyacentes 'nt1~Qd .~ ~~ ('t"l, ~!ll-~ C~1'a 42) y úni~ 
. . 

.mes l:uegc lO. bt)ri~$ »ar sf;tl4.a.dl1~au 0"1:1"0 m:$iio t 

se on'tl&lm'. un anilló ·con ~s1t.nlé$ ~c'1a16s. ]..0 

qu(t'"'""-t{ti1.ere 4 (ll~ ,qué ~ la _~o1a e fu ~as 

-oxt.erl~~ua é. x.tst-en f.1'~~Ge .. él an 1 l.l 0'" Si ' 2 
FIG.4 • 

en '~ __ '1., en *Íl ~ DW,~~,, ·~ .f~~ :lea ~cl&e:s::: 

r~ 'L'll1)$ t!-$ 'j)~y .P;tn'tl\ Nml;? l.~;'j 'é~l~.;,.4~~e v1.~ del. aaillo 

". ~ ~ ~"d1~ ~lzmr·. un tl~~$() :t~~~";'al 
• 

, ' 

n mismo e&~_-tt). eb"teld.do p"l!'a e11fa1.o~ - ~ -. ett la eou-

e16u <se.) l ' #Gri#: 
(i) 

. ~ , " . ' " . (<<) 
La. (lG'lst~e J3 ;ql1e fisura en el tci,m~ mul:t·J1rt~ d. l..a ~6_Ula -

(SO) ti._ añQt-$ un vaicr ie'flni'o,. q~ d~4J.l"·a dJe l..{lS lli~io . _ 

qQ~se hiiy~.t:1ple$dQ para 9r~~#C ~ ... '1. $.'li'l1.o- :lf\;~ ~~-td.~:e:a 1n1-



(~C) 

e131 s. Reemv~ SaMO (~) :en 'la eellaei'1l'l 's (f) d ¡l. 23, ~~~re-

lDe'e 1. expres1&l { . .acr.réspotlq al m~'t-o ~1¡.or Q ~e'9 n e 

, rt{) in:tr~ !lCa V'01v:e;r a l1nU kas :e.xtl!.emi!\lad'es del Gill.Q de 

OM'OO'1-~ o ,~l. m~t{) n.eo-~. l.aa ~s~Qll'Ga .;Wb.1a é:S $1 '&1 anUlt} 

_ " 11 $Il.Q.Ul~ utl1~ 18 v~ci&t (44). ~ .eQ:r~Olld-. a -

1n f.lenM r¡1nIglo. ' 
. ' 

i · "r-=~D.&H¡¡..Bl~i!f,~nat"7 1U omc-~úm.'t:o de la ;rep'artu,1/in tl~ l.as 

t-m:&i~B' C1 1aa- a.:. 00 elr~ 8i!e'aterl-t!a fl$ d~ gr~ ~'o:r~ailQia 

p~:et~. S1.e1. ea.!J9S'Q~ d~l -is~ éS ll<*<lut-:fto M "..~lao:i& -~ &U ~a-

entil. ,s., d.e P1fllL'tQ) :.tl pun'to d~l. fiep&SM'. y ~l _ ~b~tlla ~te entea- ' 

c . a un~tJ(!l._iAtt f6oil. 'in .sl oaso áe un. e-~~ CMst$i-te $ puedé' 

apj~tc la 9.euaeilYa 136)' i~ despR-eialt'-:do (Jl. p 8-0 d'9l "disoo) $!.)l.am~ 

te sflria Z1:~~ssrl0 ~siderar e(Jj!f) :fue~~ aá.siea la tl1~'$a 6.e :úle r-

cia. 51. deti1gn.amo ' ~-x 1a masa e~~-ei.t'i_ dél. ma~.JñiU. d.~ disoo 

(b) 

r::sta eeu~td6n. quedará sati ' 0~ .ai deduo.b.ae .las ,(.O H;i}Oll tea dGl. 

tl.;,;futtrzo,. de a. ~~e' Qn de ton l ÓA. F, d'61. sip' ntit modo: 

{C,> 

?ax'a Gl. ~tl$O qu i é iet &~e't'r.1.$* _ae 1l 'lp ,$Utes e .. · la de.;.:.~l.lWl

<1 "" de amMH"n ~lni~u (4:5);1 #4ó) .. ee...~ 

'Cd) . 

U-tiliziltldo .1.!lS e~r-9.s1Mes (48) de laeO!~H~'t.ga el. la ~erorm8""" 

Qil1n ,el.áat1oa en loión do los f)11Jfu¡ nmh T l.a·s e-Cuaü1oo48 re),. 
$$ dm'ttUlt~r8 . Ue ~a ;f!'utl",,1' d t ,enai'# :t deberá sat i-!dae,ar a la si

SU en.t e (,J-U a '1 

c ) 



(61) 

• 
(f) 

(g) 

Las -Qonstatl.'tgs <\é integra:eiÓtl O 7 e _ 48té~an aed1antra :Las -
1 

céndia1aae-s de l!mit;e. 

Si ~ -;r.a;ta d. " ~lsoo l.lSAO JJ.eQe=oa:ejl~e-r O:l. ,:, C. puell de otra , 

tJl~ lQ~ tas1flDEUl 4eda~ por la$ g~ (g) S~l"ia.n de v&lor in

~1nl1s~ ~ él. o:l'U):bre." 'En ,cuant~ :8 1$ :oOllsfumte -O,Sé dat'e;rm.1aa tenie1! 

(1) $n quenta J.a, QOnd.1eiQa .qUe .aOlni'espotid-é a l.a perU'6r.1a. d~l d:ie-co 

(1" b i.. SI _ 'sta n~ e-nst:en tnt':u~.z.ás ~i~as t:e.nanm'Os* 

(52) 
Cuando el diico t" .. 1)~ llll ~jeJ7e eu-eular de r!\a~" a en .su centro 

1aa con"=t'es" int #001.& e J.as ~'oru1ei , ~. e (g) ~ o\1:t:1®«l 'te

ni. o ~ CUSítltu lao ómdle1~s d9 l.imit ' 'qtl1;~ oo~apond_ a los 

ü<,rdas !lr,~fj y xt'em.,. Si nn ra 'fUe~ ~nrior nl~a en 911(8 

te .. dr4 

{53 

(54) 



(62) 

¡,.a ~~a 't-é1lsióu segun 1a "tan8enté oOl'r-asponde al. borde mtarno 

tle-l d_ .eo--t y vala 

(!f~) 

Cm'O pu.e4-e ver,se .. e ,ate valor de latensiÓD ea ayQ~ . que ( )máx. 

S1el raf.'ti-o El dé~ a.guje-r-o oU-ml.u diamin-w~ ten 1endo a cero. la 

'tensión. múx11aa -de 411'8<101&1--t~:1a'l t.l~e a un valor doble "1 . ' . . 
qu9' QO:rr&$t):Adé a _ 4iscfi) 11_0; '52). 1.0 que ai:8Qifiea que le& -

'tMsLse1!l .b1m_ se --.plj.eBtl al. praetiear 1ttl Péq.ueft~ agQjero c:1~ - ' 

,Ql1lal:" _ -1- ~(t de- un 4:1soo ,gir~'tmj,{). !1áa ad~lmt&, 28) s~ 

omBi4fJ~ :a-ste t'~Q-,. ~lamad~ d-eonnoén't~ación. (r.> eouniul.ac16l'l) 

4e 'kan.lt'!lléSdl! 'beaeimes .n' cón98Pr,n4~ia d~ un o1:i:fi e!a . 

n _"oda- 4,.oá1C1do quQ hemnf.1! tilea~~ p'-P..ra el 0&00 t1é 1<B 

diacos tie eapeae e~ante p~« extendm-e9 'tamh1e-n a l-os disoos . 
fié e-~ft vcian-é" en ol. S\lpuesto d@ {{u.tl n-~ h~va vuriaciÓR -0.$ -

tens10uee :en todo ~_ gosor. 31 n-~as- h al. tH}~O:r del d1sC6 , 

-variable' CM Q~ radio 'r~ l.á QUán1/iu de ~qlÚlib:e-io d.e uaQ1.~nto .... 

como al qu.. está ~áSntadG en la !igtaa 37 aeÑ 

d.0n4e 'F a nu..e'Vaw.&n~ tm · flUle1s d-e 'tens16n. 

S.1 ~1tum-tJa''' t s ~a1~ 4-~ la'Sten$l. ISS en la e~ae;lé 

d~ O ¡lQtibilm {i.L). l.~s -a la i-grd. - ti¡J ~aei:fa. pam la 

-ft!. 9~. -u1~ e dét(lt1'fltM~ a ré-pBl'tic-i6n d$ as -~u't 19as .. _ duco 

de sp-~ . r "'$$10.01&. queda 851 r dU<l! () a la 60-1uoiÓD d4 la ecua-

o;' {l ) . 'f)l uaso par"iiou.l.ar un el. 4'tta1 la vaJi''tao_!.6n dtÜ -eapeaor-

"até repre-.-sQn.t-uda ptlr la . tltttl"1M 

CJl) 
élI 'la q1lt;t e . s t.1tl111 i~oastante y n \u n~l·o etml.:l- i,~, la ~GJra-

<tiQn 4& l~ eeuac1tm (1) pUéüe hac1fr~ fs,-Q::tl..m9nte., :La SGluo·l&a. gané-'

rfil t i p.llG la t me. 



.. 
(63) 

do 

'1 ~as ~11 dadas J.\ :¡ B~ l.as 0't:U1stant99 G in'tegl1&Q:iÓU qu~ ea -

determm. - '" ".Qdian"te las oondie1-tmea 

d. emt ,me, 

Loa. eaao-s .real ' s 'de d:iscoa 4i:rsto-

l!'i~ d diversas f~s pueden ser l'e-

"'e!'t-e ' con ~a1~ aprDldlna<t1m d.l 

."id~Ol-oa eit 11artte y , 't-ratando ,4~ aju,g 

_r a cada tma (l-fJ 1139 lma e1lrV'~ d<el. t.1 
FIG. A.:3 

111v.-reo~ au.t-o-res que kan ~ud1ath} al oaso del disno e.-mlotJ; 

euoul.an dividítndolos en part98 :/ ~tm.B1~l?ancto a eada una de -

él.~as como un d1"0 de étJpeSfJ'r unlformé:~ 
, " I 
~l¡W,ó~=d,f~~f\ "ftl'(fi~~a en, ,m; ~X!~?..:l:,t:l!J:"et:" 

. ~r:e1¡ar os ea ,gli"1s~ l.ugar tm <laSO $9lloU10; tll 4 • . us..a bava ,-

de Séc-ción: rectangular aaEJ"':teff.iá 1' .. 1;1~et.:ía '.l:t~lla~,e;l'g~Jñr$iB-

en su. ~xtr~ad in~erio.t y fl.e-xada p.o)1 ~á ac-e1.6a 4-e una fu~ 

p \}u. se ap-lica en d~eQ1&1 •• 1 radio eDrrespOliidiQll't.a a st1 'luí-

8e 11ba-., superior {~i~ 43). El moraen:to tlenor _ una ~ 

:oi6n tl'4l1aversal. ma .S ,,Propórcienal a seA, ,: y" 4é lleU~O -O!m -

'la era .el..~ta1. 49 la .f'le~i&l dif) barras cllrvaS,. la tlltud& 

~ e »~ionala;¡' ~fJ fiMt~r,. d.-e m~;ra \D1{J .si 

sto " vil! :O t hi~n pal.",~ l.g~l;lüi6..f'l -O~etüJ' $Up-o'G.ie~ón que 

l~.g ftsul:'td'os· just1t1..oml. la$Opa;a 41i' las O~ e:1one-a ' Cl4}- ~ 

n&$ " a tH¡.bbl.&~ qUQ la ~i6n de tSl."'lim t qUé' .sat.1lfta- I 

ce a la cO-uae1.' 

(a) 

f (r) (b) 

- , 

sa"lsfao~ a le eitrJtiante ea'Wle1~ -1ifér--9De1a]. oÑ.1nall"i-eu 

(.0) 

~ -st& ecuaej.6n pl1 e fI r ~~af" msd$ en tma ~usai6n d11-ex'9UC1al 

linceal Q'Q!.t coeficoient B oonstantes (véasE! 22) Y' Sll 3(il:u.a -1: ";n 

$': 
(4) 



(64 ) 
en l a eual. 'A , B" () '7 » son cons~t~s de in'tegraeiÓll que se deter-

m1n.8n d.e acuerdo con las ecm~cj,en"d~ oon-t.oll'lo. Si. $i'l ltt.it. .imos -

en l.a El 1laeión· (n} la solución dada. poJt" l a ex)resián (4. ) y utiliza

mos las t'6rmulaa g np..r31es ( 34) 1.1. ·gare os a las siguient es e xore

Sion$s ·tia l&a C:ornp()n~nt&s {i~ la tensián: 

(56) 

S'eña ottpUésto qllG J.o.a bolXte-s e~ior e interior ' l~ barra eur 

vada (i'i~'l-a 43) e i3tan J.ibres de ftuarz l exte:¡:'io ea~ y tal e:ondi

ción exig'i!t; 
= O ., para . r ~ a "JI r = b , 

(e) 

Coo arreglo a. laUlt ima oondiC16n. loa suma ~e loa esfuerzos tangen - I 

~ial." di at:.cilJ\li , 0-6 en la 01). ~ib.re da l a berra equilibran. a la -

f el.'zn p • . C"'1llfJ:tt1.&rand~J el tmoh<'l de~a ~C1M t.:' 10# rsal igual a 

un-o¡ - o tJtéll a ? como titE!:rga. po.r tUl:ida<\ ' d~ eSptl30r 

ob't iU~em e ~ra J 1C o; 

G bián 

De l.as e t.taeioo$s ( } y (f) l"esul.ta 

en as cual s 

(f) . 

( g) 

e las (l' · stan't s 

dé integr ac i6n "ad.os er1 (8) . 00 llego 8 la QA?T sj.tm:~ (l 1 a s oom

pelltes, de- la 'tensión • .l:li:ta la. extremida! suparior d é l a barra, 

d , -onC 



(65) 

(k) 

1) S $ résian&s (56) oon&titu,¡en 1110 $f.jl !~l&t(tt"...lcttl. del. pxnbJ.ama -

Ulíic~t . wal'fi4 el QSO 1nl que 12. dlst:r1'buei '-'-e e~rzt)e én l.as 

xt~id$ti'~$ dé la l)&~a auna. aaa la q G e~p.~san l..e·s ~C1$1éa 

eh) y (k). ClMile~Ú.¡n.1el'$· .otras (1i~1tmaJ.:itn-ll,a . {)4f:1.~ en l&-a 'V'-t!

Olncl{.d $ da loa extt~~ Wlaa 1H,i!nsi.rJnes d1.íe~"e"U 4. 1&$ uen:oa 

4a lso1uail.o. (56); pero' 4a :oon.tO"rmidad coa el g$'!n(lip1.~ de a. -
. . 

Bamt-VenM.t, '. dicha SQ1~O'i&t .. ~utb-4 v:1UJAea ·e c.io::t.'ta · d1st.ancla.. L.Qf!. 
eálcm1.o$: déBD4!l'$r.:m CJ;Ue 11.), uoria s~iific~. Q:üe 00' lJae.s ~ el - . 
Wll_ato 4~ 1._ . ~~.~, 1~ . l.as S9QQ1m.r,J. »lanás · d-U;¡: t-t.$ l.a fil)

. ñ,. "(;l{J.'!,l! ~lbum ~eUl.--taó. . s üt1eXa~{)r1t'Jíh 

La igtU!a« ~$tl'a ~a {\iSt~1tlu.~1nn ·Q.ft ,1$6 tbélls.icmQ-8 t-an~nlJiald 

a l.n ~~ d'é 1a se.ca1& ~~sal 1 i=() pDa 108 tilWin5 a. .la 

'Ia '!I ).~)Q.. lta ~Gf¡g gr'flea lse ab~i._$ ~~~n~an las <U..tJtanoi~s 

a1-b~~ in{;.er41Jr (1" ~ a), ~td .. dftHaegutl ·u.n ~6; i J..a& <t}~&fI¡~$ j 
I 

lon e~fil:fici-ttIitéS qUé ea neaesaJt10 a~lii)á¡' • ~ tenB:15n taeti:is . e c~ 

'tep/(lt-$.) p1l 'ébtenér' 1a Wilai.&l d~ ~ ~~ond1ente alPWl'to 1 

. C{'lll.EJ'.1i1érad~""El 1J.a1~ l.,S 4e .e$f! :taet·cr n~fJ da la 'Ú$t8i.6n 'b~e.1al 

~a eel.eUla(la #le Muerdo. ctm ''U1.Ul d1st:ri_~ión Par.ab-rll.iea; pai-a - I 
. . 

Vigas ~e~tiliIl98S dQ sttc\liltn li~$~1't~~. ~, ~';',jJi~~-i~ l.:a fi~, ¡ 
~a dlat""~ll?~61 de ~ilS t;ens1etlQs 4$ cOrf¡~ se aj?'X'cxi.l!.a ·a la ley '¡)81:a

'h t "l:iaa ou. e o l.a a,¡tur..,; ~n l.u SSCOiÓl1 t~au.gvG.%·sal. ·0 s ~qu-añá..:.}1n J! 

.¡.~ct~s d~· 3 co~ "t á6va4aa·":d.~ propnr-4iGn~-a ~e.a, .L)u,-sde a p-t~ I 

00 Q·ot10 aufi.,e·ien'te:mént: .~-a la 41trtl::"lb1lOi6n pdab61ioa 4e 1&:8; -

tdn1ltj:~~S" 't~1' $S 'ittrt Q~!Hll~·~i~. $ 'l :e b~~$ ~e1iU1néalt A& 

~4p~eiJi $:" (5G), aft~:tOnt!le.!110S 
, I r(~-a) 

1 i.~ 

, 1.0 
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(a) 

i O,o1tlO 

{ttl~ :1 (n) ~ ~~ 1i~~f}>-,¡ea d(t ~a.U , eml!iui lUea Cl)!f (1btandrM~,a la ítolta- , 

eiM 

( ':l ) .. , 

mmaX'8e a. <:onfo~ded o Las &el1ae1 9& \}\ie ¡-ter ¡lrat-en las O~ 

. i {,licrt1e s. dtt inéJ.110 .. 

De. lau et.'Aciooes ( ) y (1\) ~&~l.t~JI pues~ })are ~ae cO!a~ents$ 

(q) 

'li:l Qt-;ñimientlb a- 1.3 base ,l.ibre (superitll!") d~ :la bal..'ra n la -áire"

ei6n 4- radio, e db en r<eemplsfj lÓ. .: PO)? " $! .... ~ ·~.rest :Jt.:.. f¡.ue. 

dá la a014p~ll1te 11,. 4 ~ {'; cual . 

{l~ 
2~ Ir.; qtt 1" lWta a l ti e~etan" !t , su va10r .ra$Ul-ñ~ di') 1 <: 1-

~1&i. ooneepond1(Ult.,. al 'e_PQ~rai41ü~\) {.tj,~"A ·43} ... :?4~ '. /2 talaS. 



!OCSV=O¡¡ 

~~8.(}i~';~ (;Q1· 
í -, 

'(a) 

iiasdmenta J' 'tel'l.iencll'J en eusnta la ral 01&1 (g) S~ .obt~e e · o .... 

(57) . 

¡fas a~,~lm1ta se daú 81,ttm~a 8pl:tcll<fl.Ollem d~ ~sta !orattla. ;}ur~óo 

'b tl$ld~ al va1t)%" 8 y" 1111 Qon.~o1á. la altura lie l:a barra ctn'>

w,. h ~ b - ü, '95 llé'~éi1a ano QorlPax-naián c · 81' podr~(.tg tlSatr la 

~xp¡:·~Bi&n· ... 

:aee~~o ,en (51") 3 4esprtH")~~ 10m 't¡i:r~ilrloa de ,8110 _.1~ri(>r 

sI. ~<1fi~ t)bt.~_!)$ 

Dando a la .funcúm de tenailfA {I J.af'l..~ 

ID · ~ . {rl ces ~.~ 

Ga.j~,s a · l~· seoui·-sn té'.!'.:d.n.u1. s;up0Ji""icr d~ le 'barra (f'i~ 43). Si .de 

J.,a ex )1:ru~: i/;n da A .'1.0 la 8o.1uciftl ~ataI~C!~ lea "'an$lon~B c~.1g.1.rífi<laa _ ' 

por E!'a P&1." (v~~ 23)~ nos ' q:ued.srñ· el V$J.o:r d~ loe é$.fU{!l;'.r~~S prt"dl1-

o:'t. os por :v.no ft49rza vér~ica1 ap11ead.a a la ~rtr-em1dM ' libre de l a 

Ull ",bt'· n lltili~10 l.as 'lIle col!t*ea,poo(t .a a ~ vertical. y 

ah·'trlz~t )1. po%' pl.iea<lz.$ dé'! principi d. ~.Pé~,Qaie16n ... 

<r 1.0 que ~'()ced·Q e ha 1ftlpU~st-o ai-e.u.P'~·~ lUS las eonao.ion. 
• • I 

\'.,\" ~aan sat"'s~neb y q é ) .. 0& bo~ ea oUindrio(')s de la 'bar:r-a no $~ . 1I 

t~ su..je-¿. ()g a l' ui'¡' de ~.$6 ·algUna. si se aan'1ta pana lao _ 

G-Xp:t'!:f100.ea Ce) vtdoi'"ea <i.iiere.l t s d 0&::'<> r.eau.J:La el -caso en l.:.1W _ 

so~\l:ra los bo . .:' a euvilineos 'e el 1511r ilJllY4;l!l. .fuerza l'lormaLes y t ciJl~ 

,geno1ales prootJ u1onal.es a so .'. y -C0S ~. ~ lrlGdiante Ul ' c03lb1n2:ci Ó11 

. d.e 1 s reapectl'Va s ol.uc1rw.áe e~ 2as 'ue ae han obt.'!tll1do para la 

:f'lt!Jxótt simple y la flexi6n tll:!f\tlll0idR .pn~ ~ma fuerS8 aPlicada en 



(68 ) 

od mos aprOXi f!lar a las condioi nt.l.l'}f3 de 

carga que correspf)ud~ ti ):(na. b óveda cubierta de arena o de t ierra. 

2~.-]afl.en(l!a· de, ~r.~~~oi,o"" ... J'!i~cula!.f!'s .... f3obre ~ YDar't,ie,i t1n ~....!1!: 

~l"a01! ~n,J&I§...J?l.~Jl,.as.= SéB una pi,Boa son1etj.da a traecián unir r

t'll.@ d~ magnitud S y' d~ direc:ci& x (t'i..gu.:re 45) .. Si so ' aot 1ca un _ 

peqUdo ·águ.jero ellfQUlar en él. oent -ro dEt a plaoa, la d1stri'bueián 

d~ 1aa tensiones ~ la,',veeindad del 't.a1M.l"t) sn.rá ~_t-e:raaaj pro, 

d é-OU~() con. 91. p~e:.tpin de d S.tJ.mt-Vel1.ant. lamodif1oaci 6n se, .. 
rá despl'ecioble 4fn aq't1'~110--o lng~es ett.yas l~i3tanc:i.as -se-sn gI-aldes 

<zomparadás eon el radia a del or:t~ic:1o. ' 

COllS~erel!lOs . pues. 1 8 zona de la p1.aca l'im.1:tadapor Ull'li eu-oU!. 

' :ferenola aoneéht-r1ea del. orificl.o :r euyt:l rati10, b,. sea grande,o oli-

FIG.A5. 

pSr4tiO eon 6. Lae tensiones a l~ d.ist a:n~ia b $~:r-án1.""nllment \l :lae _ 

que.en a p;la" sill a.r1f"ieio "rigi.na el :ee'tad o de carga su ueat.o y. 

por l.c tan:to • .Qgi;arfn dadas por 

(6) 

nes q\l P :. ~-os QOl'1Sldé:r.3l." compuestas de dos parlea. La. pr1m~::L-a $. 
deb~ a la cQm.ponante ~onét81l.te, 1/2S. , <t~ las tue1!"Zaa llomales . y _ 

las \¡en.Biffl'L&~ que prOduee pued911 cru.culGl"se pnr. IDe-1i" de las -eoua

aiones (41),. ;~, 22. '1" ú ~tra })~..u .. ta o~ eQlí..i)<ID8 '-e l.e~ fu~~as .. ~ C):rm a1e~ 

1/2S e dB 2 a y 19B fuerzas d.e corte .-1/2Seen 2 ,y -engen s a s 

fu T~n$ 0,.ue [lued !1 sar (1 eiucidos da . una f'unoián de tensión (1-., 
la 

= f (r) .., I 
('- .. 

'G' 
~at1"tuida. ésta ~n la {JOu""cJ.ón "8 nompatib.iliaad,. 

/ ( 

(b) 



" • 

s,e llega a 1.a siguien-te ~eu eim di"feranai. a. ordinaria: 

y 1.8-3 ~orresp:mai"lltes ~f.".h1} ' n~.!1ila~ -del 

'con l.as "uM1~e. (~): 

, 

. . 

erregl0 8 lSB crm«1cicmee (4) que rig-en p~e. el oontom~ é xtaxior, 

asi CC'lmO 'tamb1_ a la que e ~ablecJ! ·qu .1 ·bcrd del a..gttjero otá

lihre .de tuerzas erleri"res. ~S5S a~dicit:'n s nt'\sdará por resUl

't~d" 1aB expre31oXH~l! siguientes: 

!1ésu~ltas estas eou~oio-Ae6 y en 1 stipues'to de alí; =: O, 1.0 que si,& 

nifi ea una pl ca ÍRfini~amenta . oxtensá, obt9ndre'os: 

( e ) 

iit..s f; itul.d oa on lae eauuoions$ ( ) astes valores de las oonstant es,,. 

'1 a gregarla" las !at 19as \!U.~ e!-lt~n r"l'''\gin.sdQs t)t'lr la trao{li6n unifor

me 1/25 tm. el !.!ont~l."'no 'extGri~ J oru..c,llaéiss cQn ar.reg1 0 ~ las eoua

oinnéS (4'1), se ti .~·.e: 
: 

(58) 



(/'( ) 

es, Gl! las ~xtrcmidades ''lJ! 'y lt del d1.F~ teTo .P rpftndic~ a la d1rso

ei& de la ~uerza C1é traoG1in (t"igurs. 45) .. 1Jh estos :;?untos, 

' :: 35, valOr máximo áe la ténsir..a <la trso9ión, qu.' equivale ~ 

se ve. al 'triple de la t'Ollr:r:i.6a uiüf"mesp1.icada a la's al..~l"em:i adee 

n~ la p~uca. 

Pr.tra l.os puntos .p )! qy tenao J :i.gual a r. y a O, :r~gPi'etivamen-

te~ eoontramos: 

o lo ,que es lo, mis.lúO, en estos pQl1tos axiate una tensión d~ Q0ll1pl"'e

sión de direcoioo tangeneial.. 

Para la se-cci6n t~31l$vera~~ de l.á plaoa que p8sa pQl" ~1 cQntr-~, 

del agtij roa.U'áulJ.\l' y es p~l.1-génaicnl.a:t ~l ej El d~ 1&$ X. O .= .. -', /2, 

Y en ese 08.S& 1.8.8 $auac.ianes (58) 110"8 (tan: 

~l .efaeto del. sa,gajeéo t!>.8, e'tid-en -~!l~t91" ,,'le ~ar.aet~r mrq l.oeall.zatlo 

y 1.St t-ens.i * 't1.e.nde muy l.~llida!JlOllte ni val,nr S, .con el aumento 
. 

de r. ~ la 11 ra 45 J~a dietri"b'1.1ci6n , d,Q' ~S~S t~nai.on~9 e'st~ ind1-

. 
ori ~in~ ulreded r del or1fldb justifica la aplicaci~ ue l. ' solu-

el ~ (e).d uc1.da p3j:"a una plaoa infin:.t~ir'¡¡;~ -extensa, ál. easo de 

unu 8 <;":.110. 1 fiúito .. S i el ancho de la plaoa no baj d~ aua'tr!) veo.aa 

él d iár..etro del ~gujel:.'I"'J- al. eX-.l'oX' ;¡\4~ zssulta ·i~ B¡>l.ietl;.C ltia t'óm-u
; , 

las ~58) al oálcul de ( )max. no ·cede de 6 por oiento. 

, La cansi ~~rabl (; - lcentraci5n <le tensiones en 1 oon't-orn~ tie un 

agujero cir-oular ti kne gran importancia práot1ea. <¡l oaSQ de :Las 

abe:rturae practicadas en los !iU Lltes de lr:;s 'barcos p11 de eit rse 

FIG.46. 



oct.l-O ejamplo_ ptle'S 811 'pr~..,_.tu:rta d f")ri.: a alt s conoen.traeiOlles -

do la:z t-tms1ones dé tl:aQ'oi6n o e presián que é p-eriJ:lenta &~ puen

te ~uoíldo al. ca~ec trabaja s. la f~ex:lán; .las o1.as al .ho1Js r r epet1.-

lugares ñ~tem.émo s li,citad,()$f gri'"!t~. (I.(l loas ~(1.aa de i'a-t1ga. 

Si s'} quie-h eliminar lee t~..naiones levadas ell e l -uontOl.'nO del. agu

j~rO, se lo puede l~efor"ar con un talm. . 

G .. E.- J'Af:!or;¡ hu es't ia<'Íf:\ el ' 03S0 en que '9xi$ta un agujéro cirou

lar en pl."n:llm1,ta-d de:l l)('rog limitant , ce 1m3 plaoa p~ana semiútdéf.J.

nida h'Ujet~ ri una "'!.:!'Bcroién (:figura 46). ~i c;tesi~'UullOS {J0li S la r u-c-

cim uniforme paralela aJ. 'bordé rerrhil.1neo de ].8 ,.)J,.aca~ 0 00 d a la 

r,ti.otancia tl dich" borde d~l o{nrt~", delagu.j~ro • . y c-en r .al. rad.ie e 

éste, loa valores d. 1f."l tl1n::r1~ máxima en n, as iCOnl'01as que c neJ!. 

pond~ s los p'tmtos ro y P. para diver as r.elac.iones d/1: eS'tan C01UJ:1J¡ 

nt1"-o~ an la fd .. gtü~:a.+~ tabLa. 

----------.---· -~I-"~I~·-~>~~~~-------------.------.-~-~ f . . d 

'Ptmtoc I 

1,'4 ~f 54 ~~eL ¡ 2~15 2, 58 3.1l 

1-~.9's -";,~;5~-Ú-;¡,;;r-~:;~4;, O,405S ()~!S91S m 

,
. 4 . 37S f 3 t 92S j 3,6~S J"f40a j '3,253 t J , :L'3 

3,273 I 3,203 J ),lSe 3,12$ 1 3,098 i 3, 07$ 
__ .............. __ ..-.s '. lIf' _~~ ___ QII_ .... ~ . .", ___ --.....__ .__'. 1 . - J 

e -po pu ;,ip (j ael'VBrse. a. medida que aum~!lta la ie:tanoÚ1 del agujero 

al b"ra.e r~atiline ·te la placa, las tenniones en los puntos n y p 

Be ay rmXiroEttl al val,.,r ...... St 'lU" c:1na~C'fl.j . .e el e S" EH'! (;'\If "W'l agaj er-o llluy 

distal: 'be de 5\15 bOl"de.s, s gun ya vinos. 

1;1 eafH) de' unapresión. normal uni~orse, Pi' sobre el oonto.rll.:'l El 

~ iutel:és pr'ctico, el cual ha. si-

do taruh1en \latudiado p.:r G. B. Jeff r'J. Su snluoiÓll 'y~:L"r.llt-e hal s r -

lH.~ tE ... s.i05&-S (\u,e "':. produ.oen en 1.a vec.1nd&d (, e un agujer o para re-. 
rneah .. al :bltX·OO'UCl.!r lIs;lo pxas1án él ro.blón~ . eatado pl ást i co por . 

noci! Ql dal' calor .. ~li ~l. ag~lje O' está laj:1s dAl bOl"á.a reotilineo, la 

t~sión n S'~o - , or.tlO r ~aultay oon ar.::'egll1 a lü;::. eCl:UWinne s (42) 

í 2',.. \ .:;' ..... ,. 



I . 

1":2) 

Ct-L~d~ ~:t t a!.s.ttr ( 1 s+.á. pr, .. xim...0 eJ .. btX~" e ~ct11:tnéoJ la? tensiones 

tangtJneoia1es dejan de ser con..s-tantes {tU 'el oon'torno",del a aJero, y 

su Va!Cíl' má:ñJ401 .el'l 10e punto$ k y 1, oatá dJ1.do por ~ ~Ótimiha 

(Ss) 

auce en ~1. punto 1\1 del borde d ~a laoa y tJ.u.~ está dai.1o por ~ 

(60 ) 

i'~_ra d =. r ~~ 3, l~$;j nI:! x;resicn~6 dt~n ~1 m:!smó "te;lor, $i d " ~ "t5; 
la tA!l:?¡!.n !1ixi~~ ea i' r~duoe an 01 lJON6 4.eJ.. $.;)'oÚJ9lto, .1 ai -&~ men r, 

l a. tensión nhiua ot::-:r.re:pon f.J al nmto nl. 

R.. 0.. tT. · Rmiland ha e 111!l1J.iado el oaso de 

FIG.47. 

::: ~,. 75S en &l 

pttn:to Il. 

Una v~z eCt".LO .. 11& la ~.ol.u.cj. 6n {~h)O~é"SlH.md1el:rt-e a ~a tracción o 

oompresi6n. rerm~axil~s~ se 9uade o Jtener :f1lCU~ la .aol~1.ón d-e1 
• 

caso en que aottien fug~aa si.multan~n:1ente ~ d.os drr~coionas p01'-

pend1aulares. ~ara 01101 s.e iu;toeedo i>()J." au.ve~Josioi6n .. Si so trata., 

.po)." Aj lllpJ.O~ . e tens:i.on . '" de tracai # igual9"$ a S aplicad s rm d"s 

= 2 S ( ~. 26, p. 82 ) • 
~. 

oi~n x (~igura 48) can 

en 1~ dir oc.,ión :1, resulta un caso de re...§ 

bAlam5_~nto 9'o1)le; · 1-¡3 ecu2Qio.nes (5$) -

nl"la dan para t11 caso los valoras da las -

.. ·tiga tm 'la:res ~hlos hórd-es de. t\gu.je--

#' .. , ¡IAw t" o ¡ ~ / ., f so J..ene 

y 

FIG.48. 

::: - 4S. J:or lo 

tanto~ en nn.a plnca d dimanrdoncs ü:o.si<l erubl-e sujete a aeaga~u

rdE~"lt () $:.Mepl.e, la mu.x~ t.@s5.ón dé u.ll: ~(}(j.i{5n tang oí al ~ti lo:s bol'-

I 

l 



lar las t.-ellaiones -Ue se originan en t ~m~ n im pCq'llello orifio-in -

:fl.exiÓ1l zilil.v1e. ?or medio de un Gxténsimet rIJ muy sensible, '8. ?reusE 

ha p,od.idQ comprobar rt!qle1:'imentamente 1a teo:r1.a, yntambien puede -

t'eotuarse sU c~mp.rcbaoión pc'JX' métodos ópt.icos utilizando modelos -

tr(í¡;aSps.rent,~s J la.z VO.lari~1¡\~f\ . c. ¡'¡~b~H' , .por s'<1 parte , ha inves

tigado el e:a.ao de una placa ocmdoe perroraoianes oirculares iguales , 
. el 

y tl. Sadoweky ha tratau o/de una hilera de agujero's <)iroul.ar~s. :ml 

a830 de ~u plaoa de extensioo ind~inida c-on un orifioio oiJ.'"CuJ.ar 

n Gn.lW0 ~Qnti-ontQ seapl.ieen iue:t'Z8S ext~iQres ha sido eS'tudiado por 

\ •• G,. 13i.uk~$,f' 911 tanto ql1e G. KGIO$é~.ff! O. 1il. Ingl.is y !l. l?6selU. Se' 

heit1 ~eit) :la scl.uo.im. diÜ caso a qUé el &~jero. es eliptico.~ 

S1 U6 de' stlS ejes princip-ales (¡emaide {;6l1 18 air-eeci6n d01 éafue.~ 

zo S, en laa ext~dades uel eje d~1 ori<310 pe:r;Pella.icular al YJ:'ue

ro, el valer de 1.a "ttme1an 'v flt á dado por 

la oual. 280 ~s e~ eje d~ l a el. ipae d~ d.i-re citSn per,;;>endioular a. 

1.a tensi6n y 2b 1 el otro. eje (v4as.e ; 5 ). ·Si a :; 'O, al "Nsul-tatln ob-

a b~ la máxime tana:iÓlr ~n el borde d~l agujeil'~ eli~ytioo ~s't11lla !!it"lJ' 
. I 

grandt ... un aguj ro 1'illl1 angosto 6\lya d~nsi-án "{)rp.rJ t].r~nte sea parpQ!. ' 

dioUlar a la· direcaiAn de la te:$s1án, 9rov(')ca!2:n ~t...::i.o neent raoirm 

I 
e les gri itas pu-ede Sq:r dQ"tanida "en" an"'~ i;aladrn~ PrBctl,.- \1 

mw extremidades." pOl.~u(t a i s e ~l.imina la prmlmcriada OtU'"- ' 

I 

y 
SObT e_ 'borde plano hJn'iccntal , (:eig. 498) d~ una plac-8 plma sa-

miinde:.f'J.n1da y \.tlfJl t ~ooc se iIld:icn en la fi8~ 9 b, se sup ene el iatri -



(74) 

Se -ori~ en" éS~ c ond'i·(d.oae-s un.a dist-ri'buei.6n 0.& t ensimes

que, pOl" at!E CUt'1> tal:.~ist:to&s, recibe tl x.o.w1ra ó..a igt ,r ibuciÓll J.'a

clisJ. simple .. :tm 'U4J. o~éI!lemto Cf ua d i sta. r de~ !Junto e aplicaoi ón 

de :la i:u&rza, ae'tús un asfuer%t) de Qomp~~síón S1w.9~é de ira "iÓll 

rel.J.a~ e inte sidad 

(52 ) 

Y 18 tensi6n de 

Se ve faol1J:lW.n"tce que 'Gatos valttrea ti'e las cOUl¡>onent.es de la ten,¡¡; 

aim satisf aoen • laa ecu8,n!rIJ1-,-'1 (\;. -eql!!11b~i'" (33) r ~1 2JJ ; "tamiJieu 
, • " _ o ) 

quet1an satisfec:r~s las oondlo1onea da limi-te porque son 

mUas a 10 J.argo del bord~ rectilin~ e.~ laernlga:r que está l ibr-e 

de 1'uerz~5 ~t0rioréB. ~ ~1 pt..~:;o de ap154aoiÓll un L fue-'rza ex ~ 
O), al.oanza un valor int'i:nit o. La :re·su1.t ant e d$ las :t-tl;erzas qQ.e 

., 
p 

FIG.49. 
-~-- -,.---.- - -

la la fuer2iEa ? (f1.gu.r 49o) Y ue obtiene por 

coa J ~ ue obran SGb~~ ca-

Para probar que la e presión (62) QOI1etiiiuye la s:¡lu-ei ón exaota 

del. pro bleoa.~ debQnon .!mcer itltorvenir taebínn 10. ec~ aeión d~ co· ~a

ti.hil~"d6d (35). Dio n tCooluc:..6n s do~!tuce de l a ;funcj..ón de t en.sim 

(a) 



ClS) 

que " cnIDO S~ ye,eoit¡ i e con l~sté'll'\1oi6n (62) . Se ue a e probar ' 

:Canilmar.rte ·que l.a ecuaci6n (35) 'qu-etta aatis:fe-cha,1.J.e nd" a ll.~ 1.a 

ihn-oiÓA (a) t' asi que és~a representa ~ét;t..L.~ument e la ~unción de -

, ensiÓD. e~ta y,. atli...~Sil1.O las aousa,ion '$ (-62!) d 

~part.i.e1-6ri e las ~e1iSi()nes .. 

Si "~e f}m~1de}."'il 11»& -ai~eun~~ene1a de ai. .. ~'tro cualqu.iarR lit ctl1"o 

Oéntro esté sobre -él. eje de las x y SéU tung~'nte ol. e¡ie i¿e las y en 
. , 

el. pmIl1H~ O '<ti.gUrs 4-9 a ) t se veri;t1cari~ oualquiera aea 1 pul'l" o IJOIl-

s;ili rade. deos 4= r. ?f)r lo t~,o, de aC1-'-&J'lJo C(l[.\. 1.a eeuacim (62 }, 

o' sea. que la 'tensión ss 1& malAS en tcXI-oa loa putl1¡oa d esa ouna, 

con u-() pOi,mt d~l pHnt:o _ .. d~ a_l1eaci&.n dé la íua-41/.a .. 

, ~n. un .&nmtn cualftuiera, U. d t. un 'plu:n~ hori:zontal um a 1a distan

eia a dél bOrii~ de- ~a placa, l.a..! ~018Pment.H;¡ nonnBJ. y t~genolital !ta 

la t nsi6n. se eal.eulan par ~ i$'li<te clal Vti.l0l' 'U.é l~ Q~pJl'~zi6n .aim.ple 

~ la d.ir~eci5n :rad.i.aJ.. Tendram.os asi (f1~ 49al, 

t.ension s Y. 

~ infil .. 1taI!!.ente gral de~ ya que -'e tret,e, (le u:ú..a i'uerxa 0.8 v-dlor in

finito <l Q e i'tuta en un nrea infini.tsi'Hm'te i)eq enn. 'Jn la práotioa ,. 

se pr-l.:luQe un fe11fflllenO de flu~ o plá:3t i~o do. ciarlu >1a.gnitud en el -

entorno { fll pun ¡, ('~ dA a licac16n, "da mnner~l que la carga ~4en r a l.~ 

PlU"t il'se en un are9 de ~'!{t~ e:i.tÍn fl~ ~4ta . Si 1. "l7,.ina:nt' qUoe l a pox

alón da roat-e . ial lllla e:qlé.rimenta el. f(!nóoono do la ! uidez 8a aa.J:12-

rao o de la. plaoa l!lad :ifill'!;t) 't1D.a péQUef'1a perforaoi0.n oi1.ll1{4:riaa ( ig¡:u:a 

49b) , las eouu(!iones de la elastioi-dad podr&n apl.· oU'rse a la ;:JO CiÓtl 

restru:lt~ do la placa. 



(76) 

t11inao de. un6, plsQB 'plana Be-.m.~fin:.t·a (f-tGlnt 51.)., QU: d~ ~1 ¡arSé 

a unasollloión análoga. Las cómptmentes de 1.8 tensión para esté oaso 

P PI 112 
IUlUtq a A. 

~ 
o 01 °2 S S 

- ¡--- .- .- -
~ 

.~ - - 1-

]A ~ 6 .... 

/ 
V l\ tXx 

./ ~ 1.e.. "' KK ]tQ. 

~ V ~ 
........... 
~ M In 10\, i\ 

'" ~ 
¡...-1--m 

x 
FI6.50. 

:pía dedues de la misma aeuac1Óll (-62·) Y 3-01.0 es noo(tsario tomar como 

eje pol.ar 1.a recta de acción de la fuerza,. .eom-o se ve en la figura. 

Oalculando l ·a -reS1l1tan't.e d.e ~.as :fUerzAs · que actúan en una al perficie 

A 

d 

r 

flG. 5~. f l. E>.52.. 

cUindrica, que en 14 figura se- indica por l.inea cortada, tendremOSt 

l · :tia nllul:tante ~Ui1iblt'a s l.ti1 ta;er.za ·e~l?i-or ~ y .aomn .las oompe-

t8$ T de la 'tAlltd.&1el1 el. be-me p~ano sen nulas. resul-

ta que l.á. soluói.ón (62') satisface las condiQ.1enes dé 't)<lme. 

On.ando $& tTat·a de -tuerzas oblleuas ~l. problélna se resuélve por -
I 

eUperp.o-s1eióu* aplieand 1aB soluciones qu-e corresponden a l.as 1'Uer

zas V'ert~cal y horizontal o'Ollcenii1:adas~ 

La tenai(in de 41recciln radíal en aual.

qu1el." punto e (figura 5-2) ~se obtiené -

part iEtndo de las eouae.ionee (62 1
). 'Des

oomponiendo .la fuerza 1:, q,u forma ~l -- . 

ángu.lo a con la vertieal., en Slls eompo

nent G~ ? e oa a '1 P sen a~ vert1 Qlll "1 h,g 

r1~ontal. ·t"é.sp,otivam lIt-e. X'ésul'tará de 

aouerdo oon la menoionada e:cuao16tu 

y~------~/~--~I 

, 
" " 

y 

" / 

/ 

/ 

,"'~ 

)i( 

A A 



(77) 

('4) 

Laeftaai6a ($a1 ) )~'1 p.or lo tanto. uti'li~srfffl (Jualquiera ~ea - II 
1& . d~11m de- 1a. f\l.e~J< '$ieaplre que el'! oada .(laSO -se t.ome como ~e j ,! 

pe:~_ la ~~a .4;.e .e~i6ad,Et 18 ~I"Za~ 

V-na . V-é~ QOft:oeida l.6 l:e-7 dé distribllo.i,m de laa t-ensi'OnécS" lé-B eo ... 

_im~s -Q~espQtiQ.i.etlt.e$ se d~.~Jlinan por elroeediJ:1:t4nto 00-

~ielrt-e. apli:ct_c ~as ' Qeuaoione.a. (45) a (41) f§ 24 J-
. . 

Para tina fl1e~ pe..r~icu..lar al 'bóM<t ¡p,1ano dé la placa (f'igura 

49) f; t~ndr91tlos 

. (e) 

{d) 

:en la cual t ( ¿J ) -es .una funo.ión. de Q un1cam.enta. Sustituyendo $1- la 

S.égunO.a. 4.~ '18$ ecuscianes fe) 'é integrando. r-eauJ.ta 

(.) 

en ia -cual Ji' (r) es funGi-Ón de r ssl.~Í#e. Re.-6illp.laZ:&Ildo én l.a ter

cera éeuaei.&l $.e~ g~.O (4) 1GS val.m:ea d. 11 1d~ "ti' ~'tenidGs 'G

(d) y (e) t se- llega a . 

(i) 

,1 

-En ecstas expre-sl.on.e-e~ A; B '1 .o son oonstantes 11e- integra:c~ñn qU$ de

ben dcetérntirtarse ."Gssw-&3lo a l.as oone.1vionee de vínculo l1e la pie- I 

:as. Reemplazan~o en ~ag fjcuaaiones (d) 'y (e). t.eni.remos §8N 1011 co

rrimientos: 
-' 

Sup oagambs que,. (lomO eon41ci~.n de v~lo d~ 1.a plaea de la :figura 

49. se verifica que los puntos fttuados en el eje x no ·admi-ten oonl.

m1en'to la~e1:'al, .st.o Efe. que para t' ~ O" V ;= O. oen 1: aual la segua 

de de las -$QU8cionea (gl BOa da A .. O Y e - O; mediante est GS va~ores 

'·de las OOJ'ltlt·ante-S de- 1ntéare.ei6n., ·el ()O~1nd.·ell:to v-értieal de loa -



· ' 
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'" j 

Para de.t~ar l.aoQn.stante B, VaD1-Oa a ml:poner que un punto del eje 

x q.ue diste 'ti del. -origén., no pue,üe moveli"$9 v$l'ticalJaeR'te~ 11n la 'e

G.aoió:n (h) se tiit1tdrá r A d". Y luego: 

Oonocidas tt3das las odlátantes de :!nttu;,rac16D. l.Bs ecuac10nes (g) 

perat1:ti:l'a cal<n1lar el t~Te4tQ ,de cual.quier punto de l.a p'laoa seUíi-

" ' #4 .... i"'-1$ ...... :10 :vea. 

S1.
t 

pOTejempl.o. quled.eramosecnocerl1>s eorr1m1en1ios que o-xperilllq 

tan l.05 puntoe del borde de 1.a plaoa, 'tene..rí.waos:. x~r ... ualeular los 

O-orriroient-c.s b"orizontales •. 'la .t>rimera .de las eouaeioo.:e.s (~d no'S 'da 
... 

con a - ,:.. fl/2: 
(67 ) 

'Ista nos d.1oo que toios 10s puntos del borie :J'éc tilineo exp:e1:imentan 

iguale eonim1~t()s. d~igidos haaia e~ oriGeB., 1.0 cual. p~e ser 

eonsid'are4G " isieamen"te fa~tj.,b1et- ya que -eono Sé :recordará- h emos 

supuesto haber suprimido la pa-rte at) material ~ir.lÍtada por l;ittia su

perf1eie 411indriea de radi ptilql1efio en "terno al. punt o ' d e apl ioación 

de ~ (figura 49b). a la ou.al. no, son ap1.ic-abieslas eouacione s de l a ' 

elasti.eidad. ~ Jleslidad. esa porción 4e, material experim-enta una -

deformaoiÓ11 plástica. qu.e permi t~ los cor;riz:¡ien'to1J (67) a ~o' largo 

del ca:nto reotiline,o. Jiln cuanto a 1.os ~-orr' ient.o vertieal.es que 00-

rresponden al. borda reetilineo~ se cal.aulan ap.licando J.8 segunda d e 

las eeuaei10nes (g) . El trayecto hac~a abajo a una distancia r del. 

origen se obti n recordando~, e V 9. IHrsitive- Si ). ~~Vimim to se 

efeetua en el Séfltido del Q:JleQimic8l1.to de los ángul.os ) y que la «e

formacl.6n es sim6trioa respeoto al. eje de las x . De esa mane-l'a, ob-

tendl:emoe: 
(68 ) 

Ji lioada al origen.. eS~B ecuac1Óllda pára el. a orri.mien1¡o un valor 

infini amEll'te grande:; p ro puede bviarse esta dificultad si supone

mOsteClllo en.t.EHtl. que una ¡J()~oión . t31 ma,,{fI'ial. Que o.ircunda al punt O' 

d aplioación 'de la carga es separada oortando segun una superfi c i e 

oi11nd:d.a de radio pequeño. para It.ros puntos del bordé, 



l.P ~1&. (es) rosUltan para 1.1)'3 t;ay~o-t: n. v 1 i"-fitS fini:~a4 

1 .~~,4t 9..~~~. ~ b'1~q_l?dl.t~~~Jt dJ3 j1tl's p+aog. • .

ti !lt1-p<m.~ qlI$. lao (,l.'d~M i.le 18$ -cunas de :la figtlzaSO ( 29) t 

$$1 1(')8 vaae~u~:$ delaa ten$i~ ~ig.imldaa 9<fr una :fuerza \mi'Caria 

por' ej~l:&f! 1 _$. f: d!4has (l~ ~m. 1.&S 1.:U1~ dé- intl~ia ... 

1a tu.:eraa 4·Q in'tens.1-d.s4 Jt ml un punt-o H fl-el p::t~.o ttv:í~ ~ o\lt1ene -

~nl:t1p'1i:CBtñ-t') ~(S)r ! l.a ~~-on-ad-a lfK. 

S-1 $Q\tr~ ~l bord~ hori~al.. A'lJ, de la J)~ eeml:irdJnit--a qné ... 

e'O-tt$i4~r'3.mt')$~ á .ettÍd valtlli~ $f,,~·~·iJ.~ V~-10filqlJ 1'.r irri:t ~P"J,. -••• .,. __ -
, r--

. b~Í$n~n_ l.ae -t,ensi;one-s {U'1gtnadae ~ -el pl"anGmB ~$ldo loa val -o-

:r--es q\lie C()~zr,efiP~ ,. aada una d-e el.las ... las ~s ~suJ:t de- 

~6~ 1as ~ttrJ'ae Q y -oansar-\li4as ~ 1.-6 :luaN P',. d e 

manea que aa O1rige se$ ~ ;puat-o dé ap11~.ae~ 1!"esp.etiv-o, .en e-ste 

~o E¡lJ 02#etO. Po:r e,,~l.Q'J lIa teaim n~al. pl'{)duaida por 1.a 

~it'Q l\.. en el. punto 1) ~ .pl.~ = .. ~s ~. al. prodn:cto de l a -
......--

~~ _ v__ por Pl.. Anal.-6g~"e 'Y _ ara el. mismo »untn D" .la -t-en-
-"""'lo 

• 7Zi"Qddnr 

gjÁa tilm- ~gina 1:'2 .00$ 112 Xzs P2 Y aal SUOO-$i'\f~l'l't~* La t~n8i6n 

lI.ormal. t~ifa'1 .. D, {)r1gUla<1.a. l.c aooi.-Ón trl.~~"~.,. ¡~ P2,.. .... 

-é-S 

La ouna ~l. . X
2 

d'0- 1.8 fi.~d -SO 6S~ pUes, l...u linea de intlueBoCia -

4a la tena! i. l.lO~ . el ptmte 1). ptlr l.a ~ l:'Bzén :la ~U1'-

va e le l..1nea d9 .mtlueltftia \\.e ~a~ t~aiOl'1~-S t~ia.1e.9 $á 4L 

punt.et D del pl Q • 

l? .... :t:ed 1~ d~ $~t8s Olll"V2Q Frrlt._:1'tl dht~~~ ~~U~~~ l8~ Q"-j¡1o

Mnte-s dt- l.~ timsi6n en e]. punt,o 1, Dara -Qualquie-r -comblfiaei-M ile ..... 

aJ.'",zas· rlitl8l.es ~l.iQadas snb.~ oJ. b~a, All d ~. !.. 'lafla c()1\s1de-

rada~ 

La tenm&-. normal origj.nada 9n 1. pw.1to 1> p ... 

meiilentt.e 41 :f¡.,1bUid:t1 dé- in~4 Ji q que aQtúá sobra a p(\N1m . 'é 
. trt¡ 11irl&o (tigu.,r.a 50), . e et~t;i1na auJ. tj¡pllca do p.or '€l: 

S& é1\ le 'f1~, y qUé n -tU'i ñU.stl rf'ie1'f) Ifle infiuenci.a. 

m. prt\b].l d . ln carga untf :ente ~arl:ida Wldé t j.en ser 



(a) 

~~ 11 !$ .~ ~m:te., L El <Q~~'t&a d~ a t .31m son 

~ará st& eta~:t 

(b) 

~ar~ la plaQfil ._lind~t1niaa, 921,.,0 .se _aAu.~ u 1.~ :t.1,~'X'1bUeidh 

d.e oargas rfl¡j.:eseu-tada $1 l.Q f~ 540;- $la -t$~a t~ftni1V9-rgal de 

in,t'Gns1dDd -Af- Jmite~~(tnte distr-ibuida en &~ b0%'4~ d l~ ;pJ.aoa~ '$ 

\inSi (,.~&a w;:~ u.uifo~_te !l1stribuida M :tnt$i~ A-, • qu. 
-, 

tlalta 't).w. ___ t e A& si.f!P.G $.n .1 :o-r~. -o. J:i~a 8S~~ a 1&8 tu.ez I 

P$ .. ~ido ~~~t!ft¡~t • • tm$ gtUa~ ¡,u ~$i.sto:s tia l.as ~ 

- ~ ---

(t) 

I ~~-

n $. d-e lo ta1si6n, que aetúmi. _ un &1- 1;-0 '11. 

, .. 



• - r 

4. las -fi~s 54a'3 541), se obtien.e- el. oaso .4& Wla earga uniforme 

. sOb~ llaa pCfl:ci¡m; do:l horde reot.i.l!ne.o d.e la p.laoa, s~ se in ioa 

'$1 l.a figu,ra 540. La 1:l?:~nai4.ad . q de ~a ~~a un1:fomem$nte 2'epsrtj. 
\ 

La 't:&nsiÓll ~ll 4\ialquar punto de 1.a lllaea semiínf±ni'ta e-s'tará dada 

éAllonc:ea po!" la fun·e1&\ de tensión 

(e) 

Las cl~tom80i-Q.n.$s d-el bo~e ~eot.il.1n" puM~n -Oa1~se1 eualqui.ere I 

.~-

. e$Q l.a tliat.rihuel&a 'e la oarga. 

ut Uj.zando la- eeu.ao 16n ('8),. f};Ué 

, ~ 
~ a.-eilacitla :en el; 3 29· para él. 

~alle 4=9 ~ fu-o:rss C()IU)entraia. 

LlamandO' q tl la intentddad tl-e l:.a 

~arga ap 1 loada vert iealJnentG- (%1 

gwra 56). l.a defOlr.~aeiM en un .. 

punto e que di.eta r de l.asu.p.er- ¡:::IG.56. 

~10i de cargael . &nta1 qdr, sombreada en l.-a t-igara, será, S&.gwl. -

la &euaca16n (GB), 

(8) 

~i ~a carga estuviese tullio~ments :rG.iHirtidia. h utI;lJlHJm&d. q -

seria oon st.aut e 7" en:t.etHléS 

eh} 

Pare. un puntó situado d.entro· de 1.& z-ma cargada (figura J7), se t~l1-

4rá anal.gament~: 

(i) 

La eO'Wilet6n(g) pue4 emplearse tam ~ n para eterminar la int'Ettlaidad 

t. de 1.a .rga d1stribaida qua origina una d.~presión dada en el bor-

·i réct i ,,_ 

tenté en la 1 

la distribuci # 

clm"¡tiendo. p~ ejemplo. que la deformación ea O-OIlS

gi.tud cargada (:figura5a)-, se pued () de , o itrar ' ue -

de la pl'eaión a lo l~u."go (le 1 misma ea~á d.ada por 

l · 
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x 

FIG. 57. 
y 

FIG. 58. 

31.-Qp.§~ C&r,gada mt SU !!~tioe,.~ La d.ist~1bución á,e eaherzoa d e

nn~illada radial. simple. que hemos encon1¡rad9 al. és1iu<l1ar ~ll. -el _ 29 

el caaO de una ho~a ec'1Q.ceni7:rais. p-1l.rie utUizarse 'taab-1ell para el 
, 

- eálculry d~ la ~2t1ga q or1gma un-a fuerza oon(}~ntrada actuante -

sobré la arista - e una ouña -triangul.ar. C-U.MetO.n~ tiJ~~r1a, ee140 

~n el caso de la f1gnr-a 59,. loas oondiciones 
_ .4 '"t 

que corresponden 8 las ceras J D - $, que-.-

dan satis:foohas por 1ttlsi~gu1ent:es val~e.s 

dé 1ae COl!1pon~t~s de 1a tens-ióa (se- o-onsi

~éra la unidad de l.mgitud de ouña nomalmor! 

-te al p'la»..o- %$ ) t 

p 

FIG.59. 

La C'Ofist - ¡t,e k so c.e-te,t'm1nnrá -de manerQ que quede sat-isfe--cha para 

el punto e la o-one.i.eión ó.s ectui.1.ibr.il) elatr-e la fuerza exterior p, la 

resultW1t~ de las pres.icnes transmitidas a 'la su~ e-rf'iei. - ellindric& 

que se iHl i08 en la figura flor la ~int)a tia t1!'aZ6S. La ecuación re

suita, de @sa manera: 

dR la oual, 

-f en1endo n ou uta. las .. cU8oione$ (~) t resultará: 

, -
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placa eeru.iindafin ida. 

C(yno pu< de 'Versé , la d.istribu.ción e las "tenoionas normales -so-

bre una se-o.ciÓIl tranave'rsalmn no ea unifor-

J'1l:e., Y la ré2.acUn del Ve-~OT de la fatiga en 

loa pun'tos m ., n" a la muima 'ti-ansión OOl"re..! 

ptmd1&nte 8l.centró dé lea. lUSUla seceián t-ranJl 

V-erlJal.~ :tét1lü:ta igbUil. a ;$t)S4 e _ . 
Si la ~l1e:rea es pe-rpéllclieul.ar al eje de* 

lmcuf1a (iisaa 6e) se u4de ~le-a'l" 1'& misa r\(;.60. 

soluoión(a) :si el ingulo "" Sé ,.mide' a partir de ~8 re-eta de ~t)ión 

de aqu.é-lla, t~a COleO eJe Itolar. 14a cOBs'tan'b , k se d~t~ina par

tiendo de la éCUBeión dq ~quilibrio 

y,., or lo tantd)., la tensión en dirsocJ.ón rdial. está d~a por 

En una secoi6n t~ansversal mn. las tensiones normal y tangenC'ial. -

qué origina ~a fuerza p. nibrmal 8 la bi'seot1"u áe la cu:da 50tU 

(b) 

y llamando 1 al .momento d4l ineroia de la seccián tranevf)r'sal mn, de 

las ecuae10nes (b) resuJ. ta 

(e) 
3 

Para valorea pequ ños de ~ , él factor 

nuy aproxim artiente i€;Usl a uno y ~ntonoes la ex.))rasiÓIl da la fnt i{Jl 
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eoinc1de eon la qU& da ,1ateoria el mental d ' la flexión. La má

xilla' tensión tanwnc1al oorresponde a los pun-1H}S m y n y su valor ea 

doble del que da la teox-1a eletnéIltal. para el barieentro de la séCtOi611 

:rectangular <le 'Una viga. 

'Fo pN3ssim i las soluc1ones do 103 doe casos que se 2'e~esélltsn 

Gtl la f1e~aa 59 Y' 60.pod~QS ltOsoJ.v-er G~ px.ohl.ema pa.::-a una f'ue:rza 

P .de direc-e1én cv.al.q 0l? nen el plano X;¡, tlescOntp i~n<iola e-n dos 

OOlilpmentes y aplieando 1$ 1'fi)3' de 8u'pe.rpoaiei~. 

11ebe t~rtGl."'OO en Ct'lenta que- l.as soluciones (69) Y (70) son '&xa-c'tas 

tan 901.0 én el. caso ,$lt qUe la cllfiQ éste soportada en su extremidad 

fija,!1or 'iu-enas dir1g.1da.s radi~eo;nte y 

ouya c.ia'tribu~ión obeclez.oa 8 4ichas ecul! 

oiones. 'J)s otros 

mi oha d1-ataneia. ~~l ap,o'y:O. 

---

~ 

F/G.61. 

l2.-herz~ ... a-onCt~nt!,!4~ !....l&~1.:!!l~~!i&'i!~ De t?al1 inter" 5; :p1:'~etioo 9 S 

el problema d~ ~a di st.:ribuci6n (le tensiones en una viga. sry"llrs 1.a -

cual actúa una :f't1~rz.a oonoontradll. En el 19~ se . ha d. ostrad~ que 

la aistribuoiÓll de ésfue-rzo.s que una carGa uniformemente distribui 

da .origina an la$ vigas de se~oi6n rect.ang)Üar angrJOta puede c:alou- , 

3.ar non ~xaet1t1,1d aat1sfaetorifl ut ,Uizarl.d.o 1.a tecria eJ.émental. de 

la flexi6a. nn la roximi 4 ad del . unt 0 dé apl,icaaiÓl1 de nná fue-~a 

COllcantx-ada ~,El ero,,:una p-nrturbaei6n ~oetll de la distribu

ción d& 1 s; . QUsion.es q,ue hace necesario un estu.dio mas dé"t-enido. 

Og1."\1S . J.lsou eatudi6 expe ... 1mentnlmonta 'por :primera vez estas tensio- \ 

l1es lOOalizadas .. POT me 10 de eusayos re.aliaadoa con una vj.ga 'l"eC

tangular de vidrio J..ibrem nts apoyada e;;¡ sus extr dadas y eargada 

en 91. medio (figu.ra (1) y \1tllieatl:CiO la lu.¡ l)cola¡'iza a ( :' 38), de

mos.tr6 que en el punto . ,¡\, de aplioacir.n de la carga, la d~s:tl:"i ción' 

dé lae tensiones e apr xitla a la' qu proauoo una fuerza concentra

da en una placa semiin-definid ; 1} lo largo de la s$caión transv-ersal. 

AD, la tensi6n n{'tmal, • no obedece a tm8 l.ey 11ue~, y e el -

punto Dt opuesto al do ap1.icaciÓll de l él fuerza, el esfuerzo ~ trao

oión éS inferior el qu resultaria ~ aplicar la teoria el~mental -

de la ·flexión .. 
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1f}er, s re$u.lt~dos h?:ln 616:-0 exg1~c&üos P{\.J¡" <h G. stekes ~c·'-Uf'.ri~nao 

a .-ciertas W,lposieicnes empÍJ:>i-c.U:U¡¡'e; S-agun dioChQ autor, e~ .eist Hi l:e

pr~sen:~ado !>{,}l" la figuxa 61 ,Elu.od-e obtenere~ su.per.poni iudo los dos 

31st:~me.s que 1l1U-e ba la :figura li2;: las tfJllSiCIl-l9B :tad i al~ s de oomp~

s1_~~.eI· ae'ttisl en 4-as a:e!ll~itm~Ul lm~ _p ypq de' una placa s.em:tiJlde-

.f.ini«a (fi,~ 62a) son amuadas p01: tXOacQian.es radial.s,. 19WUes, 

q:a.e. éb~ .en, los costados d.e l.Qvi.ga NotanguJ.ar apOyada en n y ~11 

P (:t~ fab)~ ·w:a :ftQli~ar ~l. ~.aSt'l t-.ra'tad<J por 6t.ol!:es« se debe 

p 

'FIG. 62. 
--o ---..,...,....... 

supé~(')ner las 'ientdones ml :U$S V.iga7 a l.aa ql.te' <'.H,}l!.respOcn-dm él usa 

placa -saml.b\d.efmida. 

Apll~na..o 1.a :tórmu1.a e1.EmlenlMü. (te la n ,xión Gl aáleu16 de las -

tens~onee se -bimilrá: el IllOmsnto fle:(,rtot' en l!:i ascción transversal -

media AD de 'a viga ... es igual a. la di-fe~ncia ent-ré ·el mQl'Aent ·· do 

la rea-coi6n R/2 y e~ mom~to de 'las tuerzas tle t.rac::i6rtde (i1r~o.ión 

radialeo:r-reapoodien't~e ti la mitad de 1~ v ' ga. qua Sé calcula faolil

~r:tef pues esta di ''ti:t ... 'blloión Y<adial es eat·átioamente aquivaJ.ente -

I I 

a ~a de l aa, pHsimes sobre e~ auad~ant.e al). de ~a 13ui1er-~ioi-e cilil!í

arica abe alredee.~l."del. punto A (i'igura 62{l} o illen.tmti.endo en. euea I 

ta la . aO-UBo1ó.n (62), e\iúivQ.it) a una fu..rsa .horizontal p/;~' y una -

fuerza vertieal ~/2 aplicadas en el punte A (.ti~a -62d.) . l?o~ lo .... 

tantO',. 0'1 moraento fle-ot 'l'~ de "'Ue se 'trat.a, oorá: 

y 'las t.ens1on s de flexión ccrli'eapcné!i{)nt"0S (coso antes 1 l? es 1a 

tuer~a por unidad del eS,i.)esOX' d~ lB p~uoa): 
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. A astas 1.,e.n¡¡¡j,e.nsa debe gum'srse las tfilsiones da tra coión uuif",,?m.e

muta diatr.i'bulii,as. p/2. ;~'c, que origina la trao,ción :rl/~, . 
- ' . 

fÓ~3 ~e ~:f.:nQ'!de·· e0l'! 1.a que St6k~s propone enau trab.ajo.-

~eQe l~arse 'Ulfta ~pl:'oXimaciániaeq or $1 ,se usa las oouaeioneB 

(12 ' ) ( ~ l,sr.1. 0bf!"e'r'ran40 q_ en la cara itif'9'lrior d~ l.a v1aa exist-e 
~). ~ 

~ 4istrib~iM etmtin~ de g~'ga. (figui·a 62b) . De soua:re..o eOfJ. 18;$ ' 

tHJ:t1.aciones (62)" la in~ltsiiL-&d ~~- ttsa Gal'ga en el punt.o l) ea JI/Ir e, 

de ~.ra f¡ue 1itl1trl¡ita.yendo ~n (32i) y u!Eb~()" <:on ~l valor d~ 0-

arriba eroJisignado. se l..lt;ga C{\f!-?) ~iulda :B';¡};¡:r~xifaaoiQn a: 

{a} 

rara ol:rten0l'.' las t-ensioo ' 'S t-otal.e-e a 10 largo Q.e ·la oooaiÓll ~ . -ebe 

agre~al's& a éstas ultimas e.,Xp-reeion-:es la.u fatígast 

-
'.La aompa1.'~.1ln d -l.os val,o-res uaaos pÓl7" ltls -A[onac.ime'S (a) y (h) 

<Jan una -solu-eiñn 1llas -exaata (~a3e' -el. auaci.:.. (') 'd.e i"act ores t' _n e ate 

líñsmo 'p~~o) J' ti.Q~u-eat~C. q~ flqut'fll.as P~.Ei!ri'ten una e-xcru.ent--e apro-- -
ximaeia en 'tOQ.(}$ los PU1l'tos~ s éUvn n lJ t ~n:la cara .m:teri cr d-a Ja 

~at' pura e-1 'oual eOJtrea~oude una (.tnr~aoión .(.1.1} la :rómm.ula a.$ la -

e 

.J. Bonssinesq ra-aliz6 la primera t-errtativa para 1.1i3~4r a. una 80-

lueión mas xa-a:ta del prt,ib:¡ .. ema '1 parca 110 utUizó ~a soluc ión de 

Flru::tant pa-ra la "luca se.mi1nd&finida (vide ,; 29) ,mad iant'6- tJ{)r:r~Qe1o-
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np (:€1gur~ 62a)~ auptlrp-nnlf!)l1<:t-o un aist~ :le 1t tl-sl'"'l'lea igual 11:1 y 

a"9 a1p& . contra.1;fioJ 1.11930 oonsid~l'$- que 1.3 171. es una ¡,tluca semi

ind-efiniua 'llle se ftxt1enda ~,,~ ~~ú.d,,.$¡t d..$; lA l..m~ ~v. ;r ~.i'l~s r:l'W~-. 
van«l't.-e- 1.8 ac-l.u1Ú6n de 'lcsen-t. aotnr, eS'te $i~· a e ·r~O't.ivo intro-

duce, tensinn a su,Pl.e.ra.9.nttlr1as sobre la 08l"8 suye7f1or e l-a viga , la 1 

. Étl.~$ por una nu4V& qliea(Ji-ón (iela men~icnadn GlUOiÓll y a'S' 

$ucesivamen'te ... La OO1lvergencJ...a t)bt.en1da con eate pr'.)ooao 

1ia y sus __ l:tad S1 p~{') _1i.i~torl0S.. 

L. ·G.' PU_ ha ~o l.llm snluc-tóD dal mi~~ problema por l1.ledio 

4e ~~ ·t-rtgon~. Ls l'.emul.tOOftS ~e tlioho m.lt r elrtuvo 

en d¡iw~sQ. QaSoB l»lrt1-eul..tu"éB de QUrga ~·ee.t:radas (ver 2"),. Q~ 

~:tiñ~ ba8tanta w.a ~ "les- d~ ~ lnvetft 19a<l:1.~ Me re.oies 

, t.a. 
B.., Lamb _ aee~c6 • ,."as a.13 go~uoi6n lid pr4bl~a. O'Ollsi e-

:I"~~ lllUI ',yiga de l-ong1itud in~4-&.finid.a. sobre la que actun lmoi.a a

b~j o :¡ .baoía an-jJ)a. ·Bl.tflmadU}OOn'tf)" Eue~~ i~lfJS eqw..nistante s, 

La_ D.n simpl ifieu 1.a anluo.iÓn d~l prf"blema iU.di:.:oonsl-on.al ¡¡ ob

tuv~ $oua~· M$S do ~ .las .p i. ha .e1 1 aS't 1~8$ pa~ d!~r"'cq <>aS1.HJ. e

.t'tatr6"J as-llf1ism(l,. la gi'M ~~l,~.;:i\'$A . . ~~ ¡~a t~~ú ~hl~.:t.J.\l. ~& ~a . 
:n(t~16n de Jjemmtll1-Eule~ Ol1ando l.a altura 

el'1 c~~~ión een en lmg1t-'l1.d~ y t.amblén que 1a e rre{l~l~ ael e

te oto G la t-uerza tl'answr-eal. d. R.anktne 1 Clrashof ( 18) eS a~g 

~rnd8 :f d be ser reduaida a lUla 'lluarla :rttl. 

Da ,gns,l-R"-.JUl lR _dt@S() .9~~ .. {lcnsj.4e~~()S pr- ~rooen1¡, un 

.ne·m el Q:Q ti" ~ra:as !gual:M y dé' ~-tj.i .~s tJ~-stos. 

· ne Gtutm l.tts %t " 1d des A-é un 't i&ím~r.All ~ ln p-'i ~ (fig. 69 

Si s . adm1't. f;!UO 1ltlda una dé .' as . t'tl1U"~ 'p-q~ su nnd:t'etl()S <rorr~s-

p .. en . a l~ uni4 · S 1! 0.&1 d 1s,oo-o~igma una di.atr .ibucián r e 
. . -
dial 01:mp1 - t · si . "S éOUl ai:6n(62) , p :re s oal..CUl. r l.ao Iue:!'-

aae que ha\}_ ql1-epl.icar $ la perif-el"Íll del d' s.c¡c am el objet Ce 

:me.n'ten$~ 4:toha distribuei.Ótí. '. un punto Clltll UUU:lt2 w ,:de la cirC\lJl.-

1e.renQ18 obrarán 'O~reaidlle$ dtt direaeif'lll-98 r y J!>1 :e intensidades 

re peet1v~nte# 

.. 
(1{'\mn- ff y :t1 8.0.0 P~l!'b'~..t~·lo\t}~~ ~-t;,r..& Ú, :¡; ~ ~i~ ·-cien · q 

do el diruaet.ro <l 1 d i.eeo~, 



, 

. oo..emos · -C'cnclui~ <.j,t¡() las ana ~ensi.on~s 

pri:n\)!pales en 11 $Oll cc..'1pt'!3sif'-:sas iSUl!. 

1" a 2l?¡h·d. Por lo tanto, éJI aads 

uno \te los p~anoe-· :pe)['lH~llÜ icularee al. 

.pl-ano- ~$l -&11800. on al pun'to 11 ~etú 1.:8-

1J.1.~ 'VtUlmlén d~ oompra131ln y pare men 
tanere,l 1!~. de ~lBtlri.1mci!f.n~5 radia--

( 88) 

~--+=-t-X 

. 1&$ aii1lp1.és de t:ens.1onos qlle a~ ha w-

J!uesiio 0xi~;f' $a~ Tl...eOéaWio ap1:ica.? FIG.-69. 

a la Qirounf~aia d~l. di.soo :tu~e.s n.~l;(j.B aG .aonpr-eaitm d.o 1n-

tensió,ao. Goo$tanto ~ igual á 2P/;,.. d • 

p 

si nry"nre la rrer~farie. de.l di.aco no a etúan 

fug~nG -erterior~s, ·la t.enñ-6n q cualqui e:r 

l'urrte ~ obtiene; p'U.-tks,agrcgando a l as dos 

distri1J'af!i~HH! radla1és si.rapl:es de·e -tensiones 

t.m"i,Ú~S .rnel1.(J..lonauas. ~ traCá.'Óit _ ~¡ plano -

del d1sco:s· de magnitud 2'21.;~ d. 

Conside~el'los }more: los e:sfuar~<tS q,'Qe .H -

producen en la seoci6n ~i~tral honztlll-t al 
f\G.70. 

d.e~ di$Oo que pasa P-01:)1. 29'1: razono$ d e $1-

me'1:Jt.ia 'P~os af~~ que -en cést:e pl.an1l) n-$ hab-rtÍ ~~e;t".qo-s t-angen-

\ 

sion.~s l"~iw.~s .& iguales,. valdrá: . 

en l~ t'!ual~~ as la diatancÜ! Mf y ;'~'. el. t1neu1.o 'lU-e l.orma .AH cet1 el 

diámetro VQrtieal-. Si se sUr9-orpana a 3g1;d ÚltWl :f'~ti&l 13 tratac:i-6n 

tlniz-02'me 2P/ ~ d, la tena!Óll nO!'i1Ui: t nal ~",t\ el p 1 a:a o horizont al que 

paGa ·por lf. r-!))S\íll:~a 

11agnre:mos n 

(b) 



?aoaremos a estudiar aboru el caso en qu.e dos fu.er 2J8,s igu..aJ.es 

y opu.&atas obran 8 lo ~arGo de una ()Uel"o.a AB (figtl.rn 7 l . SU'p~it1fl-

do nueva~mn-te dOG <11etribuoiones simples ractial :1 -lue parten de· A 

y Jl~ l~ t.msi·én en un p~-ano 'tan.~Emte a la eircunt~renc-ia en el pun

to llJl se- obt:1en& por ~uuerl)l')'s:lci6n d..e ~1. os coa.9I'e.sibn~a rad i ales; 

• d~ üireccion~~ r y r
1 
raspeetiv~ente. La 

no~· al Im a la tangent.e ~n!t s i~l ~Jiároei.rp ';¡.aJ. d:"sao, ~e maue~a 

,que '7 1m1i am itriángulos reQt.ángttlos y los án~Og que forma 

la ·normal. 1m oon. ~ 'JI ~ s on '· V2- .2 7i r /2- ~~ ri3t3pect ivamen'te. Las 

t9"naicmes normal y tangeneia1' que ' Q() ... resp-onúen a W1 element() del ., 

(o) 

. 
S~ pUédé s.implifi.o.ar ~ tss. eeuaeien'0sob~and.,> qu~ en l os t:rián-

(4) 

L·'" t1gll.'r'fl 1f> nas dice qUé sen ( ';, ~ -1) per.naneoe ctOll-stant-a en 

str.ibutti6n 

r.adial de- 'tengimep ",u-e ss ha S ' puest o. será necesari o apli.oar -

fuerzas d e eoolpresián unifom ént'9 .l!"ó-

partidas~ de 1nt-ensid, 

sen ( ¡ .... ~. ) . 

¡m el caeo a. Q un disco cuyo c~tO-""no n., 

reciba lIDa oOUlp.t'esi' U\"'lifom e" ze lle

ga a la. solu.o i 6n con soll'} s ,peX'!,nn~"" a 

lae d.o s ci.ist :r:ibuciones r adiale-s simples 

---------~--------------==--.--------------~-------

FIG.71. 



34¿- ... la2..~~~~a.~2!L11f¡i;W.!!.t..~r.~'-~ ~ '@t ? .. un.1f> .• :: La rA) ~.

Qi~n d.e :fatt€Uo _c-r.ieinad~8 pn:ro- :t p a-p).l.CRQi';ndA una fuerza P, que 

aetúa en el plano tn~4i de rula plaaa de ext na16n 11imitacto. (f g .7)a, 

(<1) 

FIG,73. 

se ob'teruirá "i;ac:LlmaI'te por 3Upe::',tlos::'ci5n de oi.utam s 'lile ya hmuos 

~llJ .1.adn, 1~ qua nn q'U.l.era nec.i~ qua ae pueda re!'l~- ver el probl.e-

placa ze.'n.iínfinita en 18 . .fOTltá quP. !'luastrrm las fizuraa 7 Jb Y '130. 

~ e:fec 0, si J~~ l s corrio.ientos -vert .calAs s n igll-alea en a rrJ.-

.g 111 larg e 1. -
d~ade ei. -un~t.) ,er al. 73c, ti nen B n-

tí.· o co::rt'rario. ~a·_ OO1t ' ~ionQG (67) 

(a) 

ae abmn s d e 

la g0 " 1("9 .... rd cti1in~" y 1''19 e :rr~1 1; s uoden ~btMor-, 
!J ,;Jlican o los lta1.ns obtfID !)!J ~n ~l ~ hl~.:!la d arrü 

~u T f1 ,:w(~ a ~ ~u g r~ . .:Inr.tn p.!l 1 3 ( 27),' :l.e -:1 a 1--

d~ la c'~!'Va eire lar i.!lt .rior (le la oarr 
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:¡ue e;t. ~dio 9 lI'3.::;: X' ~u.¡'lall·~a ludo:'inj.~WJ:Hnta .. Lú tlC~.i" (57) 

largo del bü:r(te lectilill~O d"'} ~gtd Jl~ca: erí la {i.reoeión de- la 

fu rza oQrtantf. aUe 3:etlía ,;) ':)h-re el israo: 

J:1~ v~lol" r.H~ la oonstartte d e inte-gt'ac1~n 11 d-e'fJ~ S'eJ.~ ajustado d e 

manera !.lUEI de-GIl¡,>are2:oa ~l cG:t:rimi.ento resultantlil da las éxpre-s:1o-

n013 Ca) y eh). Se élesprelldé!, p~s, c-0llt:orme !l ésa ~on.lJ.ui/n: 

(e) 

W.e obtiene 2si •. .(J01a:on.réaultado de 1a sup~rpos1ci.ón o.a los casos 

73b. 730.· 7.3d Y 13s't el. de una!}1aea Q.~ extensión 1nü.e::f1ni da car~ 

eada all 1ln punto (figu.:t!a 13a) ... L:.a$ te.n$icm.s eorraspOI).(¡un't.:as se -

~b-ti~e-n ahora feo1l.11wte, SUlJ.eL"pntl1.9M~ l.as .t'atigas q\le se pzesfi@. 

tan en una placa ~in'fin1ta eWlndo OUX:f;i s~bxe ·su. borde· Utla ~er-

33 normal. '2/2 (ver ' 29' '" mm. 18.s ten:...iou-és en la 'ba;r;L"tt ourva, en -

~~ eAP:t". ~dntHls :figura lu umsta.rrte de in1tegracinn ~~ 

T'=-nie-nuo .g.n cuenta 12 -lli:ferenoia (le ~ jes p'-olu~a cQll.sid~adOG 

9íl ~as :f'igUl!acg 43 Y 73. Y utilizá'ldl") lee ~cuacionea (56). l.aa ten

siones en la . barra ourva valdl.-án . cuano.o el. ~.o ~e mi.de ,a1 -

e "'m o ind iea la ;figuro 73: 

31 se corubina estl')s valoras cM los qu.a da la fÓ'rarua (62#)para 

los eafuert:os lue úrigin-a la carga P/2 se f.)btien~ para la plaoa de 

ext.~n$illu llitll teda la e:L{;)uiente dis"tribuciárt d" tensian~h3! . 

(12) 

3u.pong' yr os ~hora 'iU:J en el punto \l ~e lú. iJ2.~~i. i~"n3id. ada (fi ~a 

73a) e -U"''C\JL: oa un pe\iua:i.io elpmHnto lir.::" t.~/ ' r) l)")r Yl{J. BU~tioia o:U..!n 
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drie.a dé radt~ 1n pr~;ve-é'ta;ado l as fU&rz6s ~ue a otúan g()b:re d iaba 

superf 1el-e en las d.ireoci nnes x é y . tndriamotH 

1lJstas expresiones .n(')s di",en que ~aa fuerzan apl ioaG.a(1 en la pe

;r:i.ferla OU.inill'ua d~l. e~emen:tm repreue-ntan ln carga I! ap~ioadB 

&11 el punte C. 

Latl onnlpnneni:iea da la t 4 nrd,I1,..t qn w''''l1'-detv-\'::L:·:u~ osr:; .si.::Xr.Ul3 fJG 

de~p~dea de 1.Q.$ ~~u.ac;ionea (72), aJiliaooao l{H~ couaa1'1'ncs (13) 

9 • De eaa fi1W9X8.1' 1'6,.$U.lta.:. 

(73 ) 

ES1ias fo.rnulas re... lven el. caBO d13 'una t'uerza cmo~ntrada 

y perm1t n obtener, por meüi0 d~l. prinoipio ·Ú.$ st1!)er'pI'}.ai.ci.~", l a s 

~olucicnes CO'fi"('(,'Poodient0J31 a otros canes ;)9 cargo. !Jea. J'Sr ajé! 

-p10, e::' ca;;; que l""epren~nta la- f;:'¡;U~~ 74, 

~1 ou.~~ dos uerzas i.gu ~es y opueat.- a 

avtusn sobra una p1.aca de a.-rtensiÓ11 1uae-

finide., ap1iewi a e 

s~6n r u.e sa presenllQ e.!l Qualq.uier PUl/.te> 

se obt..!. 3ne -~.lporp tll.é o 1.1"\8 IJsi er~"s '-a"W3 

o y O~. 

rliou a:¡ 

ryr nos 

f" iSU- CJo 14 ~fJ i.& l.m ~ 

f l ~. 7A.· 

en el e1e

ante-

e 1 



., 

. 
glo 8 ..... \. I,r:b.tc . .1l'iQ d ~ é.~ Ssnt-Y'1t).,'?.:nt,. por ·j;r~J-tarne ¡"\~ . do-s ~lif.GrZs.a ~ 

equilibrio, s.gl:loa· as ~ 9lU'í't.t)!J ~.:( 1)l:'6xJ.uou .. 

flG.75. 
I . 
~ 

I 

1&1 de ~~~tm1,.a "ti~'I'H~' , ~!' éx.~reg11in en c.o~é-

J l~ sc1uci5n {15} 

'j-+--{., 

(76) FIG.76. 

l.as ·d&J2s ~ 
~ .:) ?'J. .. 

... Oc uce 'Un .t • a.9 . ... \1 rz 
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. . 

p(J ~lástieo .-a~er~ma bajo- 16 aeaién d~ fu&rzas eJtter1~es. éstas 

real1zafl .eie-na (}8!l¡t1dad d,. trabaJ{}-J que se v:ranforma en ane~&ia de 

deformaoi6no el'tergia po-'t,.n.c1al ~1.á8tie8 del. QU.9rpn. Zara oalcular

la, cotls-id~os lm~lem_tQ 1n.tinit'simo-, dé torma de paralelep1-

ped~ r-e-crtaugUl.$l!' (i:iguD 9la)J¡ al. que -sUpondremos a~tido sol.am.en

te atensiooes normales {5 , ,, :La 'fuerza <le 'traé41ón que aotúa en la d.! 

fIG.91. 

• ~t:re ambas aan:tidadeoaeXtste J.a %'$l.flei6n 

que refl~ja .1 diag.rama ~i.gw:~-a 91.b-, (loe JaBnm-a que el.- 'trabaje d. l.a 

herza dur'ant la de'fo~elén eS"%á dad~ por el ána de.l t:riá.n~o -

) ( 

equivale 8 la et1érg1a potené:tal. tlOlUlUÜada $'.\ -el elem.'to tixdydz a 

causa de 1.a tt.-éf«.-mac16n el.ást:1ca, a l.a .é'f1al. Uamsremn,a dT, ~ ten

d-rá 

(a) 

1 mismo ra~onami9ntos . sp1:tes e1 ~$D taSá .ge~ral. d~l ~stmo p~a

no de- t ·a-nsiÓfi, en que sobre el .e.l-emant.o Q·onsiderado actúan las te-n-

t 

o:lal elástica tendrem<ts tln cwmta que 81.1a no dép~de d~l o:tden de 

apli-cao1Óll d$ 1ss :fUer~ae sino d~ "sus intensidades -f1n.ales ~ SUpqn

~emoe qu~ t otLas ~tan en formas1mul:tánea y. (lQU. le. mi:SlDa. rapi

d.é~t de modo que- 1.8 '.t'EJlaoián ..nr~ ~ada uaa di6 ellas '1 la correspon-

diente dilatacléa puede rep~e8en'tarse por 'm1 dia.gra.'!1a análog-o al de 
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l.a :fi~ jlb~ .in trabajt> qtle- é-feotuantedas 18$ fueratlS Jtesult~ 

-entone.e-ti 19ua1a. la cn<!rgia de defolMlBoión abtac(Jllada en el el.

men-t-ó: 1ee ~bt-end:rá smnendct las axpres1.cnes aiI:lilares a ' ~a q,Ué 13. 

d&ágna <Jan 1$ ].a'tra (al, teniendO en ~1lfmta que es ah~r-a la 

d«fl.lm&ell1l ~ se pll'oduc~ en ~a d~.Qi6n x a ca 18$ d.e las. tres 

\étlslones qué obraa simultaneamente. Ifend-temoa" por lQ t ,anto, pa.

ra un ·e$ttado ~1oe pl.an~': 

(b) 

Pua un 4stado trip1$ r:UJ t~s1ón ~nC:$ltraram()'S.,. ti~ ~a manara 

análoga, 

(el 

La enerpa de ;jlei'o:naaeiÓ'n que eu."t~'0$IHmd-e a la u;¡idati dé ve

l~n. '111 un as'tado '$l.bt ice t;r1pl-e" a 1s que llsmarGmQcs V tSQrlÍ 
2 

(d) 

l}Qhantlo mano 1ie las f6I'11nllas (3) y (6) (l.ey de ~ooke, '" 6). pot1:r,2 

mes .xpresa., V it en funoiÓ!l. de 1tia o~ptllHltés del eatUe~.t) Úlli4a

lI1én:te ~ . :C0lB B ai(j\7Le; 

el caso '~ Ul1 est·tW.o .l~j.-oo p.1.ano. 

entQttO-(Sg 

(SO) 

y 

(81.) 

81 lleyames a laeXp7:esión (0.) 'las ~cuao:iones (U), ohtendremos 

el V81(t~· d~ ~2 .. fttnci& d-e l..as e~onentes de la de-! «:nación -

"t1nÍcamente, ~sto etU 

(82) 

en la Quel ( '" '}: 

lrácil es dem()~ax' que la deriva.da de ~ü ~a~g1a d~ de:f{)}:mación 

(82) con respeltto ti -una c:ut\1f!u1~re de 1.&,,_ Q - ~~nt9S ~e la olor

:maeiÓll es igual a ll:l corroepOlldiente eamponentce do la llensi án. De-

r-ivando om r-espect-o ~. ,. por ~jémpl.Of :¡ t.niendo en cuenta la . 

eeuacián (l~) • . ll gamos a 

•. 
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Ira energl,ll ¡lt\tenoill .lástico iú~'tal ' e. 1m o-uel.',go elástico de

l erlta o.. T., $ o»-t ietle .n ~t; i~éi 1) d~ 1: a erJ¡ft~.¡ia. de d. :f-r ma ión por 

unidad de. 110'1_ n, t V 2"" e inte~.ando, esto -e: 

'(83) 

Se pWJd.~ ti)~r.sar V' yB. &ea ~n función d-e les componentes ele- la -

t-$nai'o de· las oomponentes de la defo).1t16oión~ según se eraploe -

la &~si.m ~ VQ dada p~ la eC\1aoi6n (80J o por la ecuaoión (8~ 

e~ ~ ~o_ iBiS $plL.ac;1Ortes que 6 oontinuac :<in desIIro

l:l·.oe .• 

Para lo8 dBt·aainaciÓl¡ de 1a-a tena.1one.s adañ.eiblea basadas en le 

. sl"Q.el!ZOS l.i1d.tae'le ~o1ittra, se empl.é8 a vecea la etlf.)1"gia potencial 

eláetiva que ~o-~e-sptmde a la unidad de vol'Qlllen, 7 ' " 8 car -cte

;r1stiea 4le cada material.AI 

eon o1>j~o d·& &'mOft:1zar 'tal. oriterio e:ál -ek hecho C1~ que .los ma

tar:1alea i&ÓtJ;;o-pos son 'eapOOzeB de aopoJ:ta:r gr-.m-des rea1 9S hi-

a;r-Óstát1ea.s u--ine;xperim.enttW"· t'Upturae-lástÚla, se ha propuestO' e 

Bider~ dirldida éllc1 s partes 18 9-nergia d. d~~ormación: una" 1a 

co-rreapondie.nt-e al cambio de volumen, '1 l.~ 0'tra.<tu.e seria ~eb1d.a 

& 1.a defoma.e1ÓilI-. y que es. 1& uniaa que se t"oma ea auen"ta para óe

terminar la resistencia. 

Oomo 1.4.1 .x'p~sa ~a ~ouaclón (S), 1.a mod111oáción de vol.um.en ue 

prQvo,cta un eatadn l!ástl~o'f se pro,:orciaaai a loa. ama ~ las 'tres 

eompanantaa del e~erzo ne~~ de maaeragUe ai. esta suma es- ce-

. rOle 1'0 iU!folmQO-i: seri i.~~~ G:ada una de dichas c-OJ:3.Pmentes 

pUéd-e ser,. t1 $U. ves, dirldl4a én. dos SWIlnnQ.OS; 

(el 

d.e man-era que, segtUl.. Sé- ha xp:resado, la sollci'tac1" 

prcduei.rá un1aamente un d~Sl13~ie"!lto y ~. vari ción <le VO)me -

s rá una funoi5n de l.a tr etCi f cm un11'~rme .Pt únicam-e-nte. puea las 

eomponen1i s de la t4"neián tangenoial. ~vG-J..van deforma

eion-es qUA nn $Jigni~io aanbio de volum.en. ))e ~a ecu.ao~ón (8) re-
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Sll.lta que la pal.'-te de la enargia tot 1 que oorrés;F'\nde a a , uel. -

oambi;o. de ' vo.lll!llen &$1 

(f) 

!teat.ando es'ta ex¡;)reaim de la (80), y t .. ni~do en ouanta la iden

tidad' 

p~l'}~$ expr~ la p~e d .~ S16 total d ebida a la distorsión 

llaJ. el:a .!'erma~ 

(84) 

1m el. Cesé tii} as traooión si.mg-l.e" de a.ir:ee.J:d.&\ ~. 'tan s1l1o 

es d1s:ti.nta 49 eél!e y 1Jl e.nergiCl de de:fnr&ici.6n ~:¡e c"rresp e a 

.1a dlst{}rsim resul1ia .eni¡onces~ de aeueEdo .eon 1.a fómula (84), 

es l.a Urlica tonstm d1f~te 
1. 

doro'1 la energa (t(tblda al desli,z.a.."'Úenil o es - --
2 G 

Admitieuó "OleO cie·:rto que para .eualq'U.ier a5..stEr111a de 1;en~ 1~ 

l'otura ~curre cuando la t'!~'l"g~>a OP (tef"nJYiei.Án eorrfHJ;>rnO.iJ:tllte a. 

1.a uisilors'i6n alcanza un ai9-fto ~imite (.caract.erist ioo Q9 eada -

llW<terial)" loa re1aei6n e~tre el V'alO11 c.I'itico para el. esf'uarzo e 

tracci.ón m1.co y tenainn:: tangeno1al única se ohten(iri mediante la 

ecuación 

(g) 

Para- él ·ea,to dél a eero. los ens~"()8 demllest-l.·a."'l. qua la :rel.acién -

entre l&s limites de fiui4ez regi.str ~S para traeóiln y desgarra

mi9nto" Q<1neuerd.a m~ bien con la que se ha Obt~n1do mediant.e el 

de arr()l~o t6'6.1'1'oo que- anteeede •. 

4 .• -~l prineiltÜ de los t.ltab:a3os virtaBl .. es.-m. principio d~ l.a¡ 

iirabaj ~ rtr'tuales ae &mpl&a ean v ntaja en la ",ol.ueiÓtl d e diver

sos problema$- de elasticidad. _ara el oaso da nna párt !~ulaf di

cho p rinoip1.o e stablece que si na jll114&O hts.rlal cn'3tido e. un -

emjunto de :f'tto:rzas se enouentran en eqtúlibr1.n, el trabajo "total 

de esas hérzas ea· nulo ~. -toda traslación virtual. Se considera 
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como tradaci~n virtual. ~e tula )l&rt.:!Gula ql1~ pUédé I!lt)\r(frse l ibre

mente en. ettal.quier direoeiÓIl, t{)fio e rrill1iento infiniteüimal de -

la , . ,. 
v.irtual en Ia-s d ir:eo-oi()né'$ x,- y f zJ respectj.V&'1'1ént-e. y 

las sumas -ae .1.&$ proyeeei-oue-s Q las :fuel"ZcB.S en las mie!!1as dire~

ci.r'ln~s, el principio de los "trabaj oa v1:rtual.es 1> rmi-t¡ escribir-

l.as sj.gu.i~es e-euac1one$-: 

"mcuf¡\()iOll-as qu~ <luadau eatis1:ec.h.as para onalquier traslaaim vir

tual se si ve:r-fio.a: 

to-masa . 

Al ·apliea.:r el prineip10 -IÍ1-.; 16s t:rSGt.\jGiJJ vi...-wtll~les, l~.'l f'u€trza's -

qua actuM Sé cOftsideltan emo ennstantes d-urant e una traslacim -

-viltwil y sj.nslgu.na da las fner:aaa que Ib'bran en 'Un. punto dadt.> fue-
. . 

se una ~aaceión elástica" 'f/.. .gr,.~. l a ' reaecién de una b-arra en el 

casQ de la art-iauJ,.artiÓ». denna viga d Gel~siat arlmiti:remo's que -

l.os corrimient.os v.irtttale-s· aon tan pequeilos oomo para que la varia 
- J 

ai.ón de mt intensidad o direcoi,6a F'U(jd.eo~ de-spreeiada ... 

Un Ollet'ptl elást:c o .. 911 ropa o bajo l.a acc16n;,.M :ft1erz&s de sn

pQrfio1é y másioas~ oonstituye un oonjuntn d.~ pa-rtfculss" oada una 

de las cm.sJ. & está soru:et ida él un s.iat-ema de fUST'Z8S en equilibrio. ' 

1Sn ' toda t~slaci6n virtwd~ 9:1 · t:rabajo to-~a:l de l.as fue'rzas que ac ' -
túan aob~ 'I.lria ~t. íaula e s nUl.-o, y por lo tanto tamb:is",n lo será 

el trabaj de- l a totalidad de las i'U,~rza3 Ii ',1. úistema. 'En el OflLJ30 

de un cu-erpo elást · oo. 

qlle-fto corrimien.to <sompatibla con la oC\l1d1eién de continuidad <la 1.a - . 

materia que lo constituye y eon }no v4:neuJ."'5 ~u,~ nudi&.aen ~I.' es

t ablecidos para 1 s puntos de $U supQrf1c1é. Si, por ejemplo, se 

e stab1 ea como condiei6n la inmovilidad. de una parte d.e la aupar-

f1..:19 del CtUérpo" digase la ext:ran idad ell1p.otrada de una viga~ o 

bien un oorrim1~nto muy pe-queí1 , la trasl.ae1ñn virtual para esa -

,Ql"t'f)(lebe se'l' igtlal. a eer. 

Vamos a ·e;xaminar 1 eom.\,I e.-jemplo d.e apliaaei-6n~ $1 oaso le una pla- I 



(99) 

ca enmetida a un· estOO,() pluno da t9lísiÓlt .. _Bnotar&mos con u y V 

.B :Las comp· illeJltes -de llfS 90rr1miéll-tos e 'fee'Üivo..a d~ni-dcs a las -

tuaJ.~"Cí\lt}. oo·eeootua a p~;'r d-e l.a neioién i' ~ eq ili1n,'io da 1a -

pieza 'bajo Cc$rga., las CU61ee 800 cant1daa'Os iru:in1tamente peque

flag, aTbl~arlae . que' .aat1 s1tacen, a lru:l aondie1<:1lleo de coÍl:t~ad ~ 

prr;;pia$ ,(i(!J ma ~ef'{)l?fllaeióa el.ástl<.m .. id .. est, funciones OOl1..tinuau . 

d& x e 1 .. 

e'ualqui-era $e el siste.ma ihl 't:rasla~1on s y'ue -se lleve a e.feo

\0. el 't:rabajo l'eal..iaad~ para veno-er las sooíl)!lea mutuas antre -

J.éU!. p~{qul.a. 'es i3\181 a 1-a ener(!;1a de a.e:f~ac16n. alJnaoenada -

8U+ 

d a U'3 el Vit, La influencia d'e 10$ c~~t":inlie!l:tos virtua.1:as ,v, 

fll 13$ c~p.t."1lél\te-s ci~ ta. . efoZ".t1\S.cn.&l t ae~x.:J:tes .... 'p,)Z': 

:iente a 

t oéic él QU8rp o s-e obtendr l' rned iante • en 1a cual 
1; (")\a1 

1a 'integracioo se d be -ex~n er al tÍ. e/o. la p a~ • 

o o ha qU$'da () estableoidn, 1~ variaai:l . 

oisl '.de efl,rmaoiÓil e 's 1ft , p.-:\ida ~t:j~ tE8~aJ() 

las a.o.ci~ $ :§.l\1.tuas qll-é ejer-~n entre 1as arl-!culaa. .?ara b-

8 ' ué11s , aal que 

ur :t 1 t.raal. ~oi ón virt ual 

or las fuerzas ~ue ~staooa a siñeran 
., 

(\ sera: 

(l> ) 



(l.ÜO) 
. 

llpli ae ~n 1 contorn~ e la .plaoo, ani CO:."ñ las :fu~:rzas mán_~aB. 

Supongamos que ~l eape{30X' de la placa sea igual a uno j' o.esign moa 

- -por ~ Y a :Las aompon'0ntes de lan 'fnerzaa que obran n el aon-

torno de .la pia~a. ¡,ttferidas ~ la tm5.dad de úrea, para. el trabajo 

~e estas fuorzas dw:mrte el oorriLl.:tttut'o virti1,lal ClYtts orymponantes 

son 'JI • 'puede" atr4 máa,: esaribi:rse ~a ~;;q)]:eallÍn; 

( o ) 

, en 1 a Qual ~a int gr Be i6n ee eJ} .. 't iflnd.:e a t 00.0 ~l. on}1;;'Ol!1 o , a t de 

1a placa. 

De una m@0ra análoga, ga 1:.~~.tá r!Olmo t...r!:b~Jn d$ t3$ :fuerzaa -

(el ) 

en esta exprosim., X e Y son "las component$S de ].a fu~rZ& pand~ral 

espeeif-ica" y, como- en el caso anteríor,. la int grae:ilul 8~ extien

dé a t oda al ár ti la placa .. 

¡IS acra,iioi # qu~ ~l:'.eaa la nulidall d 1. 1i?6b:ajn t-ot-al. de,saJ1'ro-

11000 c-uran-t: la tr3sl.acim 'Virtual. .r~w1t.n él~la &x,¡~onfJs (b ) ~ 

(o) y (4) Y as ln s1.gui.ante: 

(85) 

Como oo-ha dieho, al a;plicar e~ prmoipio -4e los 'trabajos virtua

les, las t11erzas dadas y las ca.."'lponentas d.e las tensiones reales 

qUé oo:rreapondM a la !lt"1aieitÍn de' ~1111,ibrie se -\:()llsia-e:ran cQSO -

QOlls1ímrtee o.1lrant9 l.a tra.elac!tm vil:tuaJ.. asi qu 1 signo pue-

de colocarse lual'a d~ los 1ntegral.es en la ecuacián 85); ~rnQe

:líen (') Cíe tcll guisa y o,amblando 'todoa los signoSt se tendrá .la -

n~va expresión; 

(85 ' ) 

cial de defGJ::mseiÓll¡ la suma de los t rminos s .... ~~-() y t~rQ~ re-

resen-ta la f)l1ersia pot~oj,4 que corres {lIlj o a la3 ~6rzas que -

aO't\Ían eobre 1 CUe%po, SlÍ 'para -el SU o en que no exist. tensi6n 

algtma (u • V O), dicha el1ergia poteuoiel se too igual a üero ; 

f:i..nalttléllte, l~ expresión oompleta dentro de oorohet-es rep:resent,a _ 

la 9lleTg1a potenoial tot.al na s.ialbema. 

or lo tant · f s1 se e . para i,ve:rsos ~Q~ e los e rrimientos I 
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1uga.r en un iJi:steu:.l1 elAat1eo mljeto ti J.aaeoiñn d~ ~Uérzas 9xte

riOl'"es dadas son Stl'tltelJ.us q~te anul.sl la vm-iaciiÍn de :la energia -

peteuai~l t o:tal (le1- lrl.trtaültl para (,fl.1.ulq.ui . r cf\:r:rim;'rmt.." virtua1 ' que 

OQUT:!'!8. 8 partir U9 la posicim de e\luil!lyrio t esto ea. qu 1a fme!; 

gia p"Jtenei8J. 'tO'tal. del sJ.atema ~n la 1l0sieiÓIl de equilibrio ee -

un {tláx":tJ.o 1) Un min:l.mo. aara diluc:idar si se 'fi!."ata <1-9 un máximo o ' -

d!e un 1lllnilab. ea n~ee~r10 tOMa.:!' ~ O11-~ftt:..'l los 'lr;¡fiai't¡~13i.n::OS de - " 

6%'den sup~rior 'Pe hab1an aíd'O d~apréc1ado-e en el Cl -esar.t"ol.l~ ant~

*407 (al s,"ti.pO't.téX que en tod.o con:-1a~'Gl1to virtl1a~ p~man'éaiau CO%lS

tantel3 las :f~as y las tenslones). Sj, de ese. anera pu de demos

t:rarae q'llB para ~ traslación .irtu.e.l. ~a yariaci&l la de enarsia 

~Qllc1al del siatetna Os pooitiva. se tru1au?!Í 4ie ttd case .uti.n1mo~ 

'1 oi eiUn 1;v,e3Za o1enpre negativa. ze ca1:. h2'ia e!l el. caso de 'aIl má-

l1b.rio éatabl.~ e-rlge ur, trabajo osit.iV'o , d.~ .ruan~xa que~ell es~e 

CUSO" la (Jl1:0l'"gia. ;Pt)tenc.ial total c el. a:'~.:tei¡¡a ~n equllibrio· .ea un 

lll::Lnitt1o ~ 

!ln el -cesO de un e$tad? e~$i;i.no t.-ri:ple ~ se pued.ta' ll-egar -faoil

mente a uaa e-ouauiÓll auáloga ll .la (U5). 

'El pr:mQipio \.loe l.cs trabaj oa virtuales (tS part icul.arm&nte útil 

para c1e'termin r la eio~C'ión \\.1¡~ ell un Cu.e:r!J0 elá~iao ori4ina 

un siat mn aa :tu.erZas ó-otet'millad.o .. ÜUf.lS cuaut os ejemplost eúya so-

1'O.o).'n es yo DU3 conoci - ~, ilustran la ,tlfllicaú.iÓD. ~ má'tod7"l de -

qu,-e -se tl.lata~ 

Consi¿\el.'eI!los. en P "'iLier lugar, la elásti.ca de un hilo elástico 

y perrsQtament<t flexibl.e (figuré. 92) estirado DOr aeoioo. da ~as -

ftterzaa 3 entre (oa ilUl1tos 'f1j as. A Y' :S. Y suj to a urt.a carga ver

ti.aaJ. :i.~t-""ibu.ida, da J".n:ton-~;¡'dad. ~ Sup~e'~ ':)n ~ t., la "t:ensi6n 1ll1-

to d esfuerzo traotor dehido a la :rtpnsi.... 8étieional dU~án.'t la 

fl xión. p'4-ada d~$,:, ~:elÚa:esa. llor lo t .;.nt. J. &Ulaen"¡'o que ~xp.erim.§.n 

'ta la enargj.a 'pot6J."lQia~ üe "efo:t'lll<:loió causa Cle ~a flex:iln se. - . 

- ---\ ----, r dx 
s A.w.:h í ~ ,5 
.. 1 7L~}¡~ 

rte::.. 92. 



o:btien multiplioando la lllt.ensida·:t inici Ü li la ~u~:r~.t:\ 'S a~ -

t:raQOiÓI1 por el alsrQ;w1! enta q l.eex c;riLl~nta ~l hilo. iJan sid ra."1d.o 

laa coordenadas. eonfo:rme indiou lu fl&l'\lra 92, se tiene 

. . 

y el incremento €H')l.'l'elativo d:~ la energia pot0ncial dEl d.-efOl'lnaeión 

será, según queda 'loho, 

(e) 

Si ~1.adimos a loa eXprea1&l. (e) . la energdu d~bida a :la tensión in~ 

cial.., se clyeondrá la energia lU;¡t Tl.cial 'total .. 'f.~ eat cagO tú p:r1!! 

.oipio e l.os "travajo's virtual.~ c,ondu.o:e a la eOla.Gián siguiente , 

~ corresponde a la (851: 

(f) 

y la iútegraeién por parte 1:1 s da, t~ni«Hio 00 ouenta qua en laG 

extremidades dei hilo 

. 
loIust;ituyendo en 1,a eouaci~n (f), se óbiíendr á: 

o ~icn 

1!:st El ecuación un camente que'iará sat i sfecha para cu:uqui er tra sla-

y 

rI G. 93. 

(8) 

les 9u~e. apl':;'carsa no sw.amenta l)til.-6 

estaLleoer la ecnaci-sn c.iferAncial f!l 

la linaa elástica como nn el sjecplo an

tori()~, aino tut~bien ... ara e l o&lculo . i -
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eh ) 

e¡q):~$1ón -e lli)vada e la conooida fórmul.a ij,ua dá l.ü ené~g1a po-

. tenoial. dé 4&tm:-mae1lm d. uua b~a pr1smátt'Q8 fiexada" tltt,s cnn u

oe ~ , . 

i?tlal." .,j-em~ ti. un, C{,.~f:te1et1~~ 

intirdtf,t}~. " 

.(ta) 

'S el t:r~Q.~ de l.a. :!11erza arl . ~, 1~r ~ dilra_"lt~ tll. 'Ó~zwrlJaientc() ví~ ' 

tt.T.al. (1) Z~f t~!li~L'\41oo ~ueni;a qué x ~ C$ 

(n) 

Su.st1.t ~nd() ~ lQ ser1.(t (h) nl val '· ~ hnll.$ái JJ II gma:o a l.a e-cma-

o . 6!J. e ?as :1.2., -a .g16et ;. 

( o ) 

~Jtt.c sGr1e COll"I~ge ·'ra.p:ld~~. ti 1 qU y,a- '"'" ()bte;a~ una él)r ()X3ma

éi6n oo~l.a~act .• 18 'baft.;a ca'l<JU1. r 1llloe '~O'ens 't;t'h ll1os.. Si., ' por .. 

~.i > .,l.n+ 1"! e~;t. ~t4a ~ .la r'd.t:a ~ do "t~t luz ('O =- l/2 ) l l.a :no-

~ -~ . 

. ' 

" • 



" , 

. (lt' ) 

t-érmino- de l.a ser:!." r $llta d 1.5 ,nr l~(';t .... p-ro 1madmnent .. 

?'1nsn t90ria sob-:r. ltl rotura de l"s meterial ·3 !:rá8il~s, A . .. . 

Griffitb. ha apli.cndo conce_,t '"13 g~n'!'re19a r.tU~rtiv"'a a la '-'n~rgia 

tlG.94. 

tl"taJ de nn Ri ~t~m&. C~' se sabe la re-

8ist~ncj.a (la .l08 lllsteri.ale9 ea cOIlsi era

ll1&mau't.e nffilor que 10 'ino se miria :'lapn

n&J:', la juzgar por le intensidad lis 1a -

fu~~aB intormolecula~as. por aeduc~ion9s 

~ t-é&icaa~ ~l aut m: .... j:tauo en~rtTó "a:t>a 

.oi~ ~l.aoe de vi.o.-r.t o 'mn ~t!!.i .. gtónc~'" a 13 '¡"rnca.i/m 

1;125 X ... "O-S k!l/om2~ mia ¡t::ae t.iu~ l ::~ 3Ilaay -:¡}! r..:. 'larras 

. ' 

94, existo Ullfl fisur3 m1a:resoóplca.,. AB ~ de 'f~.....4 e.e aguj e e'li .. -

tico lfl,llY allgosto '3 US· eje mayor, do l.argo 1" es uomal a la di

roción ¡,;,el e ".fuerz:) {te trace , ón aplicao.o .. S, que o1;Ú uni~o-r 04l.e> -

te Z'epartiQ.O ti o la~io (,le los OJ.:'O.QS ~ij os <le ~ ~~\l • ab y e • 

conaeeuenai~ d 1 agwj~ro., a <111ergia de d-e crzuc.iÓf¡ que inicíaJ. 

t-o, a ::u 

p ueda $e~ aal.aal U6 8pl:ieando). aoueoión correspoadient-e al 0 ..... 80 

do un aguj-aJ."o oliptloa y qtaa J. 'para una plaea de e~p.es~r igual. a -

ó .. da 
(p) 

asltU~3Q critico de traooi6n para G oual la griota ;J3 ocmianza 

a e::tt~ndel'se pUtJ"~ entonces <J.eteJ:.9uin!.l::'s po~ o .. d.i ¿ e l.a eouaei6n 

85); pBr2 eoo ~nrriL:li~Q, 'la. qUi las fuer~an a~=t rior~s no pro

ducen trabajo" u st que 1.os bcrdss. oarg.ado3 de la placa están -

f · jos y qu.-s las intrinseeas pueden SI'}l.' d ap:r~oi-ad88f iaha e ua

oión eviene: 
(q) 
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sino 1'"w:üli en ~a '-lu,a llamararo:m qnorgi~¡ de U\.l:J~r.fiuie, qu~ ~¡J '" qu~-

. lla . ~n!}.rgia potoul..lial. '-iue of'l1.'reoynude a la telli.:l'· ón su ... m:-.ficial. que 

nI) a xiste .11 la su' ~rfic1.e limit:mte d~ 108 au~:t~')os aóJ.itlos~ lo -

m.ls.i.;,H, -lU~ ~n 1 ~fS llqu.ld,)ó. 2w;'~ ::w ~9-e ..:a ,/ i..1Ti" 1~1!} uSb.be. Grif

f ith en au~ e~~H)ri:nento$ .. eal(..;u).ó UU{:i energia pl')tenoial, ~ , r9fé

l.·J.da a la unidad de su.j)erfioie , C1a1 oI'i911 J' e 2,2 z :L .... -4 kUcm2• 
«ue 

De ~a eouación (q) :goder.¡os conoluir &1:Hn~&/~l ·~Ü:or !'tíao d -

l.a te:Asi6n 3 6$ aquel para r,l cual 'Jl t..ec::,!p¡;j _'1t Q ~ ~a ~n .rgi 

d~rorma:ei.ánE debí u u la a-xt~ ai&l de tUla gr:ouu, iguru..a al ...... s-

~to- de' la ~ne.rgj.u ' désu.petiioié~ AJ/' ~OH.l1(!O l ú f'ó (),.&.e-

l1enli,) " 

C. } 

go conOÓ-ifo,... dem -strnQn una coinei";{taoia muy Sll1il.szaetoria e 

loa 'Valore cal~$los po-~ meflio d e 1. fóma-\ita (r). ~arabl.e11 se ha 

Clemn.stra {\ experimen'talmS-ll"te aUEl ai ae 8.d~p-ta preeaueiOllea -talfi.i.ea 

't s a evitar fa.llds n.croé6"pi~8S. 'pu9~e o'btenersé si stmlC l.aS -

oho mayores que las OOl"r2e.utes. A~gunas variJ.:a 'iu.~ an-

say6 Gr~itll rev~laron una resistencia de rQtura p~r traecl rn -el 

orden {te "{'} t63 x 105 kg/~2 $ \\ e i;iUpElra a ¡a trl, - u9::i.a 'éitra toó

Tica aD.'t~B c:i t a. 

para! olQcon.:?i.~u..eaoión de un c1.tel."V (1 el·" ~tl.~C eu estado e equili

brio bajo de ~'.m1.nadas .fuQr~as másicas y oon\~i?:i(]'1 s d contorno , 

con l.aa edtl.oJ..'l';Uloi -a Gm'lt iguas a a~lU~ lla., ~ U: .~ J. . i s~o adquiere 

al ser apartado ~ e la }ofli.{~i6n :'le e· 'u llibr.:i.n l.o1,·~~iatlt las traala-

oicnas virt uales 'J • Qu . Ó al.i.l. eBtuulaoiüo e 1 s rda~ 

deras traslac10nes que ooxrfls'pMuen .a la ;tosic' 'n d equil~brio el!. 

tabla son. aquellas qu hacen m1n1:m l.a anergia pntenc1.a1 t"tal del 



(1/.6 ) 

sistema., 

Oonsideremós ah"i1"8, ~n 1ugar d9 !-."~ c,.¡rrimi-ent t'}s, ln~ tcr.<'l:t,,

nsa l! le oorrésp(')XH1*Il g la pf';sieitSn d ~ q1,li1.ibrio, -r t em"s taus.

bi~n o-emn eJemplo 01 oa$O <a.e un 1lsta<lo élá tico plan .. Cntn(') snb~

mos,. l-¿tE} Gcu;")oi ·ngs dife rtIDcialos d~ eq\Llihrio (18) cflh el a. ~9-

gadJ"l Cis l.as condiciones ''::'0 r;ur(1 $ (zc) . !,¡ .) ~trt9.n 'pa:t;l ó eterm.1na-r 

.. 'ruml>len h(n!ns vi t t) 

q:u.~ 'adoptarrlo diver~~?s exprésitme's 'pa~ la func1,sn d e ¡\1r;y, (1 , -

CJ..ue figJ-z'S en 1.,.,.~ ecuaoi Clnl;S (25) ~ o soa 

po.üemOil en..,ont:t"ar Wb¡l variedad de dlst:ri1 uci011.es de s~rzns 

qU(:' s..:rt · gfr!gan a las 'E"m'.aa1nnes del equilibrio y fj las 0ond.1Qi.o

g de b{)1.~G .. S~ plreltee l'?nton-nes la ou.eGtit;n; ¿e~n d1.st i n gn ~ 

atJ.tx;~ ";odaa lag íliatr:tbu' ··on~s d·e t~...1aírn9$ est~ticamen'te 1>.os1-

1&8 la yart ai1.er"'c:l? 

rrespOl"ltiie."'1tes a la pna~ci~ de e ttttlli'hrio y .increm~-

tos infinitH'Jlentt'; paqu.eñoD . e loa misma s .... de Iaane:ra que la. a n~

Vas oomponentes,~e la 'tensiñ-n. es de oir 

sutisfaeaz¡ J..~s t·Ü .~fiaa eíJ.uaoi e'S da f)quilibrio (18 ) .. Re ss'tan d o 

ent ¡1ec ,~ l.?s J::"cu6cif'.r1t=s d~ Ul'H'" de · ~oe ~ist:emas de las del ot o, 

l¡:.11a.l"'ero''''s , Lt~ la . va:riFJciñn de ~as o ponentes d-el esfuerzo h..a

b:rán V.e g.9.ti.r~:faal"!r a las s· ~j.eutea ecuaciones de equUibrio: 

(a) 

.A ~Jbta ffi:'iaoi~ de la.a com onan'tes de la fatiga c~responderá -

e1 n'tu v~iac.:ión el.l las v_GrZ S ele :3Uperlicie . Z< 

la. yuriaulC'l..nes infínitame te PEJ uaiias a uicluU5 iue r z tls; l as -

caudiciólu3S de con ('} ... ~ o (20) no~ darán e:n:t onces: 

( ) 

Para est~,bl&aer en ouáhto varía. la enep8 ia P tencial dJt~ cuer

po El Gausa de l.as antedicllaa moúi f1oa oi ones d e l.as ccmp onentes 

de 1 tansióm, GXJ)reaemos l a ener gia de ~i!:form ciÓll p or 'Wlidad 

de v l ume ll en f'.m eiAll d e las componentas d e 1.8 tensián ( 81.) t Y 



(l(7) 

1a var1a~iél'l de 1.a e.néxgi.a. a que nos ref.ox-"1mo$ ~ráJ entonces. 

(o) 

·ea la cual 

• 
7 la v$ria-e1ón t.o-tal que afeota $ l.a ~.~ de o..e~ODnacl6n a -

cl\1.t.Sa de :taa mod1t1e.ac.it;.tJ.tl· de .las 00m:pD9llnt:es Aé·l e-sf'uerzo EH:! .. 

entonCQ$t 

(d) 

Oalculemos esta variaci6n. d"8 la énQTgia haaj.~do intervenir para 

ell~ la.s omdie.1onés d& -ecn;ton!,Q (o). lU ;pr~r término de la -

exp-resiÓll (4) da, al. intfJgrar por pa.rte~ 

en la. cual. laéxpr&s16n 

'f 

1='1<"=>.95. 

(e) 

rep-re .senta 1.8 dU'érenoia de loa 

val.ores que t.iene la fun.oi6n 

en dos puntos opu-estos d'el 'contonmo, 

t~es c.~o A y B cenmla ji gtU:a 9;. ~e-

donde O'<)SN,x."* 1 es el eosMo del, ángul.o . que forma la u,o;rmal ex

ter'1ol." J' aon é.l ~ de las x, y dSt un ~l..emento de aont6l."'llO. De 

la 9Qusai!.tn (f) resulta, in't$gra,ndo t y teniendo en cuanta. la obs1!,r 

vaolán ant:e:r1or:' 

e.on lo que la eouaoión (e) se tranforma en: 

(g) 



• l' 

{1 §}

La primera- de l.~s integrales $f) ext-iende- a lo largo del ootltorno 

de ~a plaea .Y la segunda., al. área d'& la misna. 

Análogas transformaciones del. segundo y: teroer términos de la 

expresiótt (d)nos p41nd.ten eaarib"i.r: 

(h) 

• 
. , 

s1m: 

en la 0U31. la primara in1t-égra-aión se ~eotu.a a lfJ largo de-l CoB

torno y la segunda $e extientle a toda el. bea d~ la pl.aaa. Utll1-

zando las ecuao1on s la) y (b.) ' l')oteadremOfl, f'inatnente 1asiguien

te é g1"esibn para el 1no:ramen'to de loa eMrgia pot-encial. ciebid a 

la "iariao16.n de :las eompnnent'$S de ltl _ -ten.síéu: 

(B6) 

:Sl. segundo miéllbrú d esta eou&,aión re~Ben'ta el. 'trahajo produe1-

do por 1& variación de las fuerzas exteriores a 1 Ulrg-o de 108 -

1!$oorr:1.dos Of~4t1Y:os. 

Si -en l.ll8-ar d. WIa distablle1m .c-ontinua de fners§S m1perl".icia-

1 B* tuvie¡:runo-s cargus oonoentra as~ la int. gr - de a .QUaciOn 

(86) d baria ser re~t!lpl zada por una s ato_' , Si 21 , P 2' .... ~ scm 

eer-gas Qonoamr-adf;ls de,tl ientes y d¡ t ~, ..... , 1-os corr i1n.isni; os 

r ales UQ l.os nntos de aplicaol6n d-e dichas cargas en la direo-ci&1 

de stl-S rectas. de accián. la eouaoi.6n, mencian a Sé traní'orma en 

(87) 

En lo qu& antecede hemos estudiado el <laso las variaoion-es 



(109) 

.:nas generales de ~a$ oomponentes da ~a tensión que satisf a gan a 

:Las ecuaciones -de ' equilibrib (a)ee EXllli1inemos ahora un caso es.,>e

c,i.aJ.;. &que~ (;m qUlt ~os inere.la ntos de las cOllJponent,~s de la tene 

a ión , ' s-&a!l <letal nat~ralt'Usa qUa ellos pueden ser r ,ealmente p.l"rydu

eid.as -en un eu-erpo e~á6tilJo por medio (le ad.e.ctlQCUitS 'v:Q;eia4if!tlsa -

d"El: leas fué:rzas -enericréS. Supon ramos que las componentes de la 

i'lensiÓ'n se expresan en :f:unci6n de la ~a.rgas ~xtericras l?l' P:2' -" . t 

Y e-ona1d&raremoa aquel.las I4odifiaaoionea de las eOl1q>€'Mll t éS d.e la 

tens1& QonaeOl10nt-es de .las qua e:x.porimentan dichas fuerzas, a aa-

del. eo:fuer:aa a(tn glUlet()n&slkH~~~,a ú,e .leEr fUerZ$s ~xte:rior-és Pi "" 

Pat' - _ .. ,.. l' aust1t1lYen!.lo eata3 tuncione a $U l~ ~ua\Ji.6n {BO),. obte

n_es .la é ,xgreai.&l de la en~.gi& de de-forma.ci.ÓQ eomo~a ftuleión 

hoao~ madrtÍtioa 4e di.chas .fug,za$. 

Deberá tenerse en -<n1enta que las reaooion~a de los apoyos, que 

pued-én se-r ~t ___ minadas oon a2'regloa !.as "0'ua-ci'Ones de eqUilibr io 

de un cue~po rigi 0* $atan é __ resad-aa $11 :fu.nei&l. de las cargas da-

das '1,22 ••••• y n& aparecerán $n 1a expresi~ ~e la en~rgia pot jp 

oial elástiaa. S1 existen vinculos s~nuost: las "lNts F'f!Ctiv8$ -

reacaintuus <1ebertÚl $er lJ~a1t-.ra41ts OOllO :f~erzalí! estttieaeent-e m-

aegend'1en.tesjoonjuntanlalte con l.aa íUce~ZBS 1? .p t' etc . 
. 12 

Partiendo de una expresión d'6 la ~rgia p-oteneial. de defonua·e 

-eim en funoim de l.as fuer~.aa .xteriores. se tendrá. C~l() mere-

ento <le la mi~mHill consiguien~ al. que- exper-enta ~ 

~rza.s: 

ouao16n qwt eOll la (87) nos da 

de l.a-s 

(:i. ) 

Ah ra b:t~ como Sé ha dicho antes, las tuerza "2' •••• Sóll e-s

t iatieame-nte Uldependiéntes, d man ro ue sus modificaoiones, 

son completamente arbitrarias; as!_, pu , p e~os igual .. a -

cero -todas menos una '1 entonces l.a eottaeión (1) exigirá que se "e~ 

.rif1Que: 

(88 ) 



~u. daml oeuprob~ o 'illa sü la enaxgia ¡Jotalleial da d-efQ?maci6n d" 

tañ sistema 91ástieO't V~ está éxpr-e sad a -en tuncioo de fU$rzas xt-e

rj.ar~s está:tieam-ente ind;ependien:tes, Pl,$2, .. .i?3' ••• ·' 6l. Q()rl"imisto 

real (},e!. punt o d~ apl.j¡ca..ei:Ól1 d~ una fuerza en su pro ia d.irecoiÓll 

-es igual. a la deriv-MQ p&%'eial de 4ich~ funeiful eon 1:espeoto a la 

~sma fue:ma. !reJ." ~l: céleb-re -teorema d$ Castig~iano • 

. 42~~J. 2lln.c.ip.1q d.;! ~~ ,ra.bajo.- k el ~ 41. hem.os llegado a :La 

.e\taoi. (86)ft p.m1.,ndO, fie aaa1.eaq~iera variao1on1iJs de la s campo

ae~s 4& 1a teiUtiil'l.su~pti.blefJ d·S' a~,:'tis1'~Qr las 90:USCl.'01lé·$ .., 

de equllib,.,i-o. Admi.tam-os ahora variaoiones tal~$ que lag :r_r~-s -

íkq):érficiel.efif no Se' modifiquen; en"t:()na(U~f~ habrá que re_plesar l.as 
. - . 

e.oaac'l.onéfit de aontQmo,., (b)~ .~. dicho ;párrafo, p r (H~taa atras: 

(89) 

L~ que se "traduC' qxpre~ando qu~ ~d6 las oomp.oaentes de la t.en

si&1 originada en un <raerpo cargado en eucantozn-o varian sin qUé 

~ alt-éren las 9atlac iones G.9 equilibrie :a1 :la's QOú! -~ej,oo.:Qs d e bór

dé, ~8:S ve-rdaderas ~.ompQll~'t'0S de la 'tE)llsió»' son a"1'Qel~as ",na ha

cen nula la variaoi~~e laéne~gia poteneia1 ~iáatiea~ SG pue e ~ 

d..e:raost~ar que taJ.es valores ~.rreQt-o-s di) 'l.as oO'lDIH.)amite-s d.e- la -

'tensi&. hacQlJ. miaima la EUlQ'xogi.a potane.!sl. ~lást iea. p r .10 que -

1.a o-0uac:i&l (&9) 'GS 1a é!tp~s1&t G.:G'J. llamado prl.nclpj.o e mínimo

trabajo. 

Dicha ecuación és tan" ien váli a si a lo. largo d.~ tnlS parte del ~. 

{)Ont~"UO* rigidamente enlazada por med io de sustentaciones ~ijas~ 

l.as tue-rzas axt-~riores superiie.ial.és varian a oonsecuenoia e ma

difioaeionea an l.as oom,poneni}e'S d-e ~at'enaión. ~ill, ef'eo"t. t bajo ta

les lti.pótesis., esa. p-ozooi6n del contorno nos.Jladmi"te .o~J.m. ont s~ -

1 q,ue se tr,adl1oe en la anu1~c16n 4e1 seC:,'Undo mifllttbr<> a.e la oua

alón 186), da mallara que s& ~b'tienetrnl1evamente-, _ eouac1á1 89) . 

~1 princip' o \le minimo trabaj o se usa BY a re sol.-

ver en f Ol'ltla e lemental 8i(:ftti1~se~t t 1cam~1l.t~ me, 't.""I"'!:'lj,r.. s. si 

son fu.erzas o par e s de fuerzas que br.an El :Ore elemen-



t~s ~ vinoulo-s ou ~l"t:.lu.('Ia de un ei sta!3a elástico, se: p:uede oalatt

la.r las ino6gnitas b!-perftst;¡t..1oas var-tie,nl.1Q ~w l.s 'C"'n'i1ciAn de -

qU ia energla potencial del sistema expresasa en funoi6n X. Y; Z, 

.... 9 

(90) 

1bl. los parr~()$ sigtl.i,~.nte8 ~plica....-eno$ al Jrinoip:.lo difi) .m1llimo 

1i.-rabajo a ~a ~só1ncl~ ds dive~s p~Ob~emas (l,~ e-2asti..e:1dad b1d1-

llis:1enal. 

4l~-~pl~9U~.!§ ;d.~ a.~41:e1p ~. m;.p,p. .. Q t.r3!baao., R:laeas :n.ct1J1'l&k! 

+@rSUlt,- Vamou .ti t.~at~9! por eJ~p.l.e. ól. ~as" d.fol una pUlca reetan

l:Ul~.. Se ha vistt) éll él f: 2<J que !!$ditmtela apl.3.caeión · d& las -

s&ries- t.tigon~trieaa (JS p.osi'ble- satisfacer ~ns -oQtl(i.icionea ~l.a-. ; 

t-ivas' a dos 1sdlos de Wía. pl.a~ );'ecta.n&4ar~ l.as ao1.uci.ones as:L -

{}btenidas pnea. ser de Últm:s p:.ri-ei¡j.~o si se apl.iean a Uá pla

ca d-ep~aa al:t'UX"fi én Telae16n eon .su lon.gitud; perQ sj. aabas di

mensl.o:n éS Bt"li del mismo orden de m.s@.li1;._" deberan aSl.'oon.sid-$ra

das llas CM.1 ici<m~s .en 10$ cUf.ltroeo~adQa. r ara re·solver p~ob~e

mas dQ ss:ta clase s~ plle'd.e al.gunss v9ce-a apl.i.ear Yen;l:ijós~nte -

el Pl'tnoi;i~ de minima ~ne~g.i$. 

Supongambe que oobr-e las e~1dad~ de ].a pla-cta :re--etangular 

09 ej~:rce M& ~t"Mcim de man~ qué. las fuerz.ssal.1.1 apliQadas -

~ed'éBean a urua rep6lo"ticiÓ». IHll:Sb-ói'iot.\ {:figura 96}. J:in ,este easo. 

las ~lDldic10llé'S de l1m1t. s-m:. 

lUla x = ! ca 

(a) 

.La en 'l'g1a dé " í'oTllluoiÓtl. cor.respon · iente El un 'p~ca cru.y o espesor 

S(t tOll'iS igual a un,o es, eon ar-.t"e~o a la -e0U60"ián (aJ.) .. 

(b) 

eoe desta~al.·~ ue ·en -el caso d~ uu'e-cinto s i mplement.e eonexo: 

GomO el que aqui Si!! eonsidera~ 16 d~atribuai6n de 13sfatigas no 

dévende d~ lae tJaraet$~istieas el.ú.sticas () oonatalltea téonicas _ 

del l!!aterl.al ( .. 12) t por manera y'ue hao1anUo iglltit a c"Sr o el coe-
, , 



f1clen"te de lteiSlf;Ol1. '_" ~ ll"\H i~J~"'illj'H3 se iilJUpl1!1oa.~ n llTabl.eman

te,Intr uciendó, J;: ueD, la :fmltñ6n de te:usián I y e\lstittq1!ndo -

1:). (b) lo;;;; "Valores 

(o) 

Ira exp:resí/)a exacta de 1.4 ~«i6n Q(J '~@sián sarA a 1131180 que- sa

tiilJiaga l.8$ e~ld:ioiOlleg (a) y llaga -

y 

FIG.96. 

qu'G la éne--..cpa ~e Q.e:tonaaei6n ( a) see; ' 

minir-iS .. 

Si j}ax'b. J.a detarm.naciéri. d41. min1mo 

d& Ce) a,PlieaaQ's el. oáloUl.o <19 va~ia-. . 

eian&s. lJ.ega~emos 8 ~a -e-t1u1ic-ión ( 26) 

para la :fun-oi&t de tensión JI ( . 13); 

pero S\i1,.Ü. EUlll;llQal'él'AOS ot_ o l?rooed. imi~nto, que ns ;'Htnnit1rá ob te

ner- una - s~lucaión agroxim.ada. (JtW{" -et1r.{li.~n dt.! A1.ry J adnptaremos 

una serie. 

que aati~agu a 1&$ aondicion a de limite (a) y en la c,ªa.l 

SCIr! constantes qUe habrá que de'tlltt'ml.nu :pnster~t)mente. Lle

vando esta serie a la ~esión ( ) 'IlbtAl'ldremes r {}OIDO u:aa ~ci6n 

• .. . ~ 

Pcr 10 gen..eral~ una ad.ecuada ru.eeciÓ%1 d-e las funcionee I ,. I ••• 

uermi ii:tri obtener una soluei6n sat i a:faet ori-6mente aprox:1.m8d.a emp 

pleando tan solo unos poQ't)s 'tém1n1)s de 1aser.l.e (d ) . 1m nuestro 

caso, las eondic.1ones de límite (a) qu.ecl:an setie:fechas haoiendo: 

ya Tue, ~er nao, obtenemos: 

Las restanteB funciones: , ,1_, ••• , deben ser elegi as de manera 

que ~a correspondientes tensiones desaparezcan en el OOIltC):t'll(). os 



~--·------------------------------------------~--~~~-~~-----t _~ 

(11 

aseglll"a1!eo-s de eJ..lo efectuw"1do a t odaa esas íunt)i~les , d.el f ac-
" · 2 ' . 

tor ex2 - ~2) , (y2 - b 2 )2, cuyas derivadas segundas e~ respeoto 

a x y a '3 se anulan para los lados y= ' ± b y x 1: :! a, :!'espectlva-

meat e; mierrtras que 

10 .... cuatro 1'Jordes de la placa. , Se Ji d:rá tomar, pOO9 .. cc.'l10 expr e -e 

. sión . e la fW"i.ciÓtl de 'tensión, l,a siguiente: 

(:f ) 

La serie cont ien~ solamente l.as potencias parea d~ x , y .p t)rque 

ln distribuoión de tensiones oc simétrica _con. ráspecto a ámbos 

ejes coordenados. Si 'nos limitarnos al -primer térm1n<>, 

serie (f)~ tend~moS1 

I~ io. primera dé ·l.as eouae1on s (e) llegamos, entt)ll.e-es~ a: 

Ha,1:a Ul'ltl, :p l<:Atoa eu.adrad a ( b ) ~ ~~ sul t ~.: 

0 ,04253 :i- 1 
él . 

t de l.a 

'En la f ;,ignra 97 t la cu;rve 11 repreaenta la 41stribu eién a. 
en le seccián transversal le = e, en tanto que larepSrticim pa

:rabó~ica Q.ue h-emos auPUg'sto para les esfuerz s en las eXb.~ida

des d.'e la placa eaiiá reflejada p-or 1a uurva L 

CalelÜie1l1csahora oon 'tres "término d 1.a serie ( f ) ~.a :legrar 

m8 !lp:roximaci.' · mayor" Las ee~ien 

<JUlo de las con stoot es 

{e} qu sirven par: el oá¡ .. 

( g ) 



(ll4) 

(g) 

o 01 04 06 08 x 
I 11I ¡-t-

111 J , 
1 'V lL o.'Lb 

,) 
1\7 O.4b 

1..1 
...-ff7 O.6b 
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v V /rJ , , 
Ir 

FIG. 97 . . 

La rep~tiQión cie esfuel"Zes tm la seeci6n transve:r&alx ~ O 

se V~ h~ciendo mas unit'ona a· dir a que a'll.'menta la 1011i5itud de 

~a )laoa~ PU.ra El A 2b, 'por eje!ilpló~ so deduoe e lbS ,e~e1or.-es 

(g) los siguiel'lt ' 3 valore s: 

. • 

0,8 m,o 

~ O~690 s . O ~ 68~ S, 0.669 S 0 ,6'3 ~ 0,649 S O~675 S 

:sin la figura. 97 se indioa con lL"lee'2 d~ traz~s sta repartición 

de s 'uerzos, quet O o ve:nH)S, sa aparta .r.rr'.;}r ~()CO de la tensj. ' n -

media., 2/38. 

Para contem..., lar otrao repart icionos sitl'étricas de ~st'Ufi}:rz os en 



(11 5) 

~06 bnrdes x =: ! a SÓln tendrem"a 'l~ adt)~ tar otra f\mo i-ín 

n la expresi6n (f) y unicamente se debf'!rá :r:iod1ficar 103 segundos 

---I---X 

y 
(o.) 

F1G. 9~. 

Uom'G ejel4pJ.o (1$ distr1buc.ión asimétrica aon re~ación al. eje 

x. 'Consi.d.e~os el caso 4. una pieza tleza~a .. :figw:a 98 , 0n la -

cual la ré}J1ilr1ii.eiéln qe ~sfuerzo en la-s aeaeiones ext:.t'OI:la3 ;;..i8Uen 

la :Ley: 

98b. N:lr.i.deuí;emeni;e,f '01 sistema de tSllsio.ü.es será impar respecto 

al éj~ X 'JI llar ctm,~eeto nl G'j$ y. s~ gt~t ts:facon estas o-onv.i

eiones dando g: 18 'fun-c16t1 de "H~!1si6n 11!t í0r~ 

(h) 

Oomo a,a:tea, ~l pri:-ner témino carisfaae para las com.i1lion,a 

dl:=J l:Lmi te. Si ap.1.ioamoe la 9nUaciÓl'l (h1 n011 cuatro ooo.ziaientea .,.. 

lO.. , 
cuadrada ( El:; b): 

(k) 

::: llb". La diBtrlb-ut:iÓfl ().o ... 

tena10n 6 en le seo,ciÓll 'tranaveraal moa1a. yar la au.aJ. x al O, -

está XOGl,lr6sén1;uda por la curva a !le ka i:igtU 9&, Y OOlU se ve~ 

B · ... ana1ble!uente lineal. 




