Sistemas de ecuaciones lineales homogéneas

Objetivos. Estudiar sistemas de ecuaciones lineales homogéneas (son aquellas ecuaciones
lineales que tienen constantes iguales a cero). Mostrar que la solucién general de estos
sistemas se puede escribir como una combinacion lineal de n — r vectores, donde n es el
numero de las incognitas y r es el nimero de los renglones no nulos en la forma escalonada.

Requisitos. Eliminacién de Gauss-Jordan, matrices escalonadas reducidas, o pseudo-
escalonadas reducidas, construccion de la solucion general de un sistema de ecuaciones
lineales.

Aplicaciones. Nicleo de una transformacion lineal.

1. Definicién (sistema de ecuaciones lineales homogéneas). Un sistema de ecua-
ciones lineales homogéneas es un sistema de la forma Az = 0, esto es, con columna de
constantes nula.

2. Observacion. Todo sistema de ecuaciones lineales homogéneas es compatible, porque
el vector cero es una de sus soluciones, llamada solucion trivial. Para un sistema de
ecuaciones lineales hay dos casos posibles:

(a) puede ser compatible determinado, esto es, tener solamente una solucion (la trivial);
(b) puede ser compatible indeterminado, esto es, tener por lo menos una solucién no
trivial.

En cada ejemplo hay que determinar cudl situacion tiene caso y describir el conjunto de
todas las soluciones.

3. Ejemplo. Resolver el siguiente sistema de ecuaciones lineales homogéneas:
31’1 — 2.1‘2 + Z3 + 4I4 = O;
8r1 — bxry — 4dax3 + x4 = 0
—21’1 + ) —|— 6£L'3 + 7[[)4 = O
Solucion. La columna de constantes es nula y sigue siendo nula al aplicar operaciones

elementales. Por eso no es necesario escribir la matriz aumentada, es suficiente trabajar
con la matriz de coeficientes.

3 -2 1.4] .. . 1 —2/3 1/3 4/37 fe+=—th

8 —5 —4 1| 225 | 8 —5 —4 1 | etz
2 1 67 —2 1 6 7
— Ri+=2Ry
1 —-2/3  1/3  4/3 D 75 T VE: BV B IR
0 1/3 —20/3 —29/3 | £2=3 | o 1 —20 —29 | =35
0 —-1/3  20/3  29/3 0 —1/3 20/3 29/3
(1 0 —13 —18

01 —20 —29
(00 0 0
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Por ser un sistema de ecuaciones lineales homogéneas, el sistema es compatible. Como
r =2y n =4, es compatible indeterminado. Tenemos n — r = 2 variables libres. Los
pivotes estan en las columnas 1 y 2, por eso expresamos x; y T a través de las variables
T3y Ty
1 = 13x3+ 18xy;
{ Ty = 20x3+ 2924.

Soluciéon general:
13I3 + 181’4
= 20.(133;- 29.T4 : T3, T4 € R.
3

Xyq

Notemos que la solucién general se puede expandir en una combinacion lineal de dos
vectores constantes:

13 18
20 29
T = T3 + x4 , xr3, x4 € R.
1 0
0 1
Se dice que los vectores
13 18
wy = 20 y = 29
1]’ 0
0 1

son soluciones bdsicas de este sistema de ecuaciones. Hay que hacer la comprabacion para
los vectores u; y us. La hacemos en forma matricial:

TR
8 —5 —4 1 10
—2 1 6 7 0 1

39-40+1+0 94 —58+0+4 0 0
=] 104-100-4+0 144 —-1454+0+1 (=10 0 |. V [l
—-26+20+6+0 —-36+29+0+47 0 0
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4. Ejemplo.
—2561 + 4.732 + 55133 = 0;
5c17 + 9y — 3x3 = 0

61‘1 - To + 41‘3 = 0.
Solucion.
2 4 5 5 1 -3 1 9 77 Rot=2m
5 1 _3 Ri+Ro _2 4 5 Ri1+=2R> _2 4 5 R3s+=—-6R;
6 1 4 6 —1 4 6 —1 4
1 9 7 1 9 7 1 9 7
0 22 19 | B=2 10 22 19 | B0t g 99 19
| 0 —55 —38 0 —110 —76 0 0 19

Ahora la matriz del sistema es escalonada, y el nimero de los renglones no nulos es
r = 3 = n. Por eso el sistema es compatible determinado, esto es, la inica solucion es la
trivial: x = 0.

En este ejemplo no hay sentido hacer la comprobacion para x = 0. Seria mas im-
portante comprobar que la matriz del sistema en forma escalonada efectivamente tiene 3
renglones no nulos (en otras palabras, que el rango del sistema es igual a 3), pero en este
momento del curso no tenemos métodos para comprobarlo. O

5. Ejemplo.
r1 + 2{132 — 41}3 = 0,
20¢¢ + Txe + 3x3 = 0.

Solucion.
(1 2 —4 ] Rot=—2r, [ 1 2 —4 | Rex=1%
127 3 0 3 11
(1 2 —4 Ry +=—2R; 1 0 -3
01 ] [ 01 ﬁ ] ’
L 3 3

Aqui r =2, n =3, r <n, por lo tanto el sistema es compatible indeterminado.

_ 34...
Ty = 335
Ty = —El’g.

La solucion general se puede escribir en forma:

3—;:10 34
r = —%xg :% —11 |, x3 € R.
Zs3 3
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Cada solucién es un multiplo de la solucién bésica u = [34 —11 3} T Comprobacion para
la solucién bésica:

12 —4 _ﬁl _[3-2-127 o] .
2 7 3 o | L e=Trro ] o]

6. Ejemplo.
{3I1 + 2!172 - 71’3 = 0.

Solucion. Este sistema tiene solamente una ecuacién. La podemos usar para expresar una
variable a través de las demas, por ejemplo:

3 . 7
Ty = —=T1 + =x3.
2 5% 5T
Solucién general:
" x 2 x 0
—%J)l + %I:g = —1 -3 + —3 7
21 0] %12
T3
Soluciones basicas:
2 0
Uy = -3 s U = 7
0 2
Comprobacién para las soluciones basicas:
2 0
6—-6+0 0
(32 7] B _[0+14—14}_{0}' v -

7. Proposicién. Sea A € M,, ,,(F). Si m < n, entonces el sistema de ecuaciones lineales
homogéneas Axz = 0 es compatible indeterminado, esto es, tiene por lo menos una solucién
no trivial.

Demostracion. Usando operaciones elementales podemos transformar la matriz A en una
matriz escalonada reducida B. Denotemos por r al nimero de los renglones no nulos de la
matriz B. Entonces r < m < n, y la solucién general del sistema Az = 0 se puede escribir
con n —r > ( variables libres. Poniendo valores no nulos en variables libres, obtenemos
una solucién no trivial. O]

8. Ejercicios. Resuelva los siguientes sistemas de ecuaciones lineales homogéneas:

Ty — 3wy + 3 = 0; B _ 0
—2x1 + bdxe + 21’3 + x4 = 1; { ?il + 2§2 i_ gig : 8,
ry — 4ZL‘2 + 5£L'3 + 14 = 1. ! 2 5 '

{Bxl — dzy + 23 = 0. —3r1 + 12 + Trz = 0;
2'T1 + 3.7:2 + T3 = 0
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