CapriTULO 15

OSCILACIONES LIBRES

15.1. Oscilador libre sin amortiguamiento. Fuerza recuperadora lineal.
Movimiento vibratorio arménico

Las oscilaciones mecdnicas juegan un papel de primer orden no sélo desde el
punto de vista cientifico sino también técnico, como resulta evidente al mencionar la
importancia que tienen los problemas vibratorios que surgen en rotores excéntricos de
motores y turbinas, el efecto de las vibraciones sobre estructuras —en particular, en
condiciones de resonancia— y la utilizacién de vibraciones en transportadores, tolvas,
compactadores o en procesos de acabado, por mencionar s6lo unas pocas aplicaciones.

Consideremos un sistema dindmico con f grados de libertad; su configuracién
vendra definida por el sistema de coordenadas propias g

q= qi,92,---,45

Supongamos que tal sistema admite una configuracién de equilibrio estable, definida
por

9o = 410,920,590 (15.1)

Si el sistema se mueve sus coordenadas —al menos una— variarédn en el tiempo.

El movimiento es una oscilacion segiin la coordenada q, —por
ejemplo— si tal coordenada varia en el tiempo tomando alterna-
tivamente valores superiores e inferiores al valor de equilibrio, gy,
y pasando por éste (fig. 15.1).

La causa de tal comportamiento es la existencia de fuerzas en el sistema —deno-
minadas fuerzas recuperadoras— que surgen al desplazarle de su posicién de equili-
brio, y que tratan de llevarle nuevamente a él.

En este capitulo vamos a considerar sistemas con un tnico grado de libertad,
dejando para mas adelante el estudio de sistemas con multiples grados de libertad.
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Para analizar las oscilaciones de sistemas con un grado de libertad vamos a uti-
lizar los siguientes supuestos:

e La posicion de equilibrio estable se elige como origen para la coordenada ¢
g =0 (15.2)

e La fuerza recuperadora generalizada es funcion exclusiva de la posicién (en general
podria ser funcién también de la velocidad)

0=10(q) (15.3)

e La funcién (15.3) admite desarrollo en serie de MacLaurin

_ g AN
Q(Q)—Q(%)+<dq>0q+ /2<dq2>0q +... (15.4)

Como el origen se ha elegido en la configuracién de equilibrio, Q(g,) debe ser nula
segtin (14.39), y el desarrollo (15.4) se reduce a

_ (42 g (LN
0(q) = (dq>0q+/z<dqz>oq +... (15.5)
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/
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\

Fic. 15.2.
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En la mayor parte de los casos el coeficiente (dQ/dg), es no nulo, y la repre-
sentacion grafica de la dependencia de la fuerza Q con el desplazamiento g es de la
forma de la figura 15.2, con un tramo recto o aproximadamente recto en torno al ori-
gen. Como puede observarse, la pendiente en el origen (dQ/dq), es negativa, como
corresponde a una fuerza recuperadora, cuya intensidad aumenta al incrementarse la
desviacién respecto del equilibrio.

Teniendo en cuenta el valor negativo de la pendiente, se puede definir una cons-
tante de proporcionalidad positiva, k, conocida como constante eldstica o rigidez, tal
que

P ("—Q> -0 (15.6)
dq ),
y con ella (15.5) pasa a ser
d2
0(q) = —kqg+1/ (d—g> F+... (15.7)
q /o

I. FUERZA RECUPERADORA LINEAL

Si se consideran pequerias desviaciones de la posicion respecto de la configu-
racion de equilibrio, es decir, valores de ¢ para los cuales los restantes términos del
desarrollo (15.7) son despreciables frente al primero, la fuerza se reduce al término
lineal

O(q) = —kq (15.8)
de modo que

la fuerza recuperadora es proporcional al desplazamiento respecto
de la posicion de equilibrio, lo que se conoce como ley de Hooke.

Tal dependencia es una aproximacion util, en general, cuando las amplitudes de os-
cilacion son pequefias. Cuando tal aproximacion no describa adecuadamente el com-
portamiento del sistema habra que considerar mas términos del desarrollo (15.7), con
lo que la fuerza no es ya lineal; €ste es el caso de las oscilaciones no lineales o alinea-
les. Incluso es posible que (dQ/dq), sea nulo, en cuyo caso el oscilador —esto es, el
sistema oscilante— se dice intrinsecamente alineal.

a) Masay muelle

Una masa sujeta a un muelle constituye un oscilador cuya fuerza recuperadora
puede considerarse lineal en un intervalo relativamente amplio de desviaciones res-
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pecto de la posicién de equilibrio. Por ello también se utiliza como simbolo de un
sistema oscilante sometido a una fuerza recuperadora lineal.

£(x)

«——
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©) ©
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Fic. 15.3.

En el caso unidimensional de la figura 15.3, la coordenada propia es g = x. El
trabajo virtual de la fuerza eléstica que origina el muelle —que supondremos hacia
la derecha, f = fi— en un desplazamiento virtual en el sentido positivo del eje X,
or = dxi, viene dado por

oW =f.0r=fi-oxi=fox=Q00dq

con lo que la fuerza generalizada es la fuerza eldstica, Q = f, y la ley de Hooke (15.8)
se expresa

f=—kx (15.9)
siendo k la constante elastica del muelle. Vectorialmente
f=—kxi=—kr

quedando de manifiesto la tendencia de la fuerza recuperadora de llevar al sistema a
la posicion de equilibrio estable.

Fic. 15.4.
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b) Resorte en espiral
Si se trata de un muelle en espiral (fig. 15.4) la coordenada que mide la desvia-
cién respecto de la posicidn de equilibrio es angular, g = 6. Designando con u el vector
unitario segun el eje de giro, el trabajo virtual del momento recuperador M = Mu en
un desplazamiento angular virtual 6 8 = ¢ 8u viene dado, segin (14.45), por

SW=M-60=Mu-50u=M50=Q6q

de modo que la fuerza generalizada es en este caso el momento recuperador, Q = M,
y la ley de Hooke (15.8) se expresa

M=—ko (15.10)
siendo k la constante de torsion del resorte.
¢) Asociacion de muelles
e FEn paralelo (fig. 15.5).
Si se ejerce una fuerza F sobre muelles en paralelo de constantes k;, i = 1,2, ...,

la fuerza que soporta cada muelle individualmente es F; = k; x, siendo x el desplaza-
miento comun a todos los muelles. Por tanto, como

F:ZF,-: <Zki>x:keqx
la constante eldstica equivalente es

kg =Yk

o sea, el sistema de muelles puede ser sustituido por un unico muelle de constante k.,
que originara el mismo efecto.

Fic. 15.5.
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o [En serie (fig. 15.6).

Si es F' la fuerza que se ejerce sobre muelles en serie de constantes k;, i = 1,2,.. .,
la fuerza que soporta cada uno de ellos es la misma, F' = k;x;, pues al alcanzar la
elongacién méaxima se comportan como elementos rigidos y transmiten la fuerza al
siguiente muelle. Sin embargo, el desplazamiento x; de cada muelle es diferente si
son distintas sus constantes eldsticas; en cualquier caso, el desplazamiento total que

experimenta el sistema de muelles, x, es la suma de los desplazamientos parciales de
cada uno de ellos,

F F
== R
de modo que
1 1
L2k

y el sistema de muelles puede ser sustituido por un tinico muelle de constante k., que
originard el mismo efecto.

II. ECUACION DEL MOVIMIENTO

La ley de Hooke define una fuerza generalizada conservativa de acuerdo con
(14.29)

0—— — kg (15.11)

siendo la energia potencial asociada
Ulq) ="')kq’ +cte =U (qo) +'/okq’ (15.12)

que se reduce a

(U(q) =k, conU(g0) =0] (15.13)
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es decir, tomando como nivel cero de energia potencial la correspondiente a la posi-
cién de equilibrio. Las ec. (15.12-13) expresan la dependencia parabdlica de la energia

potencial con ¢, valida en la aproximacidn lineal.
La energia cinética es

T (q) ='/mg’ (15.14)

siendo m la masa del cuerpo —si g es lineal— o el momento de inercia del cuerpo
respecto del eje de giro —si g es angular—. La lagrangiana es, pues,

L(q,q9) =T (q)—Ul(q) ="'omq’ —)kq’ (15.15)

y la ecuacién del movimiento

%<8Lgc§q)>aLéch) —0 (15.16)
es
i+ kg =0 (15.17)
o bien
(15.18)
con

S

(15.19)

Il
3|

siendo w, la pulsacion o frecuencia angular del oscilador, real y positiva. (15.18) es
la ecuacion diferencial del movimiento para pequerias oscilaciones del sistema.
La solucién de (15.18) es, con A, y A, constantes,
q(t) :Al eimor +A2 e*iw(,r
o bien, al ser w, real,
q(1) = a{S} (@, 1+ ) (15.20)

siendo la velocidad

q(t) :awo{c—ozen} (w(,t‘i‘gﬁ) (1521)
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a) Principio de superposicion

Dado que estamos considerando el dominio lineal de la fuerza, la ecuacién del
movimiento (15.18) también es lineal, cuampliéndose el principio de superposicién que
afirma, en relacién al movimiento del oscilador, que si ¢,(¢) y ¢»(¢) son soluciones de
la ecuacién del movimiento, g, (¢) + ¢,(t) también lo es. Esto permite considerar
como general el comportamiento del oscilador lineal bajo la accién de una determina-
da fuerza recuperadora, simplificando enormemente su estudio.

b) Determinaciondeay ¢

La constante a es la amplitud de la oscilacién, maximo valor de la desviacién
—igual a un lado que al otro de la posicién de equilibrio— pues la funcién seno o
coseno tiene de valor extremo =+1. El argumento de la funcién sinusoidal, (w,?+ ¢),
es la fase, y ¢ es la fase inicial.

Las constantes a y ¢ se determinan conociendo el estado de movimiento —posi-
cién y velocidad— del oscilador en un determinado instante, que se suele tomar como
inicial ( = 0). En efecto, si ¢(0) y ¢(0) son conocidas, las relaciones

q(0)=a{$}te ¢0)=aw,{*%.}¢

permiten obtener a y ¢, pues

q(0) _
wow = {—ctg} ¢

[y
F0)+ (0 =

¢) Movimiento vibratorio arménico
Un movimiento es

vibratorio arménico —o armonico simple— respecto de una coor-
denada g, si tal coordenada varia sinusoidalmente con el tiempo y
con amplitud constante.

La variacién temporal de ¢ en (15.20) satisface ambos requisitos, por lo que
el movimiento del oscilador lineal que estamos considerando es vibratorio armoni-
co. Una ecuacioén diferencial de la forma (15.18) corresponde, pues, a un oscilador
armonico, pues sus soluciones son de la forma (15.20).
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d) Movimiento periodico
Un movimiento es

periodico —respecto de una coordenada— si el estado de movimien-
to relativo a la misma se repite cada vez que transcurre un intervalo
dado de tiempo, denominado periodo 7.

Asi, si el movimiento es periddico respecto de la coordenada ¢ del oscilador
monodimensional que se estd considerando, se debe cumplir que

q(t)=q(t+nt) 'y q(t)=q(t+n1)

El movimiento vibratorio arménico (m.v.a.) del oscilador lineal serd periddico si se
cumple que

q = asen(w,t+¢) =asen|w,(t+nt,)+¢| =
= asenw,t+¢+nw,t, (15.22)
G = aw, cos(w,t+¢) =aw, cos|w, (t +nt,) +¢] =

= aw, cos|w,t +¢+nw,,] (15.23)

Ahora bien, las funciones circulares seno y coseno satisfacen las relaciones
{2} a= {2} (a+20n)
de modo que se cumplen (15.22-23) cuando
nw,T,=2nn

En consecuencia el movimiento vibratorio arménico es periddico, de periodo 7, dado
por

T,=21/w, (15.24)

resultando ser independiente de la amplitud —o de la energia total—. El oscilador cuyo
periodo —si lo tiene— satisface esta caracteristica se denomina isocrono.

El periodo es el tiempo en que se realiza una oscilacion. Su inverso, la frecuen-
cia v,

v=1/t
es el niimero de oscilaciones en la unidad de tiempo. La frecuencia angular,
w=2n/T

es, pues, el niimero de oscilaciones en 21 veces la unidad de tiempo. De ahi que no
tenga sentido fisico un valor negativo de la pulsacion.
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e) Energia
Teniendo en cuenta la expresion de la velocidad

§=aw,{<u} (@1 +¢)

se puede escribir la energia cinética como

2

thmg = hmlaw, {5} (W, + )] = hka® [1— {25} (w,1 +¢)] =
= 1/2k[a2—q2} (15.25)

T

resultando médxima (= !/ska*) en la posicién de equilibrio, y minima (= 0) en los
puntos extremos de la oscilacion.
La energia mecdnica total es, con (15.25),
E=T+U=sk[a*— ¢+ /kq* = /ka*> = cte

siendo constante, como corresponde al caso de fuerza conservativa.

energia

zona alineal

zona ling

Fic. 15.7.

En la figura 15.7 se muestra graficamente las relaciones entre las energias cinéti-
ca, potencial y total, de modo que en el movimiento del oscilador hay una transforma-
cion continua entre energia cinética y potencial en forma tal que su suma mantiene la
tasa de energia total constante. Como ya se ha dicho, la energia potencial tiene forma
parabdlica en la aproximacién lineal; términos con potencias de g superiores a 2 dan
lugar a desviaciones respecto de la dependencia parabdlica que han de ser considera-
dos a partir de un cierto valor del desplazamiento.
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) Trayectoria fdsica

El espacio de configuracién permite representar la posicion de un sistema me-
diante un punto, cualquiera que sea el ndmero, f, de grados de libertad del mismo. Se
puede dar un paso mas y definir el espacio fasico o de las fases, de 2 f dimensiones,
correspondientes a las f coordenadas propias, ¢, y a las f velocidades propias, ¢. En
dicho espacio el estado de movimiento del sistema viene representado por un punto,
y los sucesivos estados de movimiento por los que va pasando al transcurrir el tiempo
definen una curva llamada trayectoria fasica. En el caso que nos ocupa del oscilador
lineal monodimensional es facil obtener la forma de las trayectorias fésicas, pues de
la ecuacién

E=T+U="hmi+ kg’ (15.26)

resulta

22 2

q q
=1
2E/m | 2EJk

energia

zona alineal

zona linda

_________ - —

A

< 2Ek ,

Fic. 15.8.
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Fic. 15.9.

que es la ecuacién de una elipse (fig. 15.8) de semiejes 2E /k y 2E /m. Para distintos
valores de la energia total del oscilador, E, distintos son los semiejes y distintas —pero
semejantes— las elipses.

La ec. (15.26) también puede escribirse como

¢’ _2E
—2+q2———a

ecuacion que —en el espacio fésico (q, i) — corresponde a circunferencias de radio

VE =a(fig. 15.9).

El punto P representativo del estado dindmico instantdneo del oscilador se encon-
trard en la circunferencia que corresponda a la energia que se le ha comunicado me-
diante las condiciones iniciales. Cada trayectoria fasica representa el pasado y el fu-
turo dindmico del sistema, y el conjunto de trayectorias constituye el diagrama fdsico
del oscilador.

Para determinar el sentido de recorrido del punto P sobre la trayectoria f4sica
basta con escribir, de acuerdo con (15.20-21), que

q(t) = asen(w,t+¢)
q _
— = acos(w,t+¢)
w,
En la figura 15.9 se observa cudl es el dngulo (w,? + ¢), y su crecimiento —al aumentar
t— determina el movimiento de P segun el sentido horario.'

1. El sentido horario de recorrido del punto P en este tipo de diagramas fésicos es general, pues
si dgq/dt es positiva significa que la coordenada ¢ crece con el tiempo, y tal aumento se produce con la
secuencia ¢: —a — 0 — +a, y a la inversa.
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A
v
A
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v

Fic. 15.10.
g) Término constante

Supongamos que la ecuacién del oscilador libre sin amortiguamiento no viene
dada por la ec. (15.17) sino que incluye un término constante que expresaremos como
kA,

mg +kq' =cte =kA (15.27)
La ecuacidn anterior puede escribirse como
mg +k(g—2)=0 (15.28)
Haciendo el cambio de variable
g=q —1 (15.29)
como § = §', la ecuacién del movimiento (15.28) toma la forma habitual
mi+kg=0 (15.17)

El cambio de ¢’ a g segtin (15.29) supone medir los desplazamientos desde O en vez
de desde O, esto es, un cambio de origen (fig. 15.10). Pero ;por qué causa puede
aparecer el término constante en (15.27)? Vedmoslo. Si expresamos la ecuacién del
movimiento con la energia cinética

d [oT@)) @),
| T -7 ()

como T = '/,mq?, llevdndola a la expresién anterior y teniendo en cuenta (15.28)
resulta que

mg = Q(q) = —k(q' =) (15.30)
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sin masa equilibrio estatico movimiento

(o
deflexion
estéatica

Fic. 15.11.

ecuacion de la que se deduce que la fuerza generalizada Q no se anula en el origen O',
0(g' =0)=kaA #0

de modo que la presencia del término kA en (15.27) es debido a que el origen de la
coordenada propia no se ha situado en la posicion de equilibrio estable. En tal posicién
0(q') ha de ser nula

0(q) =k(1-q,) =0
esto es,
q,=4

y la posicién de equilibrio corresponde al punto O, origen de la coordenada ¢ (fig.
15.10). El que ¢’ = 0 no corresponda con la posicién de equilibrio puede ser debido
a una mala eleccion del origen de la fuerza elastica o a la existencia de una fuerza
constante k A superpuesta a la recuperadora

Q<q,) =—k (q/ - ﬂ) = _kq/ +kd= Qrec + Qcte

En definitiva, el término constante en (15.27) surge de una errénea eleccion del
origen, que no corresponde con la posicion de equilibrio. Elegido éste correctamente,
esto es, haciendo el cambio (15.29), se recupera la forma canénica de la ecuacién del
movimiento.

Ademas de la recuperadora, la presencia de una fuerza constante actuando sobre
el oscilador es un caso frecuente, como ocurre, por ejemplo, en las oscilaciones verti-
cales de un muelle (fig. 15.11). Al colgar la masa lentamente del muelle éste se estira
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hasta alcanzar una longitud que origina una fuerza recuperadora eldstica que compen-
sa el peso de la masa. Tal alargamiento del muelle se denomina deflexion estdtica.
Las oscilaciones verticales que pueden inducirse en la masa vienen descritas por la
ecuacion del movimiento (15.17) siempre que se midan desplazamientos a partir de la
posicién de equilibrio O.

Ejemplo 15.1

Estiidiese el movimiento —en el plano vertical— de una masa puntual m unida
a un extremo de una varilla de masa despreciable y de longitud A; su otro extremo
permanece fijo.

El sistema anterior constituye el denominado péndulo plano.
Su energia cinética es

T = 1ym (@ +3) = om0

y su energia potencial, tomando como nivel cero el plano correspondiente al punto de
suspension,

U(6) = —mgAcosd

que es una funcidn sinusoidal, y no parabdlica como en el caso lineal (no obstante, si
las amplitudes son pequeiias, cos § =~ 1 —1,6%, con lo que U (0) = —mgA+ omg A6
que si es una parédbola, de modo que, aproximadamente, el movimiento resultante es
vibratorio armoénico).
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La fuerza generalizada relativa a la coordenada angular (que tomaremos como
Unica coordenada propia pues el péndulo plano sélo tiene un grado de libertad)

Q= —aa—g = —mgAsend=—mgA[0—(6°/3)+(¢°/5!)—---]

corresponde a un momento-fuerza y no es lineal.
Con la lagrangiana

L=T-U=",mA¢+mglcos@
la ecuacién de Lagrange proporciona
6+ w? sen =0
siendo
2
wo - g/ﬂ
De nuevo se observa que para angulos suficientemente pequefios como para que sea
admisible la aproximacion del seno por el angulo, la ecuacién del movimiento es de
la forma
0+ w?0=0

que corresponde a un movimiento vibratorio armoénico.

El diagrama fdsico puede obtenerse de una manera sencilla a partir de la energia
total mecdnica que —por ser el sistema conservativo— es constante, siendo su valor la
energia que en el instante inicial se le comunique al péndulo, E,,

E=T+U="mA¢ —mgicosf=cte=E, (1)

Despejando la velocidad angular

0= \/ % (E, +mgA cos @) (2)
consideremos las tres siguientes posibilidades en el valor de la energia.
o E, < mgAl

Las trayectorias fasicas vienen dadas por (2). Las posiciones en que la velocidad
es nula, y por tanto la energia cinética, corresponden a la amplitud del movimiento

oscilatorio, 6,; en ellas toda la energia es potencial

E,=U(6,) = —mgAcosb,
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y sustituyendo en (2)

6= \/z—f (cos §—cos 6,) (3)

La amplitud es 6, < m, es decir, el péndulo no llega a alcanzar la rama superior
de la vertical. Segtin se observa de la curva U (6) el sistema est4 confinado en un pozo
de potencial cuyos mdximos estdn en +x. Como el potencial es simétrico las curvas
son simétricas y cerradas.

Si 6, es suficientemente pequefio como para que sea admisible la aproximacion
cos 6§, =1—146, sustituyendo en la (3)

0= /SE-o)

& 0o

de modo que
A,
—0* 46" =6 =cte
8

siendo las trayectorias fasicas elipses, resultado coherente con la circunstancia de que
para esta aproximacion, el movimiento es aproximadamente arménico.
De (3)

de

2
\/78 (cos @—cos 6,)

siendo el periodo del péndulo plano
o
T=4 / dt
0

La integral anterior resulta ser integral eliptica de primera especie, que para amplitudes
no muy grandes (para las que sea aceptable la aproximacion del sen 8 mediante los dos
primeros términos del desarrollo en serie) da como resultado

[ 1 11
—on o1+ —t——0
! ”\/;[ 16" 3m ]

El periodo depende, pues, de la amplitud, por lo que el péndulo plano es no isocrono,
excepto para amplitudes suficientemente pequefias como para que las potencias de 6,
sean despreciables frente a la unidad.

dt =
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o E =mgA

En los puntos de corte con la curva de energia potencial ocurre que
E,=—mgAcosb,=mgAl

y de este modo
cosf,=—1 'y 6,=n

alcanzando el péndulo la posicién vertical por encima del punto de suspension, posi-
cion de equilibrio inestable. Segin (3)

! 2
0= Tg(cose+1)

0= 2\/; cos(0/2) 4)

pues 1+ cos @ = 2 cos® (6/2). Resulta asi que las trayectorias del espacio fésico son
funciones coseno, existiendo dos ramas segun el sentido del movimiento.
De (4) resulta que

o bien

do

2\/gcos (0/2)
A
y el periodo es

dej2
T = 4
cos 9/2 cos 0/2 cosa
A T a\"?
e —_ — — = 1 —_ 1 = o
4\/; lntg<4+ 2)0 4\/7[lntg /271'00 In tg !/y7]

Este caso, pues, no corresponde a un movimiento real; en €l la particula llegaria a
la posicién superior, 8 = 7, con velocidad nula para lo cual tardaria un tiempo infinito.

dt =

o E, >mgA

Finalmente, para E, > mg A el movimiento no es ya oscilatorio, si bien continda
siendo periddico. Corresponde al caso en el que el péndulo realiza revoluciones com-
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pletas en torno a su punto de suspensién, no cumpliéndose que E = U (6,), pues en
ninguna configuracién la velocidad angular, ni por tanto la energia cinética, es nula,
como se desprende de (2).

E > mg/l

VW

J »

15.2. Oscilador libre con amortiguamiento viscoso

El oscilador libre, sin ningtin tipo de friccién que reduzca su energia, es un mo-
delo que puede ser ttil como primera aproximacion en algunos casos pero alejado del
comportamiento real, pues es un hecho frecuentemente constatado que el oscilador
libre cesa en su movimiento en un tiempo mdas o menos prolongado. Se hace preciso,
pues, para dar cuenta de tal circunstancia, considerar fuerzas disipativas que expliquen
la pérdida continua de energia del sistema oscilante. Los modelos de fuerza disipativa
que mejor responden a la realidad son funciones de la velocidad, y de entre ellos, el
que tiene un mayor campo de aplicabilidad y a la vez es sencillo desde el punto de
vista matematico es el de la fuerza disipativa viscosa, proporcional a la velocidad. Tal
modelo corresponde a una funcién de disipacion de la forma

A(g) ="hyq (15.31)

con y una constante de amortiguamiento, positiva. La fuerza generalizada disipativa
es por tanto

de—%z—yq (15.32)
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expresando el signo negativo la oposicion de tal fuerza al movimiento del oscilador.
La lagrangiana del oscilador lineal viene dada, al igual que antes, por

L(q,q) =T (q)—U(q) ="'smq’ —frkq’ (15.33)

y la ecuacion del movimiento es

% <ang q)) B 8L(afZQ) —0, (15.34)
es decir,
[mij+74+kq=0] (1533
o bien
[G+2B4+w2q=0] (15.36)

con el coeficiente de amortiguamiento 3 definido como
=2 (15.37)
m

(15.35) es la ecuacién diferencial del movimiento del oscilador lineal libre amortigua-
do para pequerias oscilaciones.
La ecuacién caracteristica de (15.36) es

r+2Br+w?=0
siendo sus raices
r=—B+ /- (15.38)
Simbolo

El simbolo que se utiliza para expresar un elemento disipativo viscoso es un
cilindro con émbolo, como se muestra en la figura 15.12.

Fic. 15.12.
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I.  AMORTIGUAMIENTO CRITICO Y MOVIMIENTO SOBREAMORTIGUADO

o Sif = w, se dice que existe amortiguamiento critico.
Al ser las dos raices (15.38) iguales

ra,= _ﬁ
la solucioén es de la forma
q = Al e" +A2te” == eiﬁt (Al +A2t)

que tiende asint6ticamente a cero cuando ¢ — oo, cualesquiera que sean las condiciones
iniciales. El amortiguamiento impide un movimiento oscilatorio (fig. 15.13).

9(0)=0

d

movimiento
sobreamortiguado

movimiento B<w,
subamortiguado

Fic. 15.13.
e Sif > w,, el movimiento es sobreamortiguado.
\/P* — w? es real y las raices r; y r, son distintas y también negativas

rl.zzfﬁi\/m

La solucidn, en este caso, es de la forma
2,2 _ 22
q:Aler|f+Azer2f:e*ﬂf (Alet\/ﬁ “ L Ae t\/B wr))

Como las exponenciales son reales pueden expresarse como funciones hiperbdlicas
seno o coseno, que no son funciones oscilantes. El desplazamiento también tiende
a cero para t — oo, aunque mds lentamente que en el caso anterior, no existiendo,
tampoco, oscilaciones.
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II. MOVIMIENTO SUBAMORTIGUADO
e Sipf < w,, el movimiento es subamortiguado.

\/B? — w? es imaginaria y las raices r, y r, son distintas. Escribamos, con i = 1/(—1),

VB -w =i —-B=iow,

ro=—-f=Liw,
con
Wy =/ w; = (15.39)
y la solucion, en este caso, es de la forma
g=Ae"+A e =e P (A &+ A o)

Al ser las exponenciales imaginarias pueden expresarse en funcién de funciones circu-
lares seno o coseno, dando cuenta de un movimiento oscilante. Asi, puede escribirse

g=ae? {2} (.1 +¢) (15.40)
a) Determinacion de las constantes

Aligual que en el oscilador libre no amortiguado, las constantes a y ¢ se obtienen
—en cada caso particular— mediante las condiciones iniciales g(0) y ¢(0).

b) Amplitud

El valor maximo del desplazamiento a un lado y otro de la posicién de equilibrio
viene dado por la funcién ae#', amplitud de la oscilacion

A=qgeP (15.41)

Al no ser la amplitud constante sino variable en el tiempo el movimiento no es vibra-
torio armoénico.

c) Amortiguamiento

La amplitud es exponencialmente decreciente con el tiempo. En la gréfica 15.14
se observa que la variacion temporal de la coordenada ¢(t) estd limitada por las ex-
ponenciales correspondiente al valor positivo y negativo de la amplitud. As{ resulta
que ¢(t) tiende asintticamente a cero, es decir, se anula después de un tiempo in-
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finito, cuando en la realidad el tiempo que transcurre hasta que cesa el movimiento
de un oscilador libre amortiguado del tipo considerado es mds o menos prolongado,
pero siempre finito. ;Como se explica tal circunstancia? La razén es que el modelo
de fuerza disipativa viscosa —funcién de disipacion— utilizado describe muy bien el
comportamiento de tales osciladores, pero no lo hace exactamente. Conseguir una des-
cripcién mas exacta supone modificar —mejorar— el modelo pero a costa de aumentar
la complejidad matematica, lo que habitualmente no esté justificado.

Fic. 15.14.
d) Pseudoperiodo

La pulsacién del oscilador subamortiguado, w,, determina un periodo, 7,, de va-
lor 7, = 27/ w, que viene indicado en la figura 15.14. De la gréfica de variacién tempo-
ral de la elongacidén (desplazamiento) g es claro que no se repiten nunca los maximos,
de hecho no se reproduce el mismo estado de movimiento (si se repite la elongacién
no se repite la velocidad, o a la inversa). En consecuencia, aunque el movimiento es
oscilatorio no es peridédico. De ahi que a 7, se le designe como pseudoperiodo.

/) Disipacion energética

El que la amplitud sea decreciente da cuenta de la pérdida energética que sufre
el oscilador como consecuencia del amortiguamiento. Se puede cuantificar tal pérdida
del siguiente modo. La energfa total del oscilador es

E=T+U= l/zmq2 + 1/2kq2
y su variacién temporal

dE
V7 '/2[2mgij + 2kqq] = ¢ (mgj + kq) (15.42)
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y teniendo en cuenta la ecuacién del movimiento (15.35), puede escribirse (15.42)
como

dE

expresion negativa, pues los factores y y ¢* son positivos.

La energia del oscilador amortiguado disminuye con el tiempo, sien-
do la potencia disipada proporcional al cuadrado de la velocidad,
variando con ella.

La ec. (15.43) también permite interpretar la funcién de disipacién en su relacién con
la potencia disipada.

g) Decremento logaritmico
Para caracterizar la cuantia del amortiguamiento se utilizan distintos parametros,

siendo uno de los més frecuentes el decremento logaritmico, que esta relacionado con
la disminucién del valor méximo del desplazamiento, g,,, en la forma

qu(t)

o=hn ) (15.44)
y como, segiin (15.41)
gn(t)=ae?® 'y q,(t+71,)=ae?™
resulta que
[s=mnem =pr. (15.45)

variando el decremento logaritmico en raz6n directa con el grado de amortiguamiento.
Si se considera el cociente de dos elongaciones mdximas no consecutivas, entre
las que han transcurrido n oscilaciones, se tendrd que su cociente es

7qm (t) = e"ﬂTa
g (t +n1,)
con lo que
t
lniqm( ) =nB1,=nd

qn (t+n7,)
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y asi

1 t
- 1n qm( )

6 p—
n o q,(t+nt,)

(15.46)

relacién que permite determinar el decremento logaritmico a partir de la medida de
maximos no consecutivos con lo que puede mejorarse la exactitud de la determinacién
—sobre todo si se hacen las medidas sobre graficas y los maximos consecutivos tienen
valores muy préximos—.

Inversamente, si se conoce 6 previamente se puede determinar —mediante
(15.46)— el nimero de ciclos necesarios que han de transcurrir para que la elonga-
cién maxima se reduzca en un factor prefijado. Asi, si se quiere determinar el nimero
de oscilaciones, n', para que la amplitud se reduzca en el niimero e se tendra que

1 ‘ 1 1
PRNLIW 710 N (15.47)

nooqu.(t+nt,) n n

es decir, ¢ puede interpretarse como la inversa del niimero de oscilaciones que ha de
realizar el sistema para que la elongacion maxima se reduzca en un factor igual al
nimero e. Cuanto mayor sea n’' menor es el amortiguamiento del oscilador y menor es
el decremento logaritmico.

h) Tiempo de relajacion

Tiempo de relajacion es el que ha de transcurrir para que la elon-
gacion mdxima se reduzca en el niimero e.

Como, segin (15.47), para que eso ocurra han de transcurrir n’ oscilaciones de
duracién 7, el tiempo total, ¢,, es

1
t,=n'1,==7,=

1
575 (15.48)

utilizando (15.45).

Ejemplo 15.2

Una varilla homogénea de masa m'y longitud A puede rotar alrededor de un pun-
1o O fijo situado a 1/4 del extremo de la varilla unido a un amortiguador de constante

2. De un modo directo utilizando (15.41): en t =0, g,,, = a; en t = t,, por definicién g,,, =
=ae P =ae”!, de modo que 1, = 1/B.
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v, como se muestra en la figura. El otro extremo estd sujeto a un muelle de constante
eldstica k. La posicion horizontal de la varilla es la de equilibrio, y sélo puede mo-
verse en el plano vertical. Considerando pequerias oscilaciones, determine el cociente
entre la frecuencia natural del sistema, w, y el pardmetro de amortiguamiento . Su-
poniendo que tal cociente es mayor que la unidad, caracterice el tipo de respuesta del
oscilador.

1/4/1

>
gl
>

3/4/1

El momento del peso respecto de O produce una deflexion estitica en el muelle
hasta llevarlo a la posicidn horizontal, que es la de equilibrio. Si se consideran des-
plazamientos respecto de dicha posicion —como debe hacerse— el efecto del peso ha
sido compensado y no hay ya que tenerlo en cuenta.

El sistema tiene un solo grado de libertad. Tomemos como coordenada generali-
zada el angulo 8 que forma la varilla con la linea horizontal en una posicién cualquiera
durante el movimento. La energia cinética viene dada por

T = 1/1(0)f

con

1(0) = I(¢) £ m (1)’ = %m/lz

La energia potencial a considerar es sélo eldstica, y para pequeios desplazamientos,

9
U =1hkx® = 1hk(3/,Asen 6)” = '/zﬁk/lzaz
La lagrangiana es, pues,
L=T-U= %lm/lzéz— 1/22k/1262
48 16

La fuerza disipativa es

Q= —yy= —y'/sA0cos 6 = —1/,y 10
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La ecuacién de Lagrange

AN
dr \ 90 90 =

da como resultado

. 12y . 27k
0+ ——0+—0=0
Jr7m/l Jr7m
o bien
0+2p0+w0=0
con
12y 27k
2 = — 2:—
P TmA y @ Tm
Asi pues
w, A
= =7k
B 2y

Si tal cociente es mayor que uno, entonces 8 < w, y el movimiento del sistema
es oscilatorio subamortiguado, de pseudoperiodo

B 2w B 14 7rmA

Wa  34/21mkA—4y’

Ta

El decremento logaritmico es

6y 14nmA B 4y
TmA 3,21 mkd—4y* /21 mkA—4y*

0=p1,

y el tiempo de relajacion,

15.3. Oscilador libre con amortiguamiento de Coulomb

Consideremos ahora al oscilador sometido a una fuerza disipativa constante, in-
dependiente de la velocidad y de la posicién, como es el caso de la fuerza de rozamien-
to que surge al deslizar un cuerpo sobre una superficie seca. Es el amortiguamiento



514 MECANICA DEL SOLIDO RIGIDO

de Coulomb. Tal modelo de fuerza disipativa corresponde a una funcién de disipacién
proporcional a la velocidad (y no a su cuadrado, como en el amortiguamiento viscoso)

AG)=v4 (15.49)

con y una constante de amortiguamiento, positiva. La fuerza generalizada disipativa
es, por tanto,
9A(9)

Q,= T 90 =-v (15.50)
q

expresando el signo negativo la oposicion de tal fuerza al movimiento del oscilador.
La lagrangiana viene dada, al igual que antes, por

L(q,q) =T —U =hmg* —hkq* (15.51)

y la ecuacién del movimiento es

d (dL(q,9)\ 9IL(¢,9) _ 0
dt g dq ¢
es decir,
mi+kq=Q,=—y (15.52)

Al no figurar ¢ en (15.52) —al contrario de lo que ocurre en (15.35)— el sentido
del movimiento, esto es, de la velocidad, no se refleja directamente en la ecuacién
dindmica, lo que exige considerar las dos posibilidades independientemente. La figura
15.15 ilustra esta circunstancia para el caso de un desplazamiento lineal —designado

« +X

X 4——— m >V
b) %

mx=—kx+y

Fic. 15.15.
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por x— positivo, en cuyo caso, si la velocidad es positiva las fuerzas recuperadora

y disipativa se refuerzan, mientras que si la velocidad es negativa ambas fuerzas se
contrarrestan.

Asi, si g es positiva, como la fuerza disipativa se opone al movimiento, la ecua-
cién dindmica es
mg+kqg=—y (15.53)

o bien

éi+w§q=—1, g>0 (15.54)
m

con w, = \/g la frecuencia natural del oscilador. La ec. (15.54) es valida siempre que
se cumpla que ¢ es positiva, es decir, para todo el semiciclo en el que g > 0 tanto si g
es positiva como negativa.

La solucién de (15.54) es de la forma

¢ =aq+q,=a cos(wotﬂol)—%, §>0 (15.55)

vélida para todo el semiciclo de velocidad positiva.
Para el medio ciclo en el que la velocidad es negativa, la ecuacion del movimiento
es

Gtwig=Y, §4<0 (15.56)
m
siendo su solucién

G, = a, cos (w,t +¢,) +

=

, g<0 (15.57)

Fic. 15.16.
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Los términos +vy/k que aparecen en (15.55 y 15.57) corresponden al alarga-
miento que originaria la fuerza de rozamiento sobre el muelle si actuase estiticamente
como fuerza activa. En cualquier caso, la accién de tal fuerza constante origina un
cambio en la localizacién de la posicién de equilibrio (como se vio en 15.1g) en la
cuantia y/k (fig. 15.16).

Para mejor analizar el movimiento, tomemos como condiciones iniciales

q(t=0) =gq, (15.58)
g(t=0)=0 (15.59)

es decir, se separa al cuerpo de su posicion de equilibrio y se le deja libre sin velocidad
inicial. Como el desplazamiento se ha tomado como positivo, el sistema al moverse
hacia su posicién de equilibrio lo hace con velocidad negativa (¢ < 0) y la solucién a
considerar es (15.57)

g = a, cos (w,t + ¢,) + %
Derivandola respecto del tiempo resulta
G = —a,w, sen(w,t + ¢,) (15.60)
y utilizando las condiciones iniciales
q, = a, COS ¢, + %
0 = —a,w, sen g,
resulta
¢, =0
y
a=q,— %
2 qo k
con lo que
= (0.~ )cosw,r+7 (15.61)
y
. y
o= — (qo—%) , sen w, t (15.62)

expresiones validas para el semiciclo que corresponde —si la coordenada es lineal —
al movimiento de derecha a izquierda, y cuya duracién es desde el inicio hasta que la
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velocidad se anula (¢, = 0), es decir, t = 7/w,. El desplazamiento —en este instante
de tiempo— viene dado por, (fig. 15.16),

% (t=ﬂ/wo)=*(qo—%)+%=—<q0—2%> (15.63)

Para el siguiente semiciclo, ¢, > 0, y la solucién es (15.55)

g1 = a, cos (w,t' +¢,) — %
Su derivada respecto del tiempo proporciona
G = —a,w, sen(w,t' +¢,) (15.64)

Las condiciones iniciales para este segundo semiciclo son
AP . _ Y
0:(1'=0) = g:(1 =/wo) = — (9.~ 27 )
G (t'=0) = ¢:(t =7/wo) =0

y llevdndolas a (15.55 y 15.64) se obtiene

=0
y
0= (o=}
con lo que
qlz—(qn—%) coswnt/f% (15.65)
y
. Y ,
q: = <610 _3E) w, sen (1)0[ (1566)

El segundo medio ciclo finaliza cuando ¢, vuelve a ser cero, esto es, en ' = /w,; en
este instante el desplazamiento vale

g (' =n/wo) = (qa—%) - % = (qfé%) (15.67)

inicidndose —de nuevo— el proceso.
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a) Oscilaciones lineales y angulares

Si la coordenada propia es lineal la fuerza disipativa constante corresponde a la
fuerza de rozamiento

Yy =uN

siendo y el coeficiente de rozamiento y N la fuerza normal a las superficies en el punto
de contacto.

Si la coordenada propia es angular la fuerza generalizada disipativa corresponde
al momento de friccién —constante— M,

y=M,

b) Frecuencia de las oscilaciones

La frecuencia de las oscilaciones es la natural del oscilador, w,, a diferencia de lo
que ocurre con el amortiguamiento viscoso. El amortiguamiento de Coulomb, pues,
no modifica la frecuencia de vibracion del sistema.

c) Amplitud

Como la amplitud se reduce en cada ciclo en 47y /k, siendo el tiempo transcurrido
el perfodo 27/w,, los mdximos de las oscilaciones estdn limitados por la recta de
pendiente

dy/k  2yw,
21/w, 7k

tgy=
y su simétrica respecto del eje de tiempos (fig. 15.16).

d) Cese del movimiento

El movimiento cesa cuando, en algiin estado de velocidad nula, la fuerza recupe-
radora es igual o menor que la de friccidn, kg < vy, es decir,

q <vy/k

Por tanto, el nimero de semiciclos, n, que transcurren hasta que cesa el movimiento
viene determinado por la relacién
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de donde

n> qoify/k
— 2y/k

Al contrario, pues, de lo que —segin el modelo utilizado— ocurre en el amortigua-
miento viscoso, en el amortiguamiento de Coulomb el movimiento cesa después de
transcurrido un tiempo finito.

(15.68)
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