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Lista parcial de notaciones matematicas

Alf abeto griego
A « alfa B g bed | ' ~ ganma | A 6 delta | E ¢ épsilon
Z ( zet H 7 eta | © 60,9 thea I L iota K & kappa
A A lambda| M pu mu | N v nu = & X O o Omicron
I wmw pi P p,o r0 ¥ o,¢ sigma | T 7 tau T o ipsilon
S P, i X x ji v psi Q w omega
Conjuntos importantes
0 conjunto vacio
N numeros naturales {0,1,2,...}
N*  ndmeros naturales diferentes de cerfl, 2,...}
Z numeros enteros {..,-2,-1,0,1,2,...}
@  numeros racionales {m/n:me€Z,neN}
R ndmeros reales (—00, +00)
R*™ nUmeros reales positivos [0, +00)
C ndmeros complejos {z+iy:z,y € R} (i verificai? = —1)
Operadores logicos

i para todo YneN,n>0

3 existe IneNn>7

3 existe un solo dneNn<1

ANy B>2)A(2>1)

V. o (2> 3) (2>1)

= implica Va,b € R, (a=b)= (a >0)
<= si,ysolosi Va,beR,(a=0b) < (b=a)

- negacion =(2 > 3)

otras notaciones para la negacioni2 > 3),2 # 3

Operadores aritméticos

|| valorabsoluto |z|=zsiz>0;|z|=-2852<0
Z Suma Ziel\H 27" =1

[[ producto I, i=nl

! factorial 7N=1-2-3-4.5-6-7=5040

Operadores sobre conjuntos

€ pertenece a € {a,b,c}

U unién {a,b,c} U{a, d}—{abcd}

.. sobre un conjunto indexado | J,. Si = So US1 U S U -

N interseccion {a,b,c} N{a,d} = {a}

.. sobre un conjunto indexado (), .y Si = So N S1N S N -
\  diferencia entre conjuntos {a,b,c} \ {a,d} = {b,c}
D  contiene estrictamente Z >N
D  contiene NDON
C  esta contenido estrictamente elN C Z
C estacontenido en NCN
24 potencia ded siA = {a,b,c},

entonce2” = {0, {a}, {b}, {c}, {a,b},{a,c},{b,c}, A}
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Prélogo

Eselibro es el reflejo de la experiencia docente en asignaturas de calculo de siete profesores de la Universitat
Politécnica de Catalunya. El texto sigue el esquema basico de la asignaturaFuorat@inentos matematicos de
la ingenieria 2 que imparten los autores en la Escuela Universitaria de Ingenieria Técnica Industrial de Barcelona,
pero su contenido es perfectamente adaptable para cursos de céalculo en varias variables de cualquier ingenieria. El
texto tiene como objetivo principal iniciar al estudiante en los conceptos basicos del calculo de funciones de varias
variables, analisis vectorial y ecuaciones diferenciales, asi como en la teoria de transformadas. Para el estudio de
este texto, se supone que el alumno ya ha adquirido nociones basicas de matrices, asi como suponemos un amplio
conocimiento de los fundamentos de funciones de una variable, diferenciacién e integracion.

Al ser un texto dirigido a estudiantes de ingenieria, se han cuidado los aspectos de aplicacion, justificando los
conceptos introducidos mediante ejemplos practicos y motivaciones de las ciencias fisicas tales como electricidad,
electrénica y mecanica, en las que se aplican los conocimientos adquiridos.

El libro, que consta de seis capitulos, se puede dividir en dos partes. La primera parte esta dedicada a las
funciones de varias variables: nociones basicas de limite, continuidad y derivacién; calculo de extremos libres
y condicionados; integracion mdultiple y analisis vectorial. La segunda parte trata las ecuaciones diferenciales de
primer orden y orden superior, la transformada de Laplace y la transformada de Fourier.

Para ilustrar la teoria, se presentan ejemplos aplicados a la ingenieria, asi como problemas resueltos y proble-
mas propuestos que permiten al lector verificar sus conocimientos. La experiencia en la docencia de esta materia
muestra que es preferible omitir algunas demostraciones técnicas. En este sentido, hemos mantenido las que con-
sideramos que, efectivamente, permiten una mejor comprension de los aspectos tedricos.

Al final de cada uno de estos capitulos, junto a los listados de ejercicios, se encuentra una recopilacion de
problemas resueltos utilizando el programa de célculo simbdlico Maple. De esta manera, se presentan al estudi-
ante todos los comandos y herramientas necesarios para la resolucién de problemas, con especial énfasis en las
capacidades graficas y de representacion de dicho programa.

Queremos mostrar nuestro agradecimiento a la Universitat Politécnica de Catalunyay a la Escuela Universitaria

de Ingenieria Técnica Industrial de Barcelona por acoger nuestro trabajo de estos afios, asi como a José Rodellar,
director del Departamento de Matematica Aplicada Ill, por su apoyo y confianza.
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1. Funciones vectoriales de varias variables reales 15

1 Funciones vectoriales de varias variables reales

En la primera parte de este primer capitulo (Secciones 1.1y 1.2) se presentan las nociones basicas que permiten
definir el concepto de limite. Estos conceptos son los de producto escalar, norma y distancia. El limite de una
funcién vectorial en un punto es un concepto fundamental, al igual que en el caso de funciones reales de variable
real, ya que nos permitira definir las derivadas direccionales y la diferenciabilidad. Se presenta asimismo un método
practico para determinar limites de funciones. La continuidad de funciones vectoriales de varias variables también
se define a partir de un limite.

En la segunda parte (Secciones 1.3 a 1.6) se definen las derivadas direccionales —que en la direccion de los
ejes dan lugar a las derivadas parciales—y el concepto de diferenciabilidad, con algunas diferencias destacables
con respecto a las funciones reales de variable real. Finalmente, se presenta el polinomio de Taylor para funciones
de varias variables reales, que permitira obtener aproximaciones locales polindmicas de funciones alrededor de un
punto.

1.1. Introduccioén y primeras definiciones: funciones vectoriales y funciones escalares

1.1.1. Funciones escalares de varias variables reales

Considérese un sistema masa-resorte. La energia total del sistema viene dada por la expresion

1 1
FE = §mv2 + 5/6.%'2

doncem representa a la masala velocidad la constante del resorterysu elongacion.
En un circuito RLC, la energia almacenada es

1 1
E2 = §CU2 + ELZQ

donce C representa la constante del condensafida inductancia de la bobina,la corriente eléctrica y: el
voltaje a nivel del condensador.

En ambos casdy; y E» pueden considerarse como funciones de 2 variabes) en el primer caso Yu, 1)
en el segundo caso. De forma mas precisa, se puede escribir

E; :RxR—-R
dondej =1, 2.

Mas generalmente se pueden definir funciones escalares de varias variables reales, es decir, d&fnidas de
R, y funciones vectoriales de varias variables realéR'tde- R™.

1.2. Topologia, limites y continuidad

Para definir los conceptos de limite y establecer la continuidad de funciones de varias variables, es necesario
establecer algunas nociones acerca de la topologia del e®Faciomo son el producto escalar, normay distancia.
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16 Célculo avanzado para Ingenieria

De esta manera, podremos hablaitecomo espacio euclideo, en el que podremos calcular la distancia entre sus
elementos, que llamaremos vectores.

Definicion 1 (ConjuntoR™). Se define el conjunt®” donden € N como
R" ={x=(x1,29,...,2n) |z, ER, i=1,2,...,n}
Los elementos dR™ se denotan pax para diferenciarlos de, que generalmente representa un niamero real.

Propiedad 1. El conjuntoR™, junto con las operaciones de suma de vectere®” x R" — R" y producto por
escalar : R x R — R" definidas como

(I) (xl7x21"'7$n)+(y17y21"'7yn) = (:’El +ylax2+y27"'7$n+yn)
(i) A (z1,22,...,2n) = (Az1, Az2, ..., Azp), AER
es un espacio vectorial sobRede dimensiom.

Para poder dotar al espad@®@ de una estructura geomeétrica, es necesario introducir los conceptos de producto
escalar, normay distancia.

Definicion 2 (Producto escalar)un producto escalar €R™ es una aplicacion
():R"xR" >R
(x,y) = (x,¥)

que a cada par de vectores y) € R™ x R™ les asocia un nimero re@, y) € R. Ademas, esta aplicacion ha de
satisfacer las siguientes propiedades:

(i) (x.x)=0&x=0
(i) (x,y) = (y,x) (simetria del producto escalar)
(i) A -xy)=XMx,y), AeR
(iv) (x+y,z) = (x,2)+ (y,2)
Ejemplo 1. Un primer ejemplo de producto escalar es el que corresponde a la aplicaciéon

n
<Xa y> = Z ZiYi
i=1

Puede comprobarse facilmente que esta aplicacion es, en efecto, un producto escalar.
() (xx)=0>" zz=0c>Y" 272=027=0,Viex=0
(i) (x,y) =220 wiyi = 200 viti = (¥, X)
(i) (A-x,y) =320 (Awa)ys = D000 Amays = A0 @iy = AM(x,y), A€R
(V) (x+y,2) =30 (i +yi)zi = S (@izi +yizs) = Sory @iz + Yo viz = (x,2) + (v, 2)
Definicién 3(Norma) Una norma erfiR™ es una aplicacion
-l :R" — R¥
x — ||

que a cada vector € R™ le asocia un nimero real no negatjid| € R*. Ademas, esta aplicacion ha de satisfacer
las siguientes propiedades:

© los autores, 2005. © Edicions UPC, 2005



1. Funciones vectoriales de varias variables reales 17

() x| =0 x=0
(i) [Ix-x[l=Al-lIx], A e R
(iii) [[x+y| < [Ix|l + |ly]|l (desigualdad triangular)

Definicion 4 (Norma euclidea) Se define la norma euclidea (o norma 2xde R™ como

e = /a3 + a3+ +3

La noma euclidea de un vectare R™ no es mas que la longitud del segmento que une el origen de coordenadas
(0) deR™ con el puntax = (1, z2, ..., Ty).

Ejemplo 2. Veamos la norma euclidea de algunos vectores:
() (3, 4))l=v32+42=v25=5
(") H(21_113)”2: 22+(_1)2+32:\/ﬂ

Nota 1. Pueden definirse muchas otras normas. Entre ellas, las mas conocidas son la norma 1 y la norma infinito,
definidas como

[[x]l1

n
Dl
i=1

max ||
i=1,...,n

9

[1%[loc
Nota 2. De forma mas general, dado un producto escalar cualquiera, se puede definir una norma como sigue:
%[ = /{x, %)
Definicion 5 (Distancia) Una distancia efR™ es una aplicacién
d:R*"xR" - RT
(x,y) = d(x,y)

que a cada par de vectores,y) € R"™ les asocia un nimero real no negatiix,y) € R*. Ademas, esta
aplicacion ha de satisfacer las siguientes propiedades:

() dx,y)=0ex=y
(i) d(x,y) = d(y,x) (simetria de la distancia)
(i) d(x,z) < d(x,y) + d(y,z) (desigualdad triangular)

Definicion 6 (Distancia euclidea)Se define la distancia euclidéax, y) entre los vectores,y € R", como

do(x,y) = /(21 —y1)2 + -+ (T — Yn)?

La distancia euclidea de entre dos vectatesy no es mas que la norma euclidea (o longitizd)- y||» del vector
diferenciax — y.

Ejemplo 3. Veamos la distancia euclidea entre algunos pares de vectores:

() da((2,1),(4,2) =/ —42+(1-22=Va+1=15
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2. Extremos de funciones 59

2 Extremos de funciones

El estudio de maximizar o minimizar una funcion real de varias variables o campo egcatayf (x), con
x = (x1,...,2,), S€ asemeja al calculo de extremos para una funcion real de una variable real. En este capitulo
se extienden las técnicas de estudio de los valores extremos de una funcién de una sola variable a funciones de
varias variables, estudiando tres tipos de extremos: relativos, absolutos y condicionados. Los extremos relativos
son aquellos puntas, tales que, para todosuficientemente cercana, la imagenf (x,) es mayor o menor que
f(x). No se afirma nada patalejano ax. Ser extremo relativo es una propiedad local. Ademas, dichos extremos
no tienen por qué ser Unicos y pueden no existir.
En cambio, los extremos absolutos si que verifican cierta propiedad global. Es decir, si se considera una region
dadaD, verificando ciertas propiedades, resuitaes extremo absoluto eb si para todox € D, f(xg) es el
mayor o menor de todos los valorgéx), conx en D. Se vera qué tiene que verificar esta regidpara poder
asegurar su existencia, y asi calcularlos. Se demostrara que siempre existen este tipo de exilgmog snbien
f(x0) es Unica, pueden existir varios valoresgecon la misma imagen (basta pensar en una funcién constante).
Finalmente, los extremos condicionados son aquellos que si bien maximizan o minimizan una frgjon
dada, estan sujetos a verificar cierta ecuagiés) = 0. Dicha ecuaciory(x) = 0 también se llama&ondiciéno
ligadura, ya que impone una relacion entre las componentes de la vaxiable”.

2.1. Definiciones y teorema principal

En esta seccion se explica como encontrar los extremos relativos, dando reglas o férmulas que permitan el
calculo efectivo de estos extremos. Pero antes se necesitan ciertas definiciones.
2.1.1. Definiciones

Se presenta a continuacion las definiciones de extremos relativos y absolutos de una funcién escalar de variables
reales (ver figura 2.1).

Definicion 23 (Extremos) Seaf : U C R™ — R una funcion escalar dada. Se dice qyec U es un extremo
(minimo o maximo) def si se verifican una de las dos condiciones siguientes:

1. Existe un entornd C U dex, tal que para todx € V, f(x) < f(xo0). En este caso, el puntq, se
denominanaximo relativo o localde f. Si esta desigualdad se verifica por tade U, se dice que el punto
X0 €S unmaximo absoluto o globalde f.

2. Existe un entornd C U dex, tal que paratodx € V, f(x) > f(xo). En este caso, el punta, se
denominaninimo relativo o local de f. Si esta desigualdad se verifica por teda U, se dice que el punto
X €S unminimo absoluto o globalde f.

Definicion 24 (Punto critico) Seaf una funcion diferenciable exy, € R™. Se dice que, es unpunto critico de
fsiVf(xo) =0, es decir, si el gradiente deese anula exy.

Definicién 25(Punto de silla) Un punto critico que no sea un extremo relativo se llgonato de silla.
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60 Célculo avanzado para Ingenieria

Gréfica de /
Grafica de /
\ — e |
| — —
y | y
| !
X0 X0
Minimo local Maximo local
X X
Az

Maximo absoluto
Superficie

Minimo absoluto

Figura 2.1llustracion de extremos
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2. Extremos de funciones 61

Definicién 26 (Matriz definida negativa) SeaA una matriz simétrica x n. Se dice qued esdefinida negativa
y se nota pord < 0 si paratodax € R", x # 0, se cumple qua’ Ax < 0.

Definicién 27 (Matriz definida positiva) SeaA una matriz simétrica x n. Se dice qued esdefinida positiva, y
se nota pord > 0 si para todax € R", x # 0, se cumple qua” Ax > 0.

2.1.2. Calculo de extremos relativos

Se sabe, por el capitulo 1, que una funcfonU C R™ — R diferenciable erx, € U, abierto ddR™, puede
ser aproximada alrededor de este punto mediante un desarrollo de Taylor:

f(x) = f(x0) + Vf(xo0) - (x —X0) (2.1)

Si se supone que, es un maximo relativo de la funcigf) entonces se tiene que tenix) < f(xq) para todo
puntox cercano a. A partir de la ecuacion 2.1, para estos puntp¥ f(xg) - (x — xo) < 0. Se elige un valor
particularx = xo + AV f(x0)? dondeX > 0 es lo suficientemente pequefio para que la aproximacion 2.1 sea
valida. Entonces se tiene qugV f(xo)||? < 0 siendoX > 0. Esto puede ocurrir sélo si

Vf(x0) =0 (2.2)

El razonamiento es equivalente para un minimo y conduce a la misma ecuacién 2.2. Por lo tanto, el extremo relativo
x( tiene que ser un punto critico (ver definicién 24). A continuacion se presenta un teorema con una condicion
necesaria para la existencia de extremos relativos.

Teorema 13(Extremos relativos)Seaf : U ¢ R™ — R diferenciable er/, abierto deR™. Sixy € U es un
extremo relativo def, entoncesV f(xg) = 0. Es decir, los extremos relativos se producen solamente en puntos
criticos.

Esta condicion es necesaria pero no es suficiente. Resulta que hay otra clase dejpliainadospuntos de
silla, en los quéV f(xo) = 0. Son puntos en los que segln una direccidon son maximos, pero segun otra verifican
la condicién de ser minimos. Su nombre viene de que, localmente, la fuftiéne forma de silla de montar a
caballo, tal y como se muestra en la figura 2.2.

Grafica

Figura 2.2 El origen es un punto de silla: maximo en direccignminimo en direccion

Falta encontrar un segundo criterio, en este caso condicién suficiente, que permita distinguir de entre los puntos
criticos cuales son maximos, cuales minimos, cuales punto de silla y cuales no son ni una cosa ni la otra. Por eso
se considera un desarrollo de Taylor de orden 2.

Seaf : U ¢ R™ — R una funcién de clasé?. El desarrollo de Taylor de orden 2 dieen el puntaxg es:

F06) = S (x0) + V1 (x0) - (6 = o) + 5 0x = x0) Hy (x0) (x — 0) 23)
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dondeH(x¢) es matriz hessiana d¢(x) evaluada erx,. Hay que notar que el simbote (aproximacion) es
necesario, ya que se han desechado los términos de orden superior a 2. Se ha mejorado asi la aproximacién lineal
dada en la ecuacion 2.1, obteniendo una aproximacion cuadratica.

Como se supone que) es un extremo, por el teorema 13, se tiene Yiféx,) = 0y la ecuacion 2.3 es de
hecho:

F06) = F0x0) 0 = x0)" Hy (x0) (x — 0)
esdecir, .
Fx) = flxo) = 5(x — x0)" H(x0)(x = Xo) (24)

Se consideran ahora tres posibles casos para el punto &ijtioedximo, minimo y punto de silla.

Xo MAaximo

Por definicion, sif tiene un maximo erxg, resulta que para todocercano a (que es justamente donde 2.4
se cumple), se verifica que

f(x0) = f(x) & f(x) — f(x0) <0 (2.5)
De ahi que usando la ecuacion 2.4, para que se verifique la definicion 23 de maximo, tiene que cumplirse que
1
i(x — xO)THf(xo)(x —x0) <0 (2.6)

Esto ocurre si la matriz hessiafi& (x,) de f tiene que definida negativa &p:
Hy¢(xo) <0 (2.7)

Por lo tanto, la funciorf tiene un maximo relativo en el punto critigg si la matriz hessian#l ¢ (x¢) es definida
negativa. Notar que la condicion 2.7 es suficiente para que se cumpla la desigualdad 2.6, pero no es necesaria.

Xo mMinimo

De manera analogd,tiene un minimo relativo e, si para toda cercano &, se verificaf (xg) < f(x), 0
lo que es lo mismo:

1
F00) = Fx0) 2 04 5 (x = x0) " Hy (30) (3 = %0) > 0
Ego ocurre si la matriz hessiadd, (xq) de f tiene que definida positiva eq:
Hf(XQ) >0 (28)

Por lo tanto, la funciérf tiene un minimo relativo en el punto critisg si la matriz hessian&l s (x,) es definida
positiva.

Xy punto de siII#

Por definiciénx, es wn punto de silla dg' si es un punto critico que no es un extremo. Se puede demostrar que
X €s un punto de silla dé¢ si la matriz hessian& ;(x() no es ni definida positiva ni definida negativa, y ademas
su determinante es diferente de cero.

{ H(x0) no definida positiva ni negativa
(2.9)

det(Hj (xo)) # 0
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3 Integral multiple y aplicaciones

En ese capitulo se aborda el tema de la integral multiple y sus aplicaciones. La primera seccién consiste
en una introduccion a las integrales donde se repasan los conceptos basicos de la integral simple. La segunda y
tercera seccién se centran en la integral doble y triple respectivamente. En la seccién cuatro se estudia el cambio
de variable y finalmente en la seccién cinco se ven algunas aplicaciones de todos los conceptos del capitulo.
Como viene siendo usual en el libro, las dos Gltimas secciones del capitulo corresponden a problemas resueltos y
ejercicios propuestos respectivamente.

3.1. Introduccion: Integral simple

Antes de introducir la idea de integral para una funcién de varias variables, se recuerda la definicion de integral
definida para una funcion de una sola variable. DAdaja,b] — R una funcion acotada y positiva, se quiere

R
N
/ N /@)
/ r—
ey
— —
o b X a=x b=x X
(@) Area bajo la grafica dg(z) (b) Area elemental (c) Aproximacion del area total.

Figura3.1l.ldea de la integral en el sentido de Riemann

determinar el area4, limitada por la gréafica d¢, el eje de abscisas y las rectas de ecuacionesa y x = b,
como se indica en la figura 3.1 (a).

Una primera idea para aproximar el area consiste en efectuar una pastitgdimtervalofa, b enn subinter-
valos

a=xp <1 <To < - < Tp_1<xp,=>

de manera que en cada subintervalg, 1, z;|, Se aproxima el area bajo la curva mediante el area del rectangulo
de alturaf(¢;) para algurg; € [z;—1,2;], como se observa en las figuras 3.1 (b) y (c). El conjunto de todas estas
particiones se not&([a, b]).

© los autores, 2005. © Edicions UPC, 2005



94 Calculo avanzado para Ingenieria

20 20

o 1 2 3 a0 1 2 3 2 0 1 2 3 3 0 1 2 3 2

Figura 3.2.Convergencia de las sumas superior e inferior a medida que se toman particiones mas finas

3.1.1. Idea para aproximar el area superiormente

Se considerg; tal quef(§;) = max {f(z),z € [z;—1, 7]} y se llama)M; a este valor maximo. Sumando el
area de los rectangulos que determinan, se obtiene una suma superior del area que Sg denota

Sp = Mi(z1 — x0) + Ma(za — 1) + -+ + My (2, — 2p—1)

3.1.2. Idea para aproximar el area inferiormente

Se considerd; tal quef(§;) = min{f(x),x € [z;_1,2;]} Y se llamam; a este valor minimo. Sumando el
area de los rectangulos que determinan, se obtiene una suma inferior del area que sg¢,denota

S, =ma(z1 —xo) +ma(r2 —21) + - + My (Tn — 1)

3.1.3. Integrable en el sentido de Riemann

En las secciones anteriores, se ha descrito cdmo obtener sumas superiores e inferiores del area. En general, es
facil observar que si se refina una particion dada, la suma infetjgpiaumenta y la suma superioff) disminuye
(ver Fig. 3.2).

Definicion 28 (Funcion integrable)Si f : [a,b] — R es una funcién acotada en su dominio, se dice fjes
integrable en el sentido de Riemann (o simplemente integrable) si se cumple:

méx {9,} = min ){S'p}

pEP([a,b]) pEP([ab]

Entonces se llama a dicho valategral def en[a, b] y se denota por:

/abf(x)dx

Observacion 1. Si f : [a,b] — R es una funcién integrable y positiva, entonces

/abf(x)d:E:A

dondeA es el area limitada por la gréfica dieel eje de abcisas y las rectas de ecuacienest y = = b.
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Propiedades basicas de la integral de Riemann

Dadaslas funcioney : [a,b] — Ry ¢ : [a,b] — R integrables en el sentido de Riemann, entonces:

/bkf()x—k/f dr VkeR

/f + 9@ d:c_/f da:+/ o(z) da
D/af(:c)d:c_—/baf(x)d:c
> /:f(x)dx—I—/cbf(x)dx:/abf(:v)dac Ve € [a, b]
D/:f(x)dacz

3.1.4. Reglade Barrow

Se sabe que ¢i : [a,b] — R es una funcién integrable en el sentido de Riemann, entonces

/f(x)dx: max {S,} = min {S,}

pEP([a,b]) pEP([a,b])
Sin embargo, esta definicion es dificil de utilizar para el calculo de integrales de forma practica.

Teorema 17(Regla de Barrow) Seaf una funcion continua €fa, b]. Entoncesy es integrable efu, b] y

b
[ f@yde = o(b) - ota)

dondeg(x) es una primitiva d¢, es decir:

Se acostumbra a denotar por:
b b
[ @yde=o(a)|’ = o) - o0

La proposicién anterior relaciona el calculo de areas con el célculo de primitivas.

3.2. Integral doble

Dadaf : [a,b] x [c,d] € R? — R una funcion de dos variables acotada y positiva, se quiere determinar el
volumen limitado por la gréfica dgy los planost = a, x = b, y = ¢, y = d, como se indica en la figura 3.3 (a).
Una primera idea para aproximar el volumen consiste en efectuar particiones de los inferéalog:, d| en
n 'y m subintervalos respectivamente (ver Fig. 3.3 (b))

a=x9< T <T3< < Typ_1<xp=>=

c=yo <<y < <Yn1<Ym=d

de manera que en cada rectang{ig. 1, z;] x [y,;—1,y;], Se aproxima el volumen bajo la superficie mediante el
volumen del paralelepipedo de altyi@;., n;) para algun(&;, n;) € [zi—1,z:] X [yj—1,y;] (ver Fig. 3.3 (c)-(d)).

© los autores, 2005. © Edicions UPC, 2005



96 Célculo avanzado para Ingenieria

[0,y X Ty 5 u5]
d’:ym B /
7
C=Yyl-
\ \
\ \ —-—
a=x, b=x, X

(a) Volumen bajo la gréfica d&(z, y) (b) Particion del intervalo

(Yj» Yj_y)

(c) Volumen elemental (d) Aproximacion del volumen

Figura 3.3.Idea de la integral doble
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4 Ecuaciones diferenciales ordinarias

En muwchas ocasiones, al estudiar un fenémeno fisico, no es posible hallar de forma inmediata las leyes fisicas
gue relacionan las magnitudes que caracterizan dicho fenémeno. Pero en algunos casos si que es facil poder
establecer la dependencia entre dichas magnitudes y sus derivadas, es decir, modelar el fenémeno mediante una
ecuacion diferencial. Asi pues, el estudio de ecuaciones diferenciales es de suma importancia para la ciencia y la
ingenieria.

En el presente capitulo se presentan las ecuaciones diferenciales ordinarias de primer y segundo orden y se
estudia su resolucién. También se comenta de forma mas breve la resolucion de sistemas de ecuaciones diferen-
ciales. Es importante afiadir que, ademas de los métodos de resolucion que se presentan en este capitulo, existen
otros métodos, como el de la aplicacion de transformadas integrales, que se vera en el capitulo 6, y la aplicacion
de métodos numéricos aproximados. Este (ltimo método es propio de asignaturas de calculo numérico, por lo que
no es considerado en este texto.

4.1. Ejemplo introductivo

Se considera un cuerpo de masaujeto al extremo de un resorte flexible (muelle) suspendido a un soporte rigido,
tal y como se muestra en la figura 4.1.

(@)

Posicion de

equilibrio
mg—ks=0 Movimiento
(b) ©

Figura 4.1 Masasuspendida de un muelle

El muelle no ejerce fuerza cuando el cuerpo se halla en la posicion de equilibrio, enga=guey, entonces,

mg — ks = 0. Si se desplaza una distangiael muelle ejerce una fuerza restauradora dada por la ley de Hooke,
F, = —ky, dondek es una constante de proporcionalidad de valor positivo y cuya magnitud depende de la rigidez
del muelle.
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Aplicando la segunda ley de Newton, se tiene que

d?y d?y k
_— = —l{j = — — - O
" 4 dt? + m?
Llamando\ = /k/m, se tiene la relacion
d*y
—— Xy =0 4.1
2 TAY (4.1)

Esta relacion se llamecuacion diferenciay relacionay(¢) con sus derivadas (en este caso con su derivada segun-
da). El objetivo de este capitulo es proponer herramientas para resolver algunos tipos de ecuaciénes diferenciales,
es decir, determinar la funcién incognité).

En este ejemplo, se puede comprobar que

y(t) = C1sen(At) + Co cos(At) (4.2)
dondeC; y Cs son constantes cualesquiera, verifica dicha ecuacion diferencial. En efecto,
y'(t) = Ci A cos(At) — Codsen(\t)

con lo cual
Y (t) = —C1 A% sen(At) — Ca\? cos(At) = —A\2y(t)

Se puede demostrar que la funcién 4.2 es la Unica solucién de la ecuacion diferencial 4.1.

4.2. Ecuaciones diferenciales de primer orden

4.2.1. Primeras definiciones

Esta seccion se inicia con unas primeras definiciones de los conceptos basicos y con el estudio de las ecuaciones
diferenciales mas sencillas, las de primer orden.

Definicion 31 (Ecuacion diferencial ordinariaEs una ecuacion que debe cumplir una funciéon descong¢ida
con su variable independientey las derivadas dg(z) hasta un orden determinado:

f(x7y’y/7"'7y(n)) :0 (4'3)

Se denominawrdinarias para distinguirlas de las ecuaciones diferencialedegivadas parciales Un ejemplo
de ecuacion diferencial esta dado en la relacion 4.1, donde la variable independiente es ¢ltiendependiente
esy.

Definicién 32 (Orden de una ecuacion diferenciaBis el mayor de los 6rdenes de las derivadas que contiene la
ecuacion diferencial. En la ecuacion diferencial 4.1 el orden es 2, ya que interviene la derivada segunda.

Definiciéon 33 (Solucién general.) Es una expresion que contiene todas las funcigiies que, sustituidas en

la ecuacion diferencial, la satisfacen para cualquier valar.dgicha expresion contiene siempieconstantes
arbitrarias (constantes de integracion). En el ejemplo anterior, la solucién dada en la ecuacién 4.2 es una solucion
general porque no se ha asignado un valor especifico a las constantes de intégrgaidn Notar también que

hay DOS constantes de integracion para la ecuacién diferencial de orden DOS.

Definicion 34 (Solucion particular.) Es cada una de las funciones de la familia que forman la solucién general.
Cada una de ellas corresponde a unos valores determinadosdedastantes de integracién. En el ejemplo
anterior, si se tom@’; = v/2y Cy = —50, entonces la solucion(t) = v/2sen(\t) — 50 cos(\t) es una solucién
particular de la ecuacién diferencial.
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Ejemplo 35. La eaacién diferencial
M—%:& y(1) =2

es una ecuacion diferencial ordinaria de primer orden. Su particularidad con respecto al ejemplo anterior es que se
impone una condicion iniciaJ(1) = 2. La ecuacion diferencial puede escribirse como

dy _y

dr =z

se pueden separar a cada lado de la igualdad las variabtes
dy _ do
y o x

d d
/_y:/—:C = Inlyl=z|+ K
y T

y despejandq, se obtiene la solucién general de la ecuacion diferencial

e integrando ambos lados

y=Cz

Tal y como se muestra en la figura 4.2, la solucién hallada corresponde a una familia de rectas. Cada una de
ellas es una solucién particular de la ecuacién diferencial. Para obtener la solucién particular correspondiente a
la condicidn inicialy(1) = 2, que proporciona el enunciado del problema, hay que imponer que se cumpla dicha
condicion y hallar el valor de la constante. Asi pues, dado/gle= 2, se tiene que

2=C-1 = C=2

Y la solucion particular es

Figura 4.2 Repesentacion de la solucion general y particular de la ecuacién diferencial del ejemplo 35
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5 Analisis vectorial

Se pesentan en este capitulo, a nivel introductorio, los rudimentos del andlisis vectorial. Se introduce primera-
mente la descripcion paramétrica de las curvas en el plano y el espacio a través de trayectorias. Se definen algunos
conceptos relacionados con las curvas y las trayectorias como el vector velocidad y la celeridad de una trayectoria,
la recta tangente a una curva, o la longitud de arco de una trayectoria. A continuacion se presenta el concepto de
campo vectorial, esto es, una aplicacién que asigna a cada punto del plano o del espacio un vector. Se insiste en
su motivacion fisica, y se relaciona con el concepto de trayectoria a través de las lineas de flujo. Se introduce un
tipo especial de campo vectorial: los campos conservativos. Se proporcionan seguidamente los operadores difer-
enciales que acttan sobre los campos vectoriales, esto es, la divergencia y el rotacional. Se dan las definiciones
formales, asi como ejemplos e intuicion fisica sobre su significado. Se presentan varias identidades que involucran
estos operadores. Como paso previo al teorema de Green, se introduce la nocién de integracion sobre trayectorias,
tanto de campos escalares como de campos vectoriales. Se discute el efecto de la orientacion de la parametrizacion
de una curva en las integrales sobre trayectorias. Finalmente, como colofén del capitulo y combinando todos los
conceptos introducidos en el mismo y algunos del capitulo 3, se enuncia y demuestra el teorema de Green en el
plano. Se muestran aplicaciones, y se demuestra el teorema de la divergencia en el plano a partir del teorema de
Green.

5.1. Curvasy trayectorias

Informalmente, se puede entender una curva placamo la linea trazada por un lapiz en una hoja de papel.
Del mismo modo, una curva en el espacio puede visualizarse a través de un alambre alabeado. La estela de humo
dejada por un avion acrobético describe también una curva en el espacio. Desde un punto de vista matematico,
resulta Util concebir las curvas como funciones que toman valores en un interMdly devuelven puntos del
plano o del espacio. Dicha funcién fie b)) C R enRR? 0 R* se denomin&rayectoria y se denota aqui mediante
Es habitual utilizar para la variable independiente, ya que a menudo represei@aph aungque no siempre es
asi. Resulta util imaginar quet) representa la posicion en el plano o el espacio de una particula en movimiento
en el instante¢ € [a,b]. La imagen del intervalu, b] por la trayectoria, o dicho de otro modo, el conjunto de
posiciones de la particula en movimiento, es precisamente la Cufvar Fig. 5.1). Se dice que la trayectoria
¢ parametrizala curvaC, o bien, que la trayectoridescribela curva cuande varia. Dada una curv@, existen
multiples trayectorias que la parametrizan, del mismo modo que aviones acrobaticos viajando a diferente velocidad
pueden dejar la misma estela detras de si.

Definicién 38(Trayectoriay curva) Se denomin&ayectoria en el plano (o en el espacio) a la aplicacitte un
intervalo[a, b] C R enR? (0 R3). Para curvas en el espacio (y anadlogamente para curvas planas), se escribe:

c: [gb)cR — R3
t — c(t) = (2(t),y(t), 2(t))

Las funcionesc(t), y(t) y z(t) se denominan componentesaeEl conjuntoC' de puntos:(t) conformet varia
entrea y b se denominaurva.
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Figura 5.1La trayectoriac es una aplicacion del intervala, b] en el espacio, cuya imagen es la cutifa

Ejemplo 49. Segun la definicién 38, las rectas son casos particulares de curvas. Asi, la reétguenpasa por
el punto(zo, yo, 20) €n la direccion del vector puede describirse mediante la trayectoria

C(t) - (I05y07z()) +tv

Ndtese que la trayectoria
c(t) = (w0, Y0, 20) + A (t — to) v

donde) € R — {0}, € R, describe la misma recta.

Ejemplo 50. La circunferencia de radi® en el plano es la imagen de la trayectoria
c(t) = R (cost,sint), t €0, 27]

Es sencillo comprobar que los puntgs) verifican la ecuacion? + y* = R? que describe la circunferencia (ver
Fig. 5.2). Ademésg(0) = c(27), por tanto la tayectoria describe la totalidad de la circunferencia. Nétese que si
se considerase el intervdl®, 4], la trayectoria estaria dando dos vueltas a la circunferencia. Al igual que antes,
dicha circunferencia puede describirse mediantefsrametrizaciorde la trayectoria, por ejemplo:

¢(t) = R(cos2t,sin 2t), t €0,

Ejemplo 51. Las gréficas de funcionés: [a,b] C R — R son curvas d&2 que pueden describirse mediante la
trayectoria

c(t) = (¢, f(1)), t € [a,0].

Nétese que en general no todas las curvas son graficas de funciones (ver Fig. 5.3).

Siguiendo con la analogia de la particula en movimiento, o la del avion acrobatico dejando una estela de humo
detras de si, resulta muy natural, dada una trayectoria, asociar a cada instante de tiexgmor velocidadLa
celeridad es la magnitud del vector velocidad, y es el escalar que puede medirse en un velocimetro. Si la trayectoria
presenta angulos, por ejemplo, porque la particula choca con una pared en un ipstamte puede definir el
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\
Rsint \
\
!

Rcost

Figura 5.2 La trayectoria planac = R(cost,sint) describe una circunferencia de radi®

S

Figura 5.3 Las gaficas de funciones pueden describirse mediante trayectorias planas. No todas las curvas, por
ejemplo la curva’, son graficas de funciones
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C(t+l’b) C(//+h,)—c(l,)

c(l)

S |

Figura 5.4 Al tenderh a cero, el vecto(c(t + h) — c(t))/h tiende a un vector tangente a la curgaen el punto

c(t)

vector velocidad en el instante del choque al no poder decidir si la velocidad de la particukesesquella que

precede inmediatamente al choque (acercandose a la pared) o aquella en el instante de tiempo inmediatamente
posterior (alejandose de la pared). Por ello, en la definicion del vector velocidad se exige que la trayectoria sea
diferenciable, esto es, que no presente angulos ni discontinuidades.

Definicién 39(Velocidad) Seac una trayectoria diferenciable. El vector velocidaccdmt se define como

< (t) = lim w

La celeridad de la trayectoria en el instarites la longitud del vector velocidad(t) = ||c¢/(¢)|. Para trayectorias
descritas por las funciones componente en el espacio (y analogamente en el plano), se tiene

y por tanto

v(t) = V(@ (1) + (v ()% + (' (1)

Interpretando el vector velocidad como un vector columna o una n3atriz, la definicion dec’(¢) es consis-
tente con la de matriz jacobiana vista en el capitulo 1. Habitualmente, el vector veld¢idas traza con origen
enc(t), ya que a menos qug(t) = 0, se trata de un vector tangente a la curva descrita por la trayecteni@|
puntoc(t) (ver Fig. 5.4).

Ejemplo 52. Recuérdese la trayectoriadel ejemplo 50 que describia un circulo de raflicel vector velocidad

correspondiente en el instartesc’ (t) = R(—sint, cost), y por tanto su celeridad e$t) = R+/sin’t + cos? t =
R. Seve que para esta trayectoria, si bien el vector velocidad depende del tiempo al girar la particula en la circun-
ferencia, la celeridad escalar es constante en el tiempo. Considérese ahora la traygo®dascribe la misma
curva. Ahorac’(t) = 2R(—sin2t,cos2t) y por tantov(t) = 2R. Si bien la curva no se altera al cambiar la
parametrizacion, la velocidad y celeridad si se ven alteradas.

Es incluso posible definir parametrizaciones de la misma curva que presenten celeridades no constantes. Por
ejemplo, considérese la trayectoria

¢(t) = R(cost? sint?)
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6 Calculo operacional

Se pesentan en este capitulo, a nivel introductorio, los rudimentos del calculo operacional. Se introduce el
marco general en que se desarrolla la transformada de Laplace: funciones suficientemente suaves y variable de
Laplace real. Se explica en qué sentido se define la inversa de esta transformada y se presentan ejemplos de céalculo
tanto de la transformada directa como de la inversa. Se demuestra la férmula de la transformada de la derivada
y se presenta la aplicacion de este resultado a la resolucion de ecuaciones diferenciales lineales a coeficientes
constantes. Se introduce la transformada de Fourier y se presenta un ejemplo de calculo de esta transformada.

6.1. Transformada de Laplace. Transformada inversa. Linealidad

Definicién 53. Seaf : R — R una funcion de la variable realSe dice qug es continua por secciones si en cada
intervalo finito dondef esta definidaf es continua excepto posiblemente en un nimero finito de puntos. Ademas,
en los puntos de discontinuidad, los limites laterales de la furycexisten.

En la figura 6.1 se presenta un ejemplo de una funcién continua por secciones. En particular, toda funcién
continua es continua por secciones.

\
7
a\LZ

Figura 6.1 Ejenplo de una funciory (¢) continua por secciones. Los puntos marcan los valores de la funcion en
los saltos

Teorema 27. Seaf(t) una funcién continua por secciones®m. Se supone que existen constamés> 0y
~ € R tales que

(1)) < Me (6.1)
para toda > 0.! Entonces, la integral impropia
T
F(s)= Th’m e St f(t)dt (6.2)
— 00 0

1Se dte que la funciénf es de orden exponencial.
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existe para tode > 4 donde
~ = inf {7 € R tal que se cumple la desigualdad 6.1 (6.3)

De esta manera, se ha definido una nueva funkién7y, +oc) — R que asocia al elementoe (7, +o0) la
integral impropia de la ecuacion 6.2.

Definicion 54. La aplicacion que a la funciéfasocia la funcion” se llamaransformada de Laplace y se nota
L. Esdecir,F = L(f).

Con esta notacidn, la ecuacion 6.2 puede escribirse como

T oo
L(f)(s) = lim e S f(t)dt = /0 e St f(t)dt (6.4)

T—oo Jo
Para simplificar las notaciones, se usa a meni(d9 en lugar deC(f)(s) en la ecuacion 6.4.

Ejemplo 70. Seaf : Rt — R la funcién definida comg () = 1 parat > 0. Encontrar la transformada de
Laplace def.

Solucioén. Para poder calcular la transformada de Laplace 6.4, primero hay que verificar que existe. Para ello,
se aplica la proposicion 27, teniéndose que se verifican dos condiciones:

1. f continua por secciones: al sgft) = 1 constantef es continua efR™ y en particular es continua por
secciones.

2. f de orden exponencial: escogientto= 1y v = 0, esta claro qug verifica|f(t)| < Me?* = 1 para todo
t>0.

Con eso se deduce de la proposicién 27 que la transformada de Laplace existe para-toddondey esta
definida por la ecuacion 6.3. Para determinar el valof,dee nota que la desigualdad= |f(¢)] < MeYt no
se cumple parg < 0 porgue en este casbm Me" =0 < 1. Es deciry = 0. La proposicién 27 asegura la

existencia de la transformada de Laplﬂ(e) de la funcionf (t) para todos > 5 = 0.
Para toddl” > 0 tenemos

T T 1 T 1 1
/ e S f(t)dt = / e Stdt = [——e“] = —e T 4=
0 0 S 0 S S

En monsecuencia, de la ecuacion 6.4 se obtiene

s r —st s 1 —sT 1
F(s)= lim e ' f(t)dt = lim (——e ) + - (6.5

T—o0 0 T—o0 S S

Comos > 0, lim e~*7 = 0y por tanto,
T—o0

F(s) = % pamatodo s> 0 (6.6)

El cuadro 6.1 recoge las transformadas de Laplace de algunas funciones usuales. En este cuadro, las funciones
f(t) estan definidas eR™. EnRR~, el valor que tomg'(¢) no es importante, ya que la transformada de Laplace
es una integral de cero al infinito. En la figura 6.2 se presentan varias funciones que tienen la misma transformada
de Laplacef'(s) = 1/s. Para determinar transformadas de Laplace de funciones que no estan en dicho cuadro, se
usan algunas propiedades de la transformada como la linealidad.

2En la ecuacion 6.2, se considera habitualmente gjas un nimero complejo. En este curso, el estudio de la transformada de Laplace se
limitaré as real.
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-/ N/ a

Figura 6.2 Ejenplo de funciones que tienen la misma transformada de Laplace. En el cuadro superior derecho, la
funcion no esta definida e~

Teorema 28. La transformada de Laplace es una operacion lineal; es decir, para cualesquiera fufigipgies
g(t) cuyas transformadas de Laplace existan y para cualesquiera constates

Llaf(t) +bg(t)] = aL[f()] + 0L [g(t)] (6.7)

Ejemplo 71. Sea la funciory (t) = 2¢5 — sen(t). Encontrar’(f).

Solucién.Usando la linealidad de la transformada de Laplace se obtiene

L(f(t)) =2L () — L (sen(t)) (6.8)
De la fila 4 del cuadro 6.1 se obtiene )
5t
L (e ) Py (6.9
De lafila 6 del cuadro 6.1 se obtiene )
Con lo cual 5 .
LU == "277 1 (6.11)
paras > 5.

Ahora, sea la transformada de Laplace de la funcipgue esta definida éR™. ¢ Puede existir otra funcién
g definida enR™, diferente def, tal queL(g) = F'? La respuesta es si. Por ejemplofsy ¢ difieren en un
s6lo punto, se tiené(f) = L(g). Mas generalmente, iy ¢ difieren en un conjunto que no afecta a la integral,
entonces tienen la misma transformada de Lapldde esta manera se puede definir una relacion de equivalencia
donde dos funciones son equivalentes si tienen la misma transformada de Laplace. Dada ung,flancidése de
equivalencia que contienfees Unica y se notg.

Definicion 55. La aplicacion que a la funciof’ asocia la clase de equivalendias la transformada inversa de
Laplace y se notd . Es decir,f = L7(F).

SLa caacterizacién de este conjunto hace intervenir la teoria de la medida, saliendo del marco de este curso.
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Cuadro 6.1Algunas funcioneg (¢) y sus transformadas de Laplaé#s)

[0) F(s) Nota
1
1 1 — s > 0
S
1
s
3 1 ! n > 0 enteros > 0
SnJrl
1
4 eat s >a
s—a
5
5 | cos(wt) 2 1 2 §>0
w
6 | sen(wt) R 5>0
7 | cosh(at) 32 jag s > |al
8 | senh(at) 2 i o2 s> lal
T I
9 gn—1,—at R n > 1entero,s > —a
(n—1)! (s+a)
)
wn

I < 1wy > 0,8 > —Cwn,

10 | —2n_e~Cwnt o (wn 1—¢2 t)

Ve

s2 4+ 2¢wps + w2

En general, dada una funcidf(s), essuficiente hallar una funcioyi(z) tal que£(f) = F' (con la ayuda del
cuadro 6.1, por ejemplo). Una vez se tighese sobreentiende que la transformada inversa de Laplacedé.

Teorema 29. La transformada inversa de Laplace es una operacion lineal; es decir, para cualesquiera funciones
f(t)y g(t) cuyas transformadas de LaplaEés) y G(s) existan y para cualesquiera constamtgs,

L7 [aF(s) +bG(s)] = aL™ [F(s)] + L1 [G(5))] (6.12)

. S
Ejemplo 72. SeaF'(s) = GoDGTI)
Solucién.Primero se busc&(s) en la segunda columna del cuadro 6.1. Al no encontrarla, hay que expi@sar
como suma de funciones que si salgan en el cuadro y aplicar entonces la linealidad. ¢guandoF'(s) es
una fraccion racional, se tiene que descomponer en elementos simples para encontrar la transformada inversa de
Laplace. En este caso se obtiene

. EncontrarC~1(F).

s A B (A+B)s+3A—-B

= = 6.13
G-D(s+3) s-1 7543  G-DE+3) 6.13)
Las constanted y B tienen que verificar
A+B =1
34—-B = 0 (6.14)

Resolviendo este sistema de dos ecuaciones con dos incognitas, sedbtidnd y B = 3/4. Asi, de la ecuacion

6.13 se obtiene ) . 5 ) ) 5
-1 | 9 a1 _ 1t 2 -3t
L7 (F(s)) = 4£ (S_ 1) + 4[, (S+3) 46 + 4e (6.15)

En la ecuacion 6.15 se han usado la linealidad de la transformada inversa de Laplace y la fila 4 del cuadro 6.1.
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