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PREFACIO

Este libro se basa en las clases que imparto desde 1992 en el
marco del programa conjunto INRS-UQAM en estudios urba-
nos. Es justamente esta gran experiencia adquirida a lo largo
de estos afios, en interaccion constante con estudiantes de ci-
clos superiores, en su mayoria de orientacién “cualitativa”, la
que impuls6 el desarrollo de la obra, dédndole, asi, un toque
original. Me propuse lograr un informe de la materia que sea
perfectamente riguroso, apoyadndome maés en la légica y en la
epistemologia que en el formalismo matemaético. Sin embar-
go, se exhiben los enunciados matematicos, casi siempre
acompafiados de ejemplos numéricos, pues, mi experiencia
me ensefid que una buena comprension de la logica y de los
procedimientos de calculos no asegura, al estudiante, la capa-
cidad de traducir con aplomo el simbolismo matematico en
operaciones numéricas.

Con mis esfuerzos pedagégicos busqué aligerar el método
cuantitativo para los jovenes investigadores, quienes son na-
turalmente mas inclinados hacia el método cualitativo. Sin
embargo, me interesa también los estudiantes que tienen gus-
to y aptitud para los métodos cuantitativos pero suelen des-
cuidar el analisis fundamental y critico por dejarse absorber
por aspectos técnicos.

De hecho pude constatar en mas de una ocasion, que hasta
los estudiantes en economia son, a menudo, poco conscientes
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de los limites de la medicién aunque estén muy familiariza-
dos con los métodos econométricos. Lo que les propongo en
este libro es un antidoto contra esta tendencia.

Por altimo, desearfa que este libro proporcione una caja
de herramientas de analisis de datos a todos los que investi-
gan en ciencias sociales asi como a algunos investigadores
mas experimentados. Hoy en dia estas herramientas son in-
dispensables para la investigacién aplicada. Y, aunque los
ejemplos estudiados sean por lo general del dominio de los
estudios regionales y urbanos, los métodos presentados son
igualmente pertinentes en geografia, en ciencias politicas, en
sociologia.

Este libro contiene cuatro partes de alguna manera inde-
pendientes. La primera, “Cantidad y medicién”, trata de la
naturaleza de la medicion, su alcance y sus limites en el caso
particular de las ciencias sociales. La reflexion critica se apo-
ya en la presentacion detallada de algunas de las herramientas
basicas en analisis de datos: manipulacion de tablas de con-
tingencias, analisis de descomposicion, construcciéon de ni-
meros indices, medicion de la concentracion (indice de Gini),
medicién de la disimilitud. Sin embargo, més alla del apren-
dizaje técnico, el objetivo deseado de esta parte s abrir pistas
para la reflexion critica con el fin anhelado de convertir al es-
tudiante en un lector licido y, eventualmente, en un investi-
gador competente capaz de ser critico y autocritico, y de
interpretar los resultados de la investigacion con sumo cuida-
do.

La segunda parte del libro, titulada “El papel de la estadis-
tica en ciencia social”, se centra en la l6gica y el estatus epis-
temologico de la induccion estadistica. No pretendo presentar
el total de las herramientas estadisticas que un joven investi-
gador debe poseer, para esto no faltan muy buenos manuales
faciles de consultar; mas bien el objetivo deseado es conse-
guir que el estudiante adquiera un dominio de los principios
fundamentales que le permitirdn usar adecuadamente méto-
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dos mas avanzados o mas especializados pero también con-
vertirse en un lector critico al momento de enterarse de inves-
tigaciones basadas en métodos estadisticos.

El analisis de regresion llena el contenido de la tercera
parte del libro. Como una herramienta muy versatil del anali-
sis multivariado, se usa con frecuencia en ciencias sociales.
Se convierte, asi, en una herramienta indispensable para cada
investigador. Ademas, este método puede servir de referencia
para abordar métodos mas especializados y avanzados. Otra
vez, en este caso, se privilegia el enfoque epistemoldgico.

La cuarta parte del libro se titula “El andlisis cuantitativo
de datos cualitativos”. Es una presentacion de métodos pro-
pios del anélisis de variables categodricas, lo cual es frecuente
en ciencias sociales. Se tratan tres temas: el andlisis de las ta-
blas de contingencias, la aplicacion de la regresion multiple
al analisis de la varianza (variables independientes categdri-
cas) y, finalmente, los modelos a variable dependiente cuali-
tativa (logit y otros).

Para terminar, deseo agradecer a todas las personas que de
varias maneras contribuyeron a la realizacién de esta obra.
Agradezco en primer lugar.a mi amiga Judith Chaffee, profe-
sora en la Facultad de Economia de la BUAP, quien apoyd el
proyecto con tanta energia y generosidad. Agradezco también
al Mtro. Carlos de Castilla Jiménez, de la Facultad, quien,
ademas de contribuir para mejorar el libro, me hizo conocer
aspectos desconocidos de la cultura mexicana. Finalmente,
quiero mencionar el trabajo diligente del estudiante Philippe
Rivet para la Gltima versidn, asi como la ayuda que de cuan-
do en cuando y de improviso me aporté Elena Pou, secretaria
del Grupo Interuniversitario de Montreal. Y a todos los de-
mas que no me es posible mencionar aqui, jgracias!
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INTRODUCCION A LA PRIMERA PARTE

Esta parte del curso trata de un problema dificil: la medicién.
Problema dificil, aiin mas si consideramos el 4rea de las cien-
cias sociales donde los fenémenos estudiados son complejos
y no se prestan facilmente al método experimental.

Un cientifico debe enfrentarse a este problema dificil tan-
to por ser un “consumidor” como un productor de investiga-
cion.

Como lector, el cientifico debe mantener alerta su sentido
critico al enterarse de los resultados de la investigacion; igual
si algunos errores en los datos son lo suficientemente obvios
para ser detectados con cierta facilidad, otros requieren de un
examen mas técnico para ser encontrados. Para poder mostrar
eso, tuvimos que incluir algunas férmulas matematicas y
ejemplos cifrados, lo que vino a complicar la lectura de esta
obra que, en un principio, pretende ser muy accesible.

Al momento de dedicarse a la investigacion aplicada, el
investigador acaba forzosamente por cuantificar, o sea: me-
dir. Esto no es tan sencillo y requiere de una reflexion sobre
la medicion como parte esencial de la metodologia:

e ;Qué queremos medir (definicion del concepto y de

sus dimensiones)?

e ;Cuales indicadores se pueden o se quieren usar?

(jQué delicado puede ser contestar esta interrogante!)

e ;Cudl es el modelo subyacente a la medicién?
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o ;Hasta que punto la medicion depende del “juicio del
investigador”? (Esto no es del todo inaceptable en
cuanto se respete las exigencias de transparencia)

e ;Cuales son los limites de la medicién asi como el
margen de incertidumbre de los resultados?

Por lo tanto y a través del aprendizaje técnico de algunas
herramientas de analisis cuantitativos, el abrir caminos de re-
flexién critica es el principal objetivo de esta primera parte.
Se invita al estudiante a seguir estos caminos a veces abrup-
tos para convertirse en un lector advertido y, si acaso, en un
investigador competente quién sepa practicar la critxcg y la
autocritica asi como interpretar los resultados de la investiga-
cién con toda la prudencia que requiere el rigor cientifico.
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CAPITULO 1-1
EL ENFOQUE CUANTITATIVO Y LA MEDICION®

Cuantitativo se opone a cualitativo, ro tanto porque los dos
enfoques sean mutuamente exclusivos, pues més bien son
complementarios (para mds informacidén sobre los debates
ideologicos y metodolégicos sobre los enfoques cualitativos
y cuantitativos, vea Gilles, 1994, “Introduccién”, p.1-9). Sin
embargo, es en su definicién que los dos términos se oponen:
algo es cuantitativo cuando se puede medir. Con mas preci-
sién, la cantidad se define como la propiedad de algo que se
puede medir o contar, de algo susceptible de crecimiento o
disminucién.

Pero, jen qué nos interesa la medicion en el método cien-
tifico en el caso particular de las ciencias sociales? Ademas,
(qué es medir?

1-1.1 LA OPERACIONALIZACION DE LOS CONCEPTOS:
INDICADORES, VARIABLES Y MEDICION

En ciencias como también en ciencias sociales se formulan
las teorfas y las hipdtesis con la ayuda de conceptos y de re-
laciones entre conceptos. Un concepto es una idea, una repre-

" Referencias: Gilles (1994, Introduccién y caps. 1 y 2); Bryman et Cramer,
1990, p. 61-74; Blalock (1972, cap. 2); Lazarsfeld (1971).
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sentacién mental abstracta y general de un ser, una manera de
ser, o de una relacion; es, por decir asi, un 4tomo del pensa-
miento. Gilles (1994, p. 15) resalta el proceso (la operacion)
creador del concepto, explicando su comprension y fijando su
extension.' Segiin él, un concepto es “una construccion del
pensamiento resultado de una operacién (proceso) mediante
el cual se individualizan los rasgos que permiten relacionar
objetos diferentes o distinguir objetos que, de otra manera,
son similares”, es decir, mediante el cual se definen criterios
que permiten determinar si un objeto u otro forma parte de la
extension de un concepto.
Ejemplo:

“El consumo de los hogares crece al mismo tiempo

que el ingreso”. Esta proposicion contiene los concep-

tos “consumo de los hogares” e “ingreso”. Las pala-

bras “crecen -al mismo tiempo que” expresan una

reldcion entre estos dos conceptos.

Para relacionar las proposiciones teéricas con la realidad,

o para confrontar las hipdtesis con la observacion, es necesa-
rio, por medio de indicadores, “operacionalizar” los concep-
tos, o sea establecer una relacion entre los conceptos y la
realidad observable. Podemos definir los indicadores como
“signos, comportamientos o reacciones observables de mane-
ra directa que permiten detectar las magnitudes de un concep-
to al nivel de la realidad” (Gilles, 1994, p. 27). Las
dimensiones son los diferentes componentes de un concepto
(Gilles, 1994, p. 24). Regresaremos mas tarde sobre esta no-
cion de dimension.

! Se define la extensién 16gica como el conjunto de objetos concretos o
abstractos a los cuales se aplica un concepto, una proposicién (total de ca-
sos cuando es verdadero) o una relacion (total de sistemas que la verifican).
La extension de un concepto se opone a la comprension, la cual es el con-
junto de caracteres de un concepto. Por ejemplo, el concepto hombre tiene
una menor extensién pero una mayor comprension que mamifero.
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Por lo tanto, “operacionalizar” un concepto es asociarle
uno o mas indicadores, los cuales permiten distinguir con
exactitud las variaciones observadas en la realidad con rela-
cion al concepto. Distinguir las variaciones significa medir.
Asi que la operacionalizacion de un concepto implica medir.
Y como los indicadores sirven para medir las variaciones, las
medidas asociadas a los conceptos se llaman variables.

Notemos que esta relacion entre la operacionalizacion y la
medicion existe tanto en el enfoque cualitativo como en el
enfoque cuantitativo, puesto que el enfoque cualitativo re-
quiere también que se clasifiquen y cuenten los sujetos lo que
constituye una operacion de medicién, como lo veremos des-
pués. Respeto a esto, Gilles escribe: “De manera general, los
métodos conocidos como cualitativos (historia de vida, anali-
sis de relato, observacion participante, entrevista.en detalle,
estudio de casos,...) usan también la estadistica con fines des-
criptivos” (1994, p. 3). Observa que “los métodos cualitativos
y los datos cualitativos no proceden con la misma légica. Los
primeros se basan en una concepcién humanista, hermenéutica
o interpretativa de las ciencias sociales que se convierten en
estas condiciones en ciencias humanas. En cuanto a lo se-
gundo, se entienden como datos que requieren el uso exclusi-
vo de algunas técnicas estadisticas conocidas como
“robustas” (1994, p. 3, nota 5). Pronto veremos cédmo es po-
sible medir de un cierto modo las propiedades cualitativas;
por este motivo, no es absurdo querer hablar del analisis
cuantitativo de datos cualitativos (cuarta parte de esta obra).

Refiriéndose al esquema clésico de Lazarsfeld (1971), Gi-
lles (1994, p. 24) resume lo arriba descrito de esta manera:
operacionalizar es “someter, por medio del anélisis, los con-
ceptos a un proceso para transformarlos en dimensiones, lue-
go en indicadores con el fin de poder observarlos, medirlos y
cuantificarlos.”

Ejemplo:




Para operacionalizar el concepto “consumo del hogar”,
o sea para medir el consumo de un hogar, se puede to-
mar el monto declarado en una encuesta hecha a hoga-
res contestando una pregunta como: “La semana
pasada, jcuanto fue el gasto de cada miembro del
hogar?”

Sin embargo, pudiéramos también medir el consumo
de un hogar haciendo el célculo de la diferencia entre
sus ingresos y la suma de los impuestos por ingresos y
el monto ahorrado en un afio.

En general, varios indicadores pueden usarse para ilustrar
un concepto. En la investigacion la eleccién de los indicado-
res es de suma importancia. Los indicadores escogidos deben
ser validos y confiables.

e Un indicador es valido cuando mide bien lo que se
quiere medir, o sea cuando da cuenta de las variaciones
con relacion al concepto que representa. Para determi-
nar la validez de un indicador, debemos, obviamente,
definir con claridad el concepto.

e Un indicador es fiable o confiable cuando las variacio-
nes de la medida son variaciones verdaderas.

Ejemplo:

El monto gastado la semana pasada no es, quizas, una
medicién vélida del consumo ya que este monto tal vez
incluye los gastos en capital (inversién residencial o
inmobiliaria), cuando la definicién del concepto tedri-
co “consumo” excluye el pago de adquisicion de bie-
nes duraderos.

La repuesta con relacién a la suma gastada la semana
pasada no es, quizas, fiable porque puede ser que la
persona que contestd el cuestionario no estaba enterada
de los gastos de los demas miembros del hogar.

Una variable es lo que resulta de la aplicacién de un indi-
cador a un conjunto de objetos. Por lo tanto se define una va-
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riable por lo que se quiere medir (el concepto), por la manera
de medir (el indicador) y por su campo de aplicacion (los ob-
jetos a los cuales se aplica la medicion).

Finalmente, es importante observar la diferencia entre una
variable y los diferentes valores que puede tomar.

Ejemplos:

En una encuesta a una muestra de hogares se pregunta
lo siguiente: “;La semana pasada, cuanto gasto el total
de personas que compone el hogar?”. La repuesta es
una variable que toma valores diferentes para cada
hogar de la encuesta.

1-1.2 {QUE ES LA MEDICION?

Medir es comparar. Pero jqué mas? En el lenguaje cotidiano,
medir se define como: “la evaluacién de una dimensioén com-
paréandola con otra del mismo tipo y tomada como unidad”
(Dictionnaire Larousse de la langue francaise, Cédéron,
1996). Veremos que esta definicion es muy limitante. Ency-
clopaedia Britannica (Cédéron, 1998) propone: “measure-
ment: the process of associating numbers with physical
quantities and phenomena”. En el mismo sentido, Gilles
(1994, p. 34) dice: “Medir es establecer una correspondencia -
entre un conjunto constituido por el fenémeno a medir y un
conjunto de niimeros que se escogen en funcion del tipo de
fenomeno.” Estas dos tltimas definiciones, aunque menos
limitantes, son sin embargo incompletas en cuanto no especi-
fican las condiciones que debe cumplir una correspondencia
numérica para constituir una medida. Es el tema de la teoria
de la medicion.

Para nuestros fines, guardaremos esta definicion: una co-
rrespondencia constituye una medicién en cuanto permite
comparar dos objetos cualesquiera con relacién a una pro-
piedad dada.
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Por ejemplo, supongamos que la propiedad que queremos
medir sea la superficie. Los paises, los cuartos para dormir y
los pafiuelos son objetos para los cuales la propiedad “super-
ficie” esta definida. Una correspondencia debe permitir com-
parar la superficie de dos paises, de dos pafiuelos, o lo mismo
de un pais y un pafiuelo. Pero, ;qué es comparar? En el caso
de la medicidn, comparar es determinar si dos objetos son o
no son parecidos con relacién a una propiedad escogida. Y en
caso de que no lo sean, cudl de los dos objetos tiene la pro-
piedad medida en un grado mas elevado que el otro.

Medir es una relacion....

Poblacidn, 1993 ('000 000) Superficie (kmz)
A a

10.0 -
F139 000
., 112 088
-------------- = 108 889
5.5

53 w, ot 77082

4.1 ""," ~
33 Fmm P Costa Rica =re=e== ey 50900
20935
0

Fuente de datos: Facultad Latino Americana de Ciencias Sociales
FLACSO, Sede Costa Rica, San Jos€, Costa Rica

Podemos formalizar lo que precede de esta manera. To-
memos A4 y B, dos objetos cualesquiera (dos paises, por ejem-
plo) que tienen una propiedad a medir (la superficie, por
ejemplo). Una medicién asocia un nimero a cada objeto tan-
to como una funcién mateméatica; asi, es natural representar
1a medicién del mismo modo. En estas condiciones, conve-
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nimos que f{4) representa la superficie de 4, y f{B) la super-
ficie de B. La comparacion examina las relaciones siguientes:
J4)=1(B)
f(4) =f(B)
f4) <f(B)
/(4)>f(B)

Una medicién es una correspondencia que permite, por lo
menos en una de las relaciones arriba indicadas, determinar si
es verdadera o falsa. En el caso de la superficie, se puede es-
tablecer una correspondencia entre cada pais y el niimero de
kilémetros cuadrados contenidos en sus fronteras, o entre ca-
da pafiuelo y la fraccion de kilometros que cubre. Cuando se
comparan las cifras de la correspondencia, se puede determi-
nar si es cierto que f(4) = f{B) (4 y B tienen la misma super-
ficie), 0 f{4) # f(B) (4 y B no tienen la misma superficie), o
J(4) < f(B) (4 es mas pequefio que B), 0 f{4) > f(B) (4 es més
grande que B).

En este ejemplo de la superficie, la medicién permite de-
terminar el valor de verdad (cierto o falso) de las cuatro rela-
ciones =, #, <y >. Sin embargo, la definicién de la medicioén
no exige que se pueda determinar el valor de verdad de las
cuatro relaciones. Como ejemplo, supongamos que la propie-
dad examinada sea la nacionalidad. Se podria definir la co--
rrespondencia como sigue:

f{X) = 0 si la persona X es de nacionalidad costarricen-

se;
J{X) = 1 si la persona X es de otra nacionalidad centro-
americana;
f(X) =2 en los demas casos.

Entonces:

J{A) = f(B) significa que la persona 4 y la persona B
son de la misma nacionalidad (en esta particular clasi-
ficacion);
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J(4) #f(B) significa que la persona 4 y la persona B no
son de la misma nacionalidad.

Por el contrario, las relaciones f{4) < f(B) y f{4) > f{B) no
tienen ningln significado. Sin embargo, la correspondencia
constituye una medicioén dentro de lo aceptado: es la medi-
cion de la nacionalidad. De cierta manera, se puede, por con-
siguiente, medir propiedades cualitativas.

Observacion: los valores numéricos de la correspondencia
no tienen ningln significado y son totalmente arbitrarias.
Se podria hasta definir la correspondencia en términos de
simbolos que no sean néimeros. Por ejemplo, hubiéramos
podido definir:

JX) = ‘CR’ si la persona X es de nacionalidad cos-

tarricense;

f{X) = “CA’ si la persona es de alguna otra naciona-

lidad centroamericana;

f(X) =“OT’ en los demés casos.

1-1.3 ESCALAS DE MEDICION Y TIPOS DE VARIABLES

Mientras admitimos que se pueden medir propiedades cuali-
tativas como la nacionalidad de una persona, la medicion de
tales propiedades parece imperfecta comparada con la medi-
cion de propiedades como la superficie o el ingreso. De
hecho, en el caso de propiedades como la nacionalidad, no
tiene significado determinar si f{4)>f{(B) o f{A)<f{B) es ver-
dadero o falso cuando si lo tiene para la superficie de un te-
rritorio o el ingreso de un hogar; en este Ultimo caso la
medicién es mas completa.

Es la razon por la cual distinguimos varios tipos de varia-
bles segiin la escala de medicién asociada.’

* Se encuentra una clasificacién similar en Legendre y Legendre (1998, p.
28 y siguientes).

1. Variables categéricas.
2. Variables ordinales.
3. Variables de intervalo.
4. Variables racionales.

1-1.3.1 Variables categdricas

Las variables categéricas (“nominal” en inglés) resultan de la
aplicacién de una escala de medicién que permite solamente
determinar las relaciones = y #. El valor que toma una varia-
ble categdrica indica la categoria a la cual pertenece un indi-
viduo; por lo tanto, una variable categérica permite clasificar
los individuos en grupos. Distinguimos:

e Variables dicotdmicas: dos categorias posibles.

e Variables politomicas: mas de dos categorias.

Ejemplos:

Sexo (hombre / mujer): Variable categérica dicotomi-
ca.

Nacionalidad: Variable categérica politdmica (cuando
distinguimos mas de dos nacionalidades).

Es posible reemplazar una variable politoémica por varias
variables dicotémicas. Ademas, algunos métodos de analisis
lo exigen. Como ejemplo, consideremos una variable politd- -
mica de nacionalidad:

NAT = 0 si la persona X es de nacionalidad costarricense;

NAT = 1 si la persona es de cualquier otra nacionalidad

centroamericana; ’

NAT =2 en los demés casos.

Podemos reemplazar esta variable por dos variables dico-
témicas como:

COR =1 si la persona X es ciudadana de Costa-Rica; y

COR =0 si no.

CAM =1 si la persona es ciudadana de un pais de Améri-

ca Central otro que Costa-Rica y CAM = 0 si no.



Pregunta: ;por qué solamente dos variable dicotémicas
cuando la variable politbmica puede tomar tres valores?

1-1.3.2 Variables ordinales

Las variables ordinales resultan de la aplicacién de una escala
de medicién que permite determinar las cuatro relaciones =,
#,<, y >. Por lo tanto, los valores que toma una variable ordi-
nal para diferentes individuos permite arreglar los individuos
en un orden creciente o decreciente con relacién a una pro-
piedad medida. Distinguimos los o¢rdenes débiles -
incompletos, por clases de equivalencia—y los 6rdenes com-
pletos.

Ejemplos:

o Numero de puntos obtenidos en un test de aptitudes
(orden completo: si dos sujetos obtienen el mismo ni-
mero de puntos, la medida indica que poseen el mismo
grado de aptitudes con relacion al test).

e Variable definida por: 1 si el estudiante aprueba un
examen dado y 0 si reprueba (orden débil: si dos estu-
diantes aprobaron no significa que son de fuerzas igua-
les). ,

Las medidas ordinales se definen “con aproximacioén a
una transformacién mondtona creciente”, es decir que no
cambia la medida en caso que se le aplique a la variable una
transformacién matematica siempre y cuando no se cambie el
orden numérico de los valores. Por ejemplo, podriamos susti-
tuir el nimero de puntos por el logaritmo del niimero de pun-
tos, o por el cuadrado del niimero de puntos, o podriamos
agregar un millén de puntos a todos los sujetos.
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1-1.3.3 Variables de intervalo -

Las variables de intervalo son similares a las variables ordi-
nales pero, ademds de permitir de arreglar los individuos en
un orden creciente o decreciente, permite comparar las dife-
rencias entre individuos.

Ejemplo:

La temperatura: si hace ~15°C en Montreal, +24°C en
San José (Costa Rica) y +18°C en Miami, podemos
decir que la diferencia de temperatura es menos grande
entre San José y Miami (6°C) que entre Miami y Mon-
treal (33°C). Este tipo de comparacién no tiene ningiin
sentido con una variable ordinal.

De manera formal, las variables de intervalo son el resul-
tado de la aplicacion de una escala de medicién donde las di-
ferencias entre los valores son también medidas ordinales; la
escala de medicién permite determinar un valor de verdad pa-
ra cada una de las relaciones siguientes:

f(4)-f(B) =f(C) - fiD)
f4) -fB) = fiC) - (D)
J4) -f(B) <f(C) - f(D)
f4) - f(B) > f(C) - f(D)

Con una variable de intervalo, el 0 de la escala de medi- -
cién es arbitrario pero las transformaciones de la escala de-
ben preservar la comparacién entre las diferencias. Es el
motivo por el cual se define las escalas de intervalo “con
aproximacion a una transformacion lineal”. Por ejemplo, sal-
tamos de la escala Celsius a la escala Fahrenheit por medio
de una transformacion lineal

F=32+18xC
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1-1.3.4 Variables racionales

Las variables racionales (conocidas también como variables
proporcionales) son similares a las variables de intervalo, ex-
cepto que, en el caso de las variables racionales, existe un ce-
ro natural lo que permite que la razén entre dos valores tenga
sentido (racional viene de ratio, razon).
Ejemplo:
El ingreso es una variable racional. Si una persona ga-
na $60,000, se puede decir que gana lo doble que una
persona que ingresa $30,000. Sin embargo, no tiene
sentido pretender que hace dos veces mas calor a 20°C
que a 10°C (20°C = 68°F y 10°C = 50°F).

De manera formal, las variables racionales son el resulta-
do de la aplicacién de una escala de medicién donde las frac-
ciones entre los valores son también medidas ordinales. La
escala de medicién permite determinar un valor de verdad pa-
ra cada una de las relaciones siguientes:

I _J©
fB) (D)
1 1©)
fB) f(D)
I _1©
@B )
S 7€)
fB) fD)

Si observamos nuevamente la definicion del Larousse
como “la evaluacién de una dimension comparandola con
otra del mismo tipo y tomada como unidad”, podemos cons-
tatar, de hecho, que se aplica exclusivamente a las escalas de
medicién racionales. La definicion del Larousse es, por lo
tanto, restrictiva.
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Pasa a menudo que los valores observados de variables
racionales o de intervalo se agrupan en clases. Por ejemplo,
una variable “ingreso” puede tener la forma siguiente:

ING =1 si ingreso < 10 000 $
ING=25s110000$ < ingreso <25 000 $
ING =3 5125 000 $ < ingreso< 50 000 $
ING =4 si ingreso > 50 000 $

Una variable de este tipo es una variable ordinal que defi-
ne un orden débil. El acto de agrupar los valores observados
en clases implica transformar una variable racional (o de in-
tervalo) en una variable ordinal de orden débil. Pasamos, asi,
a una escala de medicion méas “primitiva” y perdemos infor-
maciones. Por lo tanto, es preferible, en cuanto sea posible,
usar los datos en su forma original.

1-1.3.5 Escala de medicion y métodos cuantitativos

Existen métodos de anélisis cuantitativos adaptados a todos
los tipos de variables. Por lo tanto, se pueden usar métodos
cuantitativos para analizar datos cualitativos, en cuanto pue-
dan ser medidos con variables categéricas u ordinales.

1-1.4 TIPOS DE DATOS

Esta parte del curso trata de los métodos cuantitativos de ana-
lisis de datos. Sin embargo, la calidad de la anlisis depende
ante todo de la calidad de los datos analizados Los datos nun-
ca son “perfectos” y el analista competente debe adaptar sus
métodos a la calidad de los datos recibidos.

Podemos distinguir tres tipos de datos:

1. Los datos primarios.

2. Los datos secundarios no publicados.

3. Los datos secundarios publicados.

Cada tipo de datos estd sujeto a problemas de calidad es-
pecificos.
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1-1.4.1 Datos primarios (encuestas)

Se hace el control de calidad durante todas las etapas:

e preparacion de los instrumentos de adquisicion de da-
tos (cuestionarios).
levantamiento.
codificacion.
captura, validacion, correccion y organizacion
evaluacién ex post de la calidad :

1-1.4.2 Datos secundarios no publicados

Este tipo de datos (por ejemplo, datos sacados de registros fie
evaluacién municipal para el impuesto sobre los bienes in-
muebles como el predial) se colectan a mermdo para fines
administrativos u otros, fines que difieren de los de la inves-

tigacion: sucede, a menudo, que se definen mal los conceptos .

o que éstos no son los que buscamos medir (las v’ar-iables
creadas a partir de estos datos no son peﬁectamente vahdgs).

El control de calidad de los datos secundarios no publica-
dos ocasiona a menudo problemas parecidos a los encontra-
dos al momento de tratar de datos primarios. Sin embargo, en
caso de datos secundarios, el analista no puede, por si solo,
cuidar del control de calidad durante todas las etapas.

1-1.4.3 Datos secundarios publicados

El uso adecuado de datos secundarios publicados exige c~ie
- tomar en cuenta toda la informacion pertinente que acompana
los datos (metadatos).
e Definiciones y conceptos
e Métodos de cosecha y de compilacion
e FEvaluacién de calidad por el emisor
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o Credibilidad da las fuentes.

Ademas de depender de la calidad de los datos, los errores
en el tratamiento de datos anterior a la aplicacién de los mé-
todos de andlisis comprometen la misma calidad de anélisis.
Ejemplos:

Error de variable durante la extraccién de datos de un
banco de datos (masa salarial en lugar de salario por
hora).
Error de programacion durante el apareamiento (la fu-
sién) de dos archivos (“merge”): desdoblamiento (re-
peticién) de algunas observaciones.
Error de formulas en un tabulador (direcciones relati-
vas y absolutas...); estos errores son a menudo el resul-
tado de una operacion de “copiar-pegar”.

Si no encuentra errores en sus datos es que no busca muy

bien.

1-1.5 LA MATRIZ, ESTRUCTURA FUNDAMENTAL
DE LOS DATOS

Para que los datos sean de utilidad es necesario organizarlos
de tal manera que sepamos a qué se refiere cada niimero.
Existen varias maneras de organizar los datos mismos si bien -
todas deben conformarse a la estructura fundamental de los
datos. Esta estructura fundamental es una matriz o una tabla
donde, por convenio:’

e las columnas suelen corresponder a diferentes varia-
bles (caracteristicas, propiedades, atributos, indicado-
res, descriptores...);

e las lineas suelen corresponder a diferentes observacio-
nes (casos, individuos, objetos...)

Puede ser el caso que las observaciones se refieran a mo-

mentos o periodos sucesivos: hablamos, entonces, de series
cronoldgicas o temporales. De la misma manera, cuando las
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observaciones se refieren a diferentes lugares de un conjunto
geogréfico (paises de un continente, ciudades o regiones de
un pais, colonias de una ciudad, barrios...) podemos hablar .de
series espaciales. Los datos espaciales no son siempre series
completas, o sea que tenga una Unica observacién para cada
lugar encontrado en un espacio dado. De todos modos, que
sea una serie completa o no, los datos son georeferidos cuan-
do contienen una o varias variables que permiten situar cada
una de las observaciones en un espacio geografico.

La estructura de matriz fundamental se generaliza a mas
de dos dimensiones® cuando algunas variables son categdri-
cas (variables de clasificacién). Como ejemplo, supongamos
que hayamos realizado una encuesta a una muestra de perso-
nas pidiéndoles su profesion entre otras variables. El:l este ca-
so, el resto de los datos puede ser organizado en varias tablas
de dos dimensiones, una por cada profesion. Si se superponen
estas tablas, la organizacion de los datos es un cubo con ca-
pas sucesivas que corresponden a las diferentes profesiones,
las lineas corresponden a los diferentes encuestados y las co-
Jumnas a las otras variables. Con més de una variable categb-
rica, es posible imaginar un “hipercubo” de datos (.ie cuatro o
més dimensiones. La m4s apropiada representacion mental
depende del tipo de andlisis que queramos emprender.-

Cabe mencionar que la distincién entre observaciones y
variables no es totalmente hermética. Puede pasar que las ob-
servaciones y las variables se intercambien cuando los obser-
vadores corresponden a las diferentes categorias de una
variable de clasificacion, mientras que las variables son los
atributos que se refieren a las diferentes categorias de otras
variables de clasificacion. Como ejemplo, tomemos el caso

3 Cuidado: se usa la misma palabra “dimensiones” en un contexto diferente
para ensefiar las dimensiones de un concepto. ]

* Tal y como lo demuestra el ejemplo que se exhibe mas adelante, tal am-
bivalencia se debe a un primer tratamiento de datos que fu;ron luego dis-
puestos en tabla de contingencia o en tabla de analisis de varianza.
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de la tabla de nimeros de empleos por ramo de actividad y
por ciudad en una region escogida. En estas condiciones, po-
demos considerar:

e que cada observacion corresponda a una ciudad, y las
variables sean los niimeros de empleos de los diferen-
tes ramos de actividades en esta ciudad.

e que cada observacidn corresponda a un ramo de activi-
dad, y que las variables sean los niimeros de empleos
de cada ramo en esta ciudad.

Nuevamente, en este caso, la representacion mental que
privilegiamos depende de los anélisis que queremos empren-
der.

Si regresamos al modelo de organizacién elemental de
una tabla de dos dimensiones, distinguimos dos puntos de
vista o tipos de analisis, segiin nos fijemos en las relaciones
entre las observaciones o las relaciones entre las variables
(Jayet, 1993, pp. 1-2; Legendre y Legendre, 1998, p. 248,
usan una terminologia de Cattell, 1952, y separan el analisis
“modo R” que analiza las relaciones entre los descriptores, y
el andlisis “modo Q”, que analiza las relaciones entre los ob-
jetos). Esta distincion permite clasificar los tipos de analisis y
los métodos que se les asocia (ver la tabla que sigue).

Punto de vista “horizontal” entre las variables
e Para resumirlas, combinar varias variables en una
construccién de nimeros indices
e Comparar dos variables: medicion de la simili-
tud/disimilitud
e FEstudiar las relaciones de dependencia
— Entre dos variables: correlacion, regresion simple
— Entre una variable dependiente y varias variables
independientes: regresion multiple y otros métodos
multivariados
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Punto de vista “vertical”: entre las observaciones o los ob-
jetos

Caracterizar la distribucién de una variable: medicion
de la desigualdad o de la concentracién, métodos esta-
disticos univariados

Estudiar las relaciones entre las observaciones: medi-
cién y modelizacién del crecimiento de las series tem-
porales, andlisis de la autocorrelacién (temporal o
espacial)

Comparar dos objetos: medicion de la simili-
tud/disimilitud
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CAPITULO 1-2
LA INTERPRETACION DE LAS MAGNITUDES

Maés alla del problema de la medicion, surge el problema de
la interpretacién de las magnitudes, o sea del sentido que se
da a los nameros. Trataremos de tres temas. Primero, exami-
naremos dos técnicas numéricas de uso frecuente para facili-
tar la interpretacion de las magnitudes: la construccion de una
medicion relativa y el analisis de descomposicion. En los dos
casos, se ilustrard el método con una técnica de gran manejo
en las ciencias regionales y en estudios urbanos. Los limites
de estas herramientas seran el objeto de un especial énfasis.
Luego, hablaremos de la medicién del crecimiento o, de ma-
nera mas general, del modo de resumir la evolucién de una
magnitud en el tiempo. '

1-2.1 MEDICIONES RELATIVAS:
EL EJEMPLO DEL COCIENTE DE LOCALIZACION

s En 1600, Inglaterra contaba con una poblacién de
aproximadamente, cinco millones de habitantes.” ;Se

3 Braudel (1979, p- 49) compara Inglaterra con Francia (que tenia entonces
20 millones) y concluye que Francia estaba superpoblada, dado que “Si
ambos paises hubieran crecido al ritmo promedio del mundo, Inglaterra
tendria 40 millones de habitantes hoy, y Francia 160, lo que es muy dife-
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puede decir que, en ese entonces, Inglaterra estaba
densamente poblada?

e En Berlin, en los afios 1800, una familia destinaba
44.2% de sus ingresos para comprar pan.’ ;Era normal
para la época?

e En el siglo XV, y en el siglo XVI hasta el afio de 1543,
el precio del trigo traducido en horas de trabajo de ma-
no de obra equivalia a menos de 100 horas el quintal (1
quintal = 100 kg), pues arriba de 100 hasta 1883
aproximadamente.” ;Qué significa esto con relacién al
nivel de vida?

Dicho de otra manera, “;es mucho?”: es la pregunta que
nos hacemos, por lo general, al enterarnos de una cifra en un
campo que no nos es familiar. Como vemos en los ejemplos
citados arriba, no son las unidades de medicién las que cau-
san el problema; es la falta de puntos de referencia. Por lo
tanto, si medir es comparar, la interpretacion de las magnitu-
des requiere de una “metacomparacion”, o sea, de una com-
paracién con una magnitud que tiene sentido para el
observador con el fin de tener una perspectiva de los datos y
de entender el orden de magnitud de las cifras.

La representacion grafica con comparacion es, con segu-
ridad, el método mas usado para dar al observador un punto

rente de las cifras reales : en 2001, Francia contaba con 59.6 millones de
habitantes y el Reino Unido 58.9 (PNUD, 2003).

® Braudel (1979, p. 142). El total de los alimentos representa 72.7% del
presupuesto. Entonces el pan cuenta por 60.8% de los gastos alimenticios
de la familia, “una proporcién enorme dado el precio relativo de las cerea-
les”, El autor hace la comparacion con los gastos alimenticios del Parisino
en 1788 y 1854: “El trigo, primera fuente de energia, no logra mas que el
tercer rango de los gastos, después de la carne y del vino (cada uno 17% de
los gastos totales)” (pp. 143-144).

7 Braudel (1979, p. 145) explica: “Un trabajador cumple aproximadamente
3 000 horas de trabajo cada afio; su familia (4 personas) come aproxima-
damente 12 quintales por afio... Pasar el limite de 100 horas por un quintal,
siempre es grave; pasar las 200 da la alerta; a las 300, es la hambruna™.
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de referencia y permitirle interpretar las magnitudes. Sobre
este tema, se invita al lector a consultar el pasaje “Del buen y
mal uso de las graficas” en Wonnacott y Wonnacott (1992,
pp. 61-69).

De igual manera, es importante conocer el campo de do-
minio de una magnitud para poder interpretarla correctamen-
te. Regresaremos sobre este tema cuando examinamos las
mediciones de desigualdad y las mediciones de simili-
tud/disimilitud.

Sin embargo, es a menudo necesario formalizar mas ade-
lante esta metacomparacion construyendo una medicién rela-
tiva, 0 sea, la razén entre dos valores. Es lo que hace el
cociente de localizacién. :

1-2.1.1 El cociente de localizdacion®

También conocidos como indices de concentracién relativa,
los cocientes de localizaciéon son mediciones relativas de la
importancia relativa del empleo en una rama de actividad en
una ciudad o una regién®. Por lo tanto, se aplican a datos de
una tabla de empleo por rama y por ciudad o regién. Mos-
tramos, aqui, un ejemplo ficticio:

Empleo por zona y por rama

Rama | Bl B2 B3  Total
Zona

z1 48 325 287 660
72 27 185 148 360
Z3 45 90 45 180
Total 120 600 480 1200

Referencxas Page-Patton, 1991, ch. 14; Polése, 1994, pp. 128-129.
¥ Pertenecen a la categoria de lo que Jayet (1993, p. 18) llama los *“indica-
dores de especificidad”.
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Este tipo de tabla se llama una tabla de contingencia (vea
Gilles, 1994, seccién 6.3). Queremos ser capaces de contestar
a preguntas como las que siguen: “;48 empleos de la ra;na Bl]
en la zona Z1, es poco?” 0 “;325 empleos de la rama BZenla

%
zona Z1, es mucho?”. _ .
En una primera etapa, podemos examinar las distribucio

nes.

Distribucién del empleo de las ramas entre zonas

Rama |B1 B2 B3 Total
z

Z?na 0.400 0.542 0.598 0.550
Z2 0.225 0308 0308 0.300
Z3 0375 0.150 0.094 0.150
Total 1.000 1.000 1.000 1.000

/48 empleos de la rama Bl en la zona ZI, es poco? E}
examen de la distribucién del empleo entre las zonas mules
tra que estos 48 empleos representan 40% del total de enllp eo
de la rama BJ; es en la zona ZI donde encontramos el malls
grande nimero de empleo en esta rama. }’o_r e.l’contrano, a
;ona 71 contiene 55% del empleo sin distincién de ramas.
Considerando la talla de la zona ZI, 48 empleos no son mu-

chos.

Distribucién del empleo de las zonas entre ramas

Rama _ |BI B2 B3 Total
z
2'(1)rla 0073 0492 0435 1.000
z2 0075 0514 0411 1.000
z3 0250 0.500 0250 1.000
Total 0.100 0500 0.400 1.000

ho? El

2325 empleos de la rama B2 en la zona iZJ , €5 I:Su:n o r
examen de la distribucién del empleo entre las ramz ey

que estos 325 empleos representan cerca de la mitad (49%)
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del empleo en la zona ZI. Pero, en la economia total, la rama
B2 representa la mitad; por lo tanto, 325 empleos es “nor-
mal”.

Calcular el cociente de localizacién es una manera de for-
malizar este tipo de razonamiento.

En el primer caso (48 empleos de la rama B/ en la zona
ZI) se mide la importancia de esta zona con la fraccién de es-
ta zona en el total de empleos de la rama (48/120 = 0.4 o
40%).° Sin embargo, es necesario referirse al porcentaje co-
rrespondiente a las actividades totales (660/1200 = 0.55 o
55%) para poder interpretar este 40%. La medicién relativa
que usamos de manera implicita para apreciar la importancia
de ZI para Bl es la razén 0.40/0.55: esto es un cociente de
localizacion. En el segundo caso (325 empleos de la rama B2
en la zona ZI), procedimos de manera aniloga. Se mide la
importancia de la rama con la fraccién de esta rama en el
empleo total de la zona (325/660 = 0.492 0 49%) Sin embar-
g0, es necesario referirse al porcentaje del total de las zonas
(660/1200 = 0.5 o 50%) para interpretar este 49%. La medi-
cion relativa que usamos de manera implicita para apreciar la
importancia de B2 para ZI es la razén 0.49/0.50: esto es tam-
bién un cociente de localizacién. De esta manera, el cociente
de localizacién compara dos puntos correspondientes en dos
distribuciones (dos puntos correspondientes y no dos distribu-
ciones; las distribuciones son objetos multidimensionales. Ve-
remos en el capitulo 1-4 c6mo se puede comparar).

Tabla de contingencia: simbologia e identidades fundamenta-
les

Antes de llevar a cabo una presentacién mas formal de los
cocientes de localizacion, establecemos una simbologia apro-

® Podemos ya hablar de una medicion relativa considerando que es el resul-
tado de la razén entre dos ntimeros comparables.
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piada y recordamos las identidades fundamentales que se ve-
rifican en una tabla de contingencia del tipo del empleo por
Zona y por rama.

Simbologia
. Ntmero de empleos de la rama j en la
g zona i
Xoj = ny Numero total de empleos de la rama j
1
Xie = lel Numero total de empleos en la zona i

J
Xee =ZZ x; | Numero total de empleos de todas las
T ramas en todas las zonas

. Fraccion del empleo total global que
pij= % " | pertenece a la rama j y situado en la
*° zona i

Dej =Z Pij Fraccion del emplep total global que
i pertenece a la rama j

Die = Z Pijj Fraccién del empleo total global situa-
j doenlazonai

o __PV Fraccion del empleo total de la zona i
Pjli* =" /pie | que pertenece a la rama j

Difei = Pij Fraccién del empleo total de la rama j
ife] Pej | situado en la zona i

Hemos de caer en la cuenta de que estos simbolos ps;y
Dje son probabilidades marginales: p,; es la probabilidad

que un empleo tomado al azar entre los x,, empleos censa-
dos pertenezca a la ramaj ; p;, es la probabilidad de que un
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empleo tomado al azar esté en la zona i. De la misma manera,
hemos de caer en la cuenta de que p jjie Y Pifej son proba-

bilidades condicionales: p j/ia s la probabilidad que un em-
pleo tomado al azar en la zona i pertenezca a la rama j; p ifej

es la probabilidad de que un empleo tomado al azar de la ra-
maj estéen la zona i.

Se deducen naturalmente las identidades s"iguientes:

X;:: Xeo i
i i 20
Xii .
J J
=P/ Xy _ri/ X
~ Pjlis /’%.“’ A. Y Pifej = A‘j_ Ux.j

ZZPIJ ':Zpio =anj =1
i i Jj

S
2pjpe=’
J

El cociente de localizacion: formalizacién

Se define el cociente de localizacidn tanto a partir de la dis-
tribucién del empleo entre ramas como a partir de la distribu-
cion entre zonas. A partir de la distribucién entre zonas, se
define el cociente de localizacion de la actividad j en la zona
i como sigue:
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Fraccion del empleo total del
ramo j ubicadoen la zona i

OL:: =
= Fraccion del empleo total

global ubicadoen la zona i

oL _Pifsj _ x°j

Pie xi/
Xae
Por ejemplo

OL,; =0.225/0.300 = 0.750

De manera equivalente, a partir de la distribucién entre
ramas, se define el cociente de localizacion de la actividad j
en la zona i como sigue:

Fraccién del empleo total de la

zona I que pertenece al ramo j

L, =
oLy Fraccion del empleo total global
que pertenece al ramo j
XV
Pjlie Xie

p.j x'/
x..
Por ejemplo:

OL,; =0.075/0.100 = 0.750.

No es casual que los dos calculos alojen el mismo resulta-
do, ya que
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’J
x' Xie xy Xao
v ic o/ Xie X.j

En nuestro ejemplo

xz/ A

X2e _ %21 Yoo
2 xz/ / X0 X
2/20 _ /60 27X1200

360 12
/200 /1200 360x120

Hay efectivamente equivalencia.

OLy =

Cocientes de localizaciéon

Rama |B1 B2 B3
Zona

Zl 0.727 0.985 1.087
Z2 0.750 1.028 1.028
Z3 2,500 1.000 0.625

Los cocientes de localizacién pueden tomar valores entre -
el 0 y el infinito.'” Cuando xjj= 0, el cociente de localizacién

alcanza el valor minimo: OLZJ = 0. Por otra parte, alcanza el

valor més elevado posible cuando x; =X, O S€a,

[j = Ny
cuando el total de los empleos de la actividad j se encuentra

0 - . . I
! Algunos autores normalizan el cociente de localizacién con la

o OLg—1 . .-
transformacion . Esta razdn varia de 1 a+1.

{'/'+[
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en la zona i y que no existe otro tipo de actividad en esta ‘zo-
.. x
na: en estas condiciones, QLij = % )
i

En la expresion anterior, Xjj =Xaj =X =1, de lo contra-

rio, la rama no existiria. Por lo tanto, el valor maximo de
OLjj €s Xoo: este valor no tiene limite teérico, razén por la

cual se dice que el cociente de localizacion puede tomar valo-
res hasta el infinito; sin embargo, en la practica, son los valo-
res observados que limitan el maximo.

El punto de referencia natural para interpretar el cociente
de localizacion, es 1.0. Ademas, las formulas anteriores mos-
traron que se pueden hacer dos lecturas del cociente de loca-
lizacion.

e Con relacién a la primera lectura, si QLU- > 1, se dice
que la actividad j es relativamente concentrada'' en la
zona i; decimos “relativamente” en comparacién con
otras actividades, y esto porque la fraccion del empleo
en la zona i es mds importante para la actividad j que
para las otras actividades; con més precision, decimos
que la zona i es una zona de concentracion relativa pa-
ra esta actividad porque puede haber otras zonas de
concentracion relativa de esta misma actividad.

Por ejemplo en QLy3 = 1.028 la actividad B3 es rela-

tivamente concentrada para la zona Z2; sin embargo,
no es la zona Z2 que tenga el mas empleos en esta ra-
ma sino més bien la zona Z1.

e Con relacion a la segunda lectura, si QL; > 1, se dice

también que la zona i es relativamente especializada en
la actividad j; decimos “relativamente” en compara-

! De aqui la expresién adecuada, “indice de concentracién relativo™, para
designar el cociente de localizacion.
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cion a las otras zonas porque, en esta zona, la actividad
/ ocupa un lugar mds importante que en otras partes.

Por ejemplo en QL31 = 2.500 la zona Z3 es relativa-

mente especializada en la actividad B/; sin embargo,
no es en la rama B/ donde encontramos el mas grande
nimero de empleos de la zona Z3 sino méas bien en la
rama B2.

e Por el contrario, si OL;; < 1, se dice que la actividad j

es relativamente menos presente en la zona Z/ que en
otras partes, 0 sea que la actividad j no es relativamen-
te concentrada en la zona / y que la zona i no es relati-
vamente especializada en la actividad ;.

Por ejemplo, QL7 = 0.985 la rama B2 es relativamen-

te menos presente en la zona Z/ aunque sea la rama
con.el mas grande nimero de empleos en esta zona, y
aunque sea en Z/ que esta rama tenga el mas grande
nimero de empleos (325 es el nimero méas grande de
su linea y de su columna).

Los ejemplos citados nos muestran la importancia del ad-
verbio “relativamente” en los enunciados interpretativos an-
teriores. De manera mas general, si la zona i es pequefia
comparada con otras zonas ( p;, pequefio), lo mismo cuando.
QL;;> 1, es posible que la fraccion del empleo de la actividad

jenlazonai/( Dije j ) N0 sea importante. En efecto,

Fracci6n del empleo total del

ramo j ubicadoen la zona i

oLy =
Y Fraccion del empleo total

globalubicado en la zona i
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de tal manera que si p; es pequefio, es posible que
QL;;> 1, mismo si pjje; s pequefio, y en cuanto pj, sea

todavia més pequefio. En tales condiciones, seria erroneo pre-
tender que la actividad j es concentrada (en términos absolu-

tos) en la zona i.
Igualmente, si la actividad j es de menor importancia en la

economia ( pe pequefio), mismo cuando OL;> 1, es posible
que la fraccion del empleo de la actividad j con relacion al to-
tal de empleos en la zona i (p /) no sea importante. En

efecto,
Fraccién del empleo total de la-

zona i que pertenece al ramo j
Fraccion del empleo total globai

QLij =

que pertenece al ramo j

XV
Dilie Xie
QLI_] = J/l o - !
pOj '/
Xeo

de tal manera que si p,; es pequefio, es posible que

OL;> 1o mismo si p /e €S pequefio, y en cuanto p,; sea
todavia mas pequefio. En tales condiciones, seria erréneo pre-
tender que la zona i es especializada (en términos absolutos)

en la actividad j.
Con una interpretacion correcta, los cocientes de localiza-

cién pueden servir para el andlisis descriptivo de datos de
empleo (vea Lemelin y Polése, 1993).
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Nota: es mateméticamente imposible que QL;, > 1 para

todas las zonas i al mismo tiempo (o, de manera simétrica
que QL <1 para todas las zonas i al mismo tiempo). En
Pifok . .
efecto, ya que QL = ife , esto implicaria que
ie

Pijsk > Pis Para cada i, de tal manera que tendriamos

Z Difek >Z Die » algo imposible dado que las dos su-
i i

mas deben sumar 1.
De igual manera, es mateméticamente imposible que
OLy;> 1 para todas las actividades.j al mismo tiempo. En

efecto, ya que QLIq.:pj/k‘

, esto implicaria que
4 Pej
Pjjke > Pej para cada j, de tal manera que

ij/k. >Zp'j , algo imposible dado que los dos tér-
J J
minos de la comparacion deben sumar 1.
Puede ser de gran utilidad recordar estas reglas: llegar
a tales resultados implica que se cometieron errores en
los célculos. :

1-2.1.2 Estimacion del empleo exportador
por medio del cociente de localizacion

Usamos también los cocientes de localizacion en la teoria de
la base econémica (Polese, 1994, p. 125-138) para estimar el
empleo “exportador” (para ver un ejemplo, vea Polese y Staf-
ford, 1982). Dada la escasez de datos sobre los intercambios
mte;rregionales, esta posibilidad es atrayente. Sin embargo, la
estimacion del empleo exportador por medio del cociente de
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localizacion se basa en hipétesis mas bien restrictivas (Isser-
man, 1990, p. 157):

1. La productividad del trabajo es igual entre ciudades y
regiones.

2. La absorcion (uso local) del producto por empleo en la

economia local es igual entre ciudades y regiones."
No hay importaciones o exportaciones netas en todo el
pais.

4. La demanda local se aprovisiona primero con los pro-
ductores locales; esto implica que no haya flujos cru-
zados entre ciudades o entre regiones (“cross-
hauling™).

En estas condiciones, podemos interpretar el excedente

del cociente de localizacién con relacion a 1.0 como una me-
dicién del empleo exportador. Con mas precision, se puede

(O8]

estimar el empleo “exportador” de la rama j, EXPy;, lo cual
pertenece a la base czconémica de la region, con la formula:
oL, -
X —————=,s1 QL; >1
E)G)y - y QL!_] y
0si no
2.5-1

Por ejemplo, EXPy; =45x% =27 de los 45 empleos

de la rama B/ en la zona Z3
La fraccion de x;; que pertenece al empleo exportador es

la fraccion de QOL; que excede 1. Cuando QL; <1, no hay

exportacién de la actividad j desde la regién i y, por lo tanto,
el empleo exportador es nulo.

Para entender mejor la significacion de este célculo, susti-
tuimos QLij y simplificamos para obtener

2 Isserman (1999 y Norcliffe (1993) usan el término “consumo” para de-
signar tanto la demanda final como la demanda intermediaria. El término
~absorcion” parece més exacto.
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_ X; : .
EXFj =x; —( “/x“)x.j =Xjj — Pio¥aj 5 Si

x,-j > pi.x.j
Por ejemplo: =45-{180 =
jemplo: EXPy; =45 ( /1200)120_27

Vemos, asi, que el empleo exportador es la diferencia en-
tre el valor observado x;; y el valor hipotético que tomaria la
cifra del empleo si la region i produjera solamente “su parte”
dej (o sea pj,, que implicaria que el cociente de localizacién
OL;; fuera igual a 1). ‘

Para ver como intervienen las hipétesis enunciadas ante-

riormente, volvamos a escribir la formula en la forma si-
guiente:

B VAV o

St Dijej > Die

Por ejemplo: EXPy; =[(4%20)—— (1 8%200)]120=27
La primera hipétesis se refiere a la razén Pifsj ©

X
i . , .. .2 I .
% _; esta razon es la participacion de la region i en el .
°J

empleo de la actividad j; la primera hipétesis permite consi-
derar esta razén como una aproximacién de la parte de la re-
gion en la produccion del bien ;.

La segunda hipétesis se refiere a la razén p;, o xi'/ :
B x.. i

esta razon es la parte de la region 7 en el empleo total; la se-
gunda hipétesis permite considerar esta razén como una
aproximacion de la parte de la regién en el uso (absorcién)
del bien i. :

Las otras dos hipétesis permiten interpretar la diferencia
como la parte del empleo nacional de la rama j que pertenece
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a la base econémica de la region i. O sea que la tercera hipd-
tesis nos dice que las importaciones internacionales son nu-
las, de ahi que la identidad

produccién Absorcion
+ +
Importaciones Expox’cacxon.es
de las demas regiones | = a las demés regiones
+ +
Importaciones Exporta.cnones
internacionales internacionales
llega a ser
Produccion Absorcién
+ _ +
Importaciones Exportacmnfas
de las demas regiones a las demas regiones
o sea
. Exportaciones netas a
Produccién — Absorcion | = las demas regiones

cuando el excedente de la produccion con relacién a la absor-
ci6n es positivo. .
Finalmente, la cuarta hip6tesis nos dice que si hay expor-
taciones hacia otras regiones, no hay importaciones que ven-
gan de otras regiones, y viceversa. Por. lo tanto, cuando las
importaciones netas son positivas, son iguales a las exporta-

ciones brutas.

Después de calcular el empleo exportador (.le caﬁa rama,
s6lo resta hacer la suma para obtener una estimacion de la
“base” econdmica de la regién i (conocido también como

empleo bdsico):

Base exportadora = Z EXP;
J cuando QL;;>1
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En el modelo de la base econémica, hacemos la hipétesis
que la razén

25

_ J
Q—ZE)G’U
J

es constante. El modelo predice que, para cada empleo expor-
tador que se crea (o que desaparece), el empleo total aumenta
(o disminuye) de fempleos. € se llama el multiplicador de
la base econémica.' '

1-2.2 EL ANALISIS DE DESCOMPOSICION
ADITIVA Y MULTIPLICATIVA DE LAS VARIACIONES

1-2.2.1 Principio

El anélisis “shift-share” es un caso particular de una técnica
mas general conocida como el analisis de descomposicién de
las variaciones.' En principio, el analisis de descomposicién
de las variaciones puede aplicarse a toda diferencia entre dos
valores observados de una misma variable. Puede tratarse de
dos observaciones de un mismo objeto en momentos diferen-.
tes u observaciones de dos objetos distintos.

El anélisis de descomposicién de las variaciones consiste
en descomponer la diferencia entre dos valores de una medi-
cion en una suma de términos (descomposicién aditiva) o en
un producto de factores (descomposicién multiplicativa). Tal
descomposicion es siempre una tautologia del tipo

x=y=(-a)+(@-b)+@®-)+(c-y)

* Multiples variantes del cociente de localizacién se propusieron para ali-
gerar lo exigente de las hipdtesis que son bases del método.

" Encontramos otro ejemplo en el famoso articulo en ciencias regionales
de Williamson (1965), en el cual propone una descomposicion de la evolu-
cién en el tiempo de la medicién de desigualdad interregional.
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0
xly = (x/a) (alb) (blc) (cly)

o0 sea

log x — log y = (log x — log a) + (log a ~ log b)
+ (log b — log ¢) + (log ¢ — log )

Por lo tanto, la utilidad de la descomposicion depende de
la interpretacién que le podemos dar a los términos de una
descomposicién aditiva o a los factores de una descomposi-
cién multiplicativa. Esta interpretacion se basa en un modelo
a menudo implicito. El lenguaje usado (“este efecto”, “este
otro factor”) sobreentiende, a veces, connotaciones de causa-

lidad no siempre justificadas.

1-2.2.2 Aplicacidn al andlisis “shift-share’”

El analisis “shift-share”" es un método de analisis de des-

composicién muy conocido entre los practicantes de las cien-
cias regionales. Consiste en descomponer la variacion del
empleo de una ciudad o de una regién. Examinaremos, ahora,
el método de descomposicion de la variacién del empleo de
una actividad, y luego el método de descomposicion de la va-
riacién del empleo de un grupo de actividades.

Descomposicién de la variacion del empleo de una actividad

Para ilustrar el método shift-share, usaremos el ejemplo nu-
mérico que sigue:

* Réferencias: Page-Patton, cap. 9; Coffey y Polése (1988); Polése. 1994,
pp- 349-357.

13 Jayet (1993, pp. 29-34) emplea la expresion “analisis estructural geogra-
fico™. Por mi parte, prefiero mejor la expresion de Bonnet (1995): “analisis
estructural-residual”. ' »
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Empleo por zona y por rama

Afio 1 Afio 2
Rama Bl B2 B3 Total| BI B2 B3 Total
Zona
ZI 48 325 287 660 24 388 300 712
zZ2 27 185 148 360 11 173 200 384
Z3 45 90 45 180 25 99 52 176
Total 120 600 480 1200 60 660 552 1272

Variacién del empleo por zona y por rama
entreelafio l yelafio2

Diferencias Tasa de variacion (%)

Rama |B/ B2 B3 Total Bl B2 B3 Total
Zona ‘
Z1 -24 63 13 521 -50.00 19.38 4.53 7.88
z2 -16 —-12 52 24|-5926 -6.49 35.14 6.67
Z3 ~20 9 7 -4|-4444 1000 1556 -222

Total [-60 60 72 72|-50.00 10.00 1500  6.00

Examinemos la variacién del empleo de la rama B/ en la
zona Z2.

El apélisis shift-share se basa en la comparacién de tres

escenarios:

1. Cuél hubiera sido la variacién si el empleo de BI en Z2
hubiera evolucionado con la misma tasa que el empleo
total (de todas las ramas y todas las zonas)?

— Tasa = 6%.
—~ Numero = 6% de 27 = 1.62.

2. ¢, Cual hubiera sido la variacién si el empleo de BJ en
Z2 hubiera evolucionado con la misma tasa que el em-
pleo total de la rama B1?
~ Tasa=-50%.

— Numero =-50% de 27 = -13.50.

3. % ZCE)uél fue la variacion observada del empleo de B/ en

~ Tasa=-59.26%.
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— Namero =-59.26% de 27 = —16.

., . . Xii
La comparacion de estos tres escenarios infiere la des- a .___%.-1
composicion aditiva siguiente: Xxjj

1. Efecto nacional = escenario 1.

Entonces, con las tasas de crecimiento, Ia identidad ante-
— Tasa = 6%.

rior vuelve a escribirse

— Niimero = 6% de 27 = 1.62. p ; ; .
2. Efecto proporcional (o sectorial) = diferencia entre es- Xy _ AN
cenario 2 y escenario 1. 0 0 0
Xij Xy Yo
— Tasa=-50% —6% =—-56%.
— Nimero =-56% de 27 =—15.12=~13.5~ 1.62. 5! A (
3. Efecto residual (o regional) = diferencia entre escena- - :)j B [ U (.. Yoo -1
rio 3 y escenario Xej X0 ). X0

— Tasa=-59.26% — (-50%) = -9.26%.
— Namero =-9.26% de 27 =-2.5=-16 - (—13.5).
Podemos verificar que la suma de los tres “efectos” es
efectivamente igual a la variacion observada: '
— Tasa=6 % + (=56 %) + (-9.26 %) =-59.26 %.
— Namero = 1.62 + (-15.12) + (-2.5) = -16.
Se puede formalizar este método de descomposicién con
los simbolos que siguen:

o0 sea
ri]' = (rl-- ""’r.j)‘*"(r‘j “‘r..)‘i‘ Fes
En esta descomposicion,
° Yo, xg es el efecto nacional (“national share effect”):

es el crecimiento esperado si el empleo de la rama j en
la region i hubiera aumentado con la misma tasa que el

empleo total del pais (escenario 1);

! El empleo de la rama j en la region i en el 0
i momento / . (r. j —Tes )x,-j es el efecto sectorial o el efecto de des-
ry :leg' El empleo de la rama  en el total de las re- plazamien-to .proporcional (“prgponiopgl shift effect”):
ST LY giones en el momento ¢ es el crecimiento suplementario (positivo o negativo)

del empleo esperado si el empleo de la rama j en la re-
gioén i hubiera aumentado con la misma tasa que el
empleo de la rama j en todo el pais (es, por lo tanto, la

4
xl, = ZZx; El empleo de todas las ramas en el total de
i las regiones al momento ¢

diferencia entre el escenario 2 y el escenario 1); el
efecto sectorial nos permite saber si, comparada al re-

Tenemos la identidad siguiente:
sto de la economia, la rama j es dindmico o sea, si goza

t t t t t 1

I Yo/  Xea | Xae de un crecimiento acelerado;
0 0 0 0 0 0 .
xj \Xj  Xej Xej Yoo ) Xae o (r,-- —Tej )x,-JQ es el efecto regional o el efecto de des-

Como simbolo para las tasas de crecimiento usamos plazamiento diferencial (“differential shift effect”): es
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la diferencia residual entre el crecimiento observado y

0 . .
ren imier Toi —Fag JXi: €
el crecimiento resultado de la aplicacion del efecto de Z( *J “) v el efecto estructural

parte y el efecto de desplazamiento proporcional. /
La suma del efecto de desplazamiento proporcional y del Z( i ~Tej )x,(j) es el efecto regional.
efecto de desplazamiento diferencial es el efecto de despla- J

zamiento total o neto (“total shift” o “net shift”) para una ac-
tividad j en una region i.

Se interpreta, a menudo, el desplazamiento diferencial
como una medicién de la competitividad de la rama j en la
regién i (“competitive effect”). Este uso es muy discutible.
En efecto, suponiendo que el empleo de la rama j crece mas
rapido en la regién i que en la region £, ;esto significa que la
produccién de esta rama crece mas rapido en la region i que
en la regidn k? No es tan seguro, sobre todo si la proporcién
en la mano de obra y los demas factores de produccioén varia
de una regién a otra y en el tiempo (en reaccién a los cambios
de los precios relativos).'® Veremos, en un momento, que no
es la Gnica razon de dudar de la validez del efecto regional
como una medicion de la competitividad.

Las cuatro tablas que siguen complementan los célculos
para nuestro ejemplo.

Anélisis shift-share por rama
Rama B/ )
Nimero de empleos Tasa de variacién (%)

Zon Efc_:cto Efect'o Ef.ecto Efecto| Efecto Efecto Efecto Efecto
nacional sectorial residual total naciopal sectorial residual total

Z1 2.88 -26.88  0.00 -24.00 6.00 -56.00 0.00 -50.00
Z2 ‘ 162 1512 -2.50 -16.00 6.00 -56.00 -9.26 ~39.26
Z3 270 -2520  2.50 -20.00 6.00 -56.00 5.56 -44.44

Rama B2

Numero de empleos Tasa de variacién (%)

Zona Effecto Efectp Efecto Efecto| Efecto Efecto Efecto Efecto
nacional sectorial residual tota] nacional sectorial residual tota]

Z1 1950  13.00 30.50 63.00 6.00 400 938 1938 .

z2 ILI0 740 -30.50 -12.00{ 6.00  4.00 —16.49 —-6.49
73 540 360 000 900] 600 400 0.0 10.00

Descomposicién de la variacion del empleo total de una re-
gion

Cuando hacemos la suma de todas las ramas y de cada uno de
los tres términos de la descomposicion, obtenemos:

Z Z(y g ) +Z('J ’")xg'"LZr" 5 Joma B3
- y T Nimero de empleos Tasa de variacion (%)
donde Zona Ef§cto Efect.o Eff:cto Efecto| Efecto  Efecto Efecto Efecto
Zr" xg _ ’,“Z xg s of efesto nacionl nacional sectorial residual total |nacional sectorial residual  total
: - VA 1722 25.83 —30.05 13.00 600  9.00 -1047 4.53
Z2 888 1332 29.80 52.00 6.00 9.00 20.14 35.14
Z3 270 405 025 7.00 6.00 9.00 056 1556

' Para demostrar de manera formal esta proposicion tendriamos que des-
arrollar un modelo de equilibrio general entre dos economias.
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Total de ramas (clasificacién de tres ramas)
Namero de empleos Tasa de variacion (%)

Efecto Efecto Efecto Efecto| Efecto Efecto Efecto Efecto
nacionalsectoriairesidual total |nacional sectorial residual total

Z1 3960 11.95 045 5200| 600 181 007 788
72 | 2160 5.60 —320 2400{ 600 156 -0.89 6.67
Z3 10.80 ~17.55 275 -4.00{ 6.00 -9.75 1.53 -2.22

Zon

__ D

Se interpreta el efecto de estructura como el efecto de la
estructura econdémica o industrial de la region, o sea de la
composicién de su produccion industrial (“industry mix ef-
fect”). Se interpreta, a menudo, el efecto regional como una
medicién de la competitividad de la region i; como la ante-
rior, esta interpretacion es igualmente discutible. Sin embar-
go, existe algo atin mas grave. »

En efecto, cuando se descompone la variacion del nivel
global del empleo de una region, la importancia del efecto de
estructura depende del nivel de agregacion de la clasificacién
de las actividades. Y como se calcula el efecto regional de
manera residual, este Giltimo depende también del nivel de
agregacion. Para una regién dada, el paso de una clasifica-
cién a otra puede aumentar o disminuir el efecto regional, de
tal manera que puede implicar intervensiones de rango entre
regiones: una regioén que parecia mas competitiva que otra en
una clasificacién dada puede parecer menos competitiva en
otra clasificacion, algo incoherente.

Esto le resta afn mas a la validez de la interpretacion del
efecto regional como medicion de la competitividad de una
region.

Se ilustra este fendmeno con la agregacion de las ramas
BI y B2. Podemos constatar que los resultados de la descom-
posicién para todas las ramas son diferentes de los resultados
obtenidos anteriormente con una clasificacién de tres ramas.
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Ramas B1 y B2 agregadas
Numero de empleos Tasa de variacién (%)

Eﬁ?cto Efectp Efecto Efecto | Efecto Efecto FEfecto Efecto
nacionalsectorialresidual total [nacional sectorial residual total

ZI | 22.38 -22.38 39.00 39.00 6.00 -6.00 1046 1046
Z2 1272 ~12.72 -28.00 -28.00}] 6.00 —6.00 ~I3.21 —-13.21
Z3 8.10 -8.10 ~11.00 -11.00 6.00 -6.00 -8.15 -8.15

Zona

Todas las ramas (clasificacién de dos ramas)
Nuamero de empleos Tasa de variacion (%)

Efecto Efecto Efecto Efecto| Efecto Efecto Efecto Efecto

Zona . R .

nacionalsectorialresidual total [nacionalsectorial residual total
Z1 39.60) 345 895] 52.00 6.00 0.52 1.36 7.88
Z2 21.60| 0.60 1.80] 24.00 6.00 0.17 0.50 6.67

Z3 | 10.80| -4.05-10.75| -4.00( 6.00] -225 -597| -222

De igt{al manera, este problema afecta el analisis de des-
composicion de la variacién del nivel de una sola actividad
ya que se define ésta seglin una clasificacion que no puedé
mas que tener un cierto grado de agregacién. Dicho de otra
manera, en caso de una actividad, el efecto regional calculado
contiene el efecto estructural que acompafia los desplaza- -
mientos entre las subramas que componen la actividad consi-
derada. Es por lo tanto, abusivo, aunque se considere una sola

actividad, interpretar el efecto resi ici
, sidual como una medicié
la competitividad. ' eion de

’ 1-2.3 LA MEDICION DEL CRECIMIENTO
(EL CALCULO DE LA TASA DE VARIACION EN EL TIEMPO)

De cierto modo el analisis de una serie cronoldgica posee el

groble’ma de la multidimensionalidad, de la cual hablaremos
espués. En efecto, el concepto de “crecimiento” o de “varia-
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ci6n en el tiempo” encierra multiples dimensiones. De hecho
tiene tantas dimensiones como hay observaciones del creci-
miento, a menos que la tasa de variacion sea constante (caso
cuando el crecimiento es uniforme).

1-2.3.1 Tasa de crecimiento por periodo

Como ejemplo, veamos la evolucion del indice de precios al
consumidor (IPC) en Canada de 1984 a 1992:"

1984 92.4

1985 96.0

1986 100.0
1987 1044
1988 108.6
1689 114.0
1990 119.5
1991 126.2
1992 128.1

Entre cada periodo y el siguiente, podemos calcular una
tasa de crecimiento por periodo. Asi, entre 1984 y 1985, la

. 6.0-92.4
tasa de crecimiento por periodo fue de 9———95— =0.039 o

sea 3.9%. Con nueve observaciones consecutivas (de 1984 a
1992), podemos calcular ocho tasas de crecimiento por pe-
riodo:

17 Media anual sin ajusto estacional (Estadistica Canada, namero de catalo-
go 62-210).
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de... a... tasa

1984 1985 0.039
1985 1986 0.042
1986 1987 0.044
1987 1988 0.040
1988 1989 0.050
1989 1990 0.048
1990 1991 0.056
1991 1992 0.015 -

En general, con una serie de 7+1 observaciones, del pe-
riodo 0 al periodo T, xg, x, x5, ..., X;, .., xppodemos calcular
T valores de la tasa de crecimiento , de un periodo con rela-
cién al anterior: '

R S e W SN o W

n= -1

) X1 X1 X1 X
Por ejemplo para t = 1985

96.0
1985 =9—22—1=0.039=3.9% donde ¢ varia de 1 a T. En

este caso, se dice que, entre -1 y ¢, x crecié de R, por ciento,
sabiendo que R, =100 x r,

Nota: si x, es inferior a x,_, hubo decrecimiento: 7, es ne- -
gativo. Hablamos entonces de crecimiento negativo.

La serie r|, 7y, ..., 7y, ..., rp describe la evolucion en el

tiempo de la variable x. De hecho, si se invierte la formula de
calculo de la tasa de crecimiento periddica, se obtiene x, =

(I4+7) Xy

Pero tenemos también x,_; = (1+r,_{) x,_, de tal modo
que x; = (1+r,) (147,_;) X, y, haciendo sustituciones sucesi-
vas, tenemos x, = (1+47,) (14+r,_;) ... (1475) (1+#}) xg.

65



O sea que si conocemos los 7, y xg podemos reconstituir la
serie de los x,. Por lo tanto, es cierto que la serie

rl, 7‘2, ooy rt, ooy rT

describe la evoluci6n en el tiempo de la variable x."® Sin em-
bargo, ;podriamos resumir esta evolucién con una sola cifra?

De alguna manera, los T valores de 7, son tantas dimen-
siones de la evolucién en el tiempo de la variable x. Es por
eso que la medicién del crecimiento se parece al problema de
multidimensionalidad y de la construccion de los nimeros
indice.

1-2.3.2 Promedio de las tasas de crecimiento por periodo
Para resumir la evolucién de la variable x en el tiempo, se

puede tomar el promedio aritmético de las tasas de creci-
miento por periodo:

i ZT: ) _7‘1 +ry +t R o
p— 71___ T
=1

En el caso del IPC entre 1984 y 1992, el promedio de las
tasas de crecimiento por periodo es de 0.042 (o sea 4.2%).

Sin embargo, esta manera de resumir la evolucion de la
variable x en el tiempo tiene el inconveniente de no tomar en
cuenta la variabilidad de las tasas de crecimiento. Ahora bien,
para una misma tasa promedio, més las tasas son uniformes,
mas el crecimiento acumulado es fuerte.”” No vamos a demos-

'® En la practica, se utilizan valores redondeados de las tasas de crecimien-
to, de tal manera que no se podria reconstituir exactamente la serie origi-
nal.

1% Si bien el crecimiento acumulado depende de la variabilidad de las tasas,
por el contrario, no depende del orden cronolégico entre las diferentes ta-
sas de crecimiento. Se puede observar al constatar en la formula siguiente
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trar esta propiedad; un ejemplo bastara para ilustrarla. Compa-
remos las dos series siguientes:
100, 110, 121

100, 100, 120

En ambos casos, el promedio de las tasas de crecimiento
por periodo es igual a 0.1 (o sea 10%). Sin embargo, el cre-
cimiento acumulado en los dos periodos es de 21% en el pri-
mer caso, pero de solamente 20% en el segundo. La pregunta
que provoca esto es: jen qué medida el promedio de las tasas
por periodo es representativo de la evolucién de una serie
cuando las tasas por periodo son variables?

1-2.3.3 Cdlculo de una tasa de crecimiento exponencial

La tasa de crecimiento exponencial es otra manera de resumir
la evolucién de la variable x en el tiempo. Se puede definir de
dos maneras equivalentes:

La primera definicién de la tasa de crecimiento exponen-
cial se refiere al promedio geométrico.”® Es la tasa de creci-
miento 7 obtenida a partir del promedio geométrico de los
factores®' de crecimiento por periodo:

1+r:[(1-}-7‘7')(]+7'T__1)"‘(]+r2)(1+r1)]%

=JA+rp) At A+1)A+7)
o sea, en forma logaritmica:

que el valor de x; sigue sin cambio si cambiamos el orden de los factores
del miembro de la derecha:x; = (1+ry) (1+r,_y) ... (14+r9) (1+r]) xg.

20 .. . ot . .
Con relacién al promedio geométrico y a sus aplicaciones, vea Wonna-
cotty Wonnacott (1991, p. 753).

21 R _
'Observe la distincion entre la tasa de crecimiento.r y el factor de creci-
miento (1 + r).
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logxr~log xg
r=10 r -1

T
1
log(l+r)= _T-Z log(l +r; )
y con los logaritmos neperianos

t=1
Por el contrario, la medicién anterior usaba el promedio
aritmético de las tasas de crecimiento por Periodo. Se puefie
simplificar el calculo de la tasa de crecimiento exponencial
explotando la relacion
xT=(1+rT) (1+7'T__1) (1-‘}‘7’2)(14‘7‘1))&'0 '
Ahora bien, segiin la definicién del promedio geométrico

A+ =1+rp)A+rpy)A+r)A+n)

Inxp—Inxg

vee T ~_1=exp(lnx7’;lnxo)__1

Por ejemplo, la tasa de crecimiento exponencial del IPC de
1984 a 1992 se calcula de la manera que sigue:
x9 =924y log, xy =4.526126979

xp=128.1y log, x7=4.852811209

de tal manera que T=8 4
- T 4, -4,
xp=(1+r)" xp o r=exp( 852811209 4 526126979)_1=0'042,
donde x7y xg son valores conocidos y  es la incognita. Al 8
desarrollar esta formula, llegamos a un método de calculo de -osea 42 % o o
] de crecimiento exponencial. Existe otra definicién de la tasa de crecimiento exponen-
atasade cial que contiene su propia interpretacién. En efecto, acaba-
1+ r)T _*r mos de ver que la tasa de crecimiento exponencial r es la
X0 solucién de la ecuacién

X Xp= (1+r)Tx0
log(l + r)T = log(i)
*0

T log(1+r)=log(xr)— log(xg)
log(xy) — log(x)

Por lo tanto, se puede ver la tasa de crecimiento exponen-
cial como una tasa hipotética: es la respuesta a la pregunta:
“¢si la variable x hubiera evolucionado con una tasa por pe-
riodo constante, con que tasa hubiera tenido que crecer para

logl+7)= T que su valor terminal fuese igual al valor terminal observa-
log(xy) — log(xg) do?” Por definicién, la tasa de crecimiento exponencial es,
l+r= antilog( T por lo tanto, la tasa de crecimiento por periodo uniforme que

da el mismo crecimiento acumulado que la serie 7y, 7y, ..., 7,
donde z = € o 107, seglin se tome el logaritmo neperiano de
base e (= 2.71828...) o el logaritmo comun de base 10.

. Llog(xT) —log(xg )) 1
r = antilog T

s Py

- Asi que, como el promedio aritmético de las tasas por pe-
riodo, la tasa de crecimiento exponencial resume la evolucién
de la variable x en el tiempo. Sin embargo, la tasa de creci-
miento exponencial toma solamente en cuenta el primer y el

O sea, con los logaritmos comunes,
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tltimo valor de la serie. Esto constituye un inconveniente sj
el primer valor de la serie x; o el Gltimo x; es excepcional

(fuera de tendencia); en este caso, la tasa de crecimiento ex-
ponencial podria ser engafiosa.

Como indice, se puede considerar como un indice trunca-
do ya que no usa toda la informacién disponible. Los indices
truncados pueden, a veces, ser utiles; ademas, no podemos
dudar que tienen adeptos justamente por la poca exigencia en
informacién que requieren: falta pensar en el “Big Mac cost-
of-living index” del periédico The Economist.

1-2.3.4 Entre dos males...

Como indices de la evolucién cronoldgica de una variable,
tanto el promedio de las tasas por periodo como la tasa de
crecimiento exponencial representan inconvenientes. Necesi-
tamos, pues, escoger el menos malo, pero ;cual? Claro esta
que depende del objetivo con que queramos usarlo. Por
ejemplo, ;qué tanto es importante que la tasa de crecimiento
seleccionada permita “predecir” con exactitud (o sea de re-
producir) el valor terminal a partir del valor inicial? Respecto
a esto, es preferible usar la tasa de crecimiento exponencial.
;O por lo contrario, es mas importante que la tasa de creci-
miento seleccionada sea representativa de la tendencia? En
este caso, nada garantiza, a priori, que los valores iniciales y
terminales no estén fuera de tendencia, o sea, que la tasa de
crecimiento exponencial no sea engafiosa.

Sin embargo, vimos que el promedio de las tasas por pe-
riodo tiene el inconveniente de no tomar en cuenta la variabi-
lidad de las tasas por periodo. ;Tiene importancia este
inconveniente? Eso depende. Por ejemplo, en el caso del IPC
de 1984 a 1992 en Canada, si la tasa de crecimiento hubiera
estado constante, o sea igual al promedio de las tasas de cre-
cimiento por periodo, el valor del IPC en 1992 hubiera sido de
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128.16 en lugar de 128.1. La diferencia es minima (jseis cen-
tésimas de uno por ciento!).

;Seria mas grande la diferencia tomando en cuenta un
gran namero de periodos, con una tasa de crecimiento mas
volatil? Por ejemplo, el valor de cierre del indice bursatil
Standart & Poor’s 500 era de 470.34 el 17 de febrero 1994, y
de 656.37 el 9 de febrero 1996, 499 sesiones de mercado mas
tarde,” el promedio de las tasas de crecimiénto por periodo
(de una sesion de mercado a otra) fue de 0.0007 (0.07%), con
una desviacién estandar 0.0057 (0.057%), lo que representa
una volatilidad importante (el coeficiente de variacién es de
8.37). Sin embargo, ;cual hubiera sido el valor de clausura el
9 de febrero de 1996 si el indice hubiese crecido con una tasa
constante igual al promedio de las de las tasas periédicas?
Hubiera sido de 661.76... Nuevamente, la diferencia es mi-
nima-(0.82%); en este caso, otra vez, el promedio de las tasas
de crecimiento por periodo es bastante representativo de la
téndencia.

1-2.3.5 Ajuste de una eurva de tendencia

De todas maneras, existe un método més preciso para resumir
la evolucién de una serie: ajustindole una curva de tendencia.
Para este fin, escogemos un modelo de la evolucién de la se-
rie. Por ejemplo, se puede tomar el modelo lineal simple x, =

a + bt o el modelo exponencial simple x, = a b’ que se trans-

forma en un modelo lineal simple cuando aplicamos los loga-
ritmos:

log x,=log a + (log b) ¢

Se puede considerar el modelo exponencial simple como
una version mejorada de la tasa de crecimiento exponencial.
En efecto, se puede establecer un paralelo entre el parametro

2 Fuente: www.fortitude.com/data.him.

71



a 'y el valor inicial xy y entre b y el factor de crecimiento ex-
ponencial (1+7). La estimacion del modelo exponencial con-
siste en buscar los valores de xo* (= a*) y de (1+%) (= b%)

para que los valores x,* “predichos” por la relacion
x* =xg* (1) =a* %)

“se peguen” lo mejor posible con los valores observados. De
esta manera, habremos calculado una tasa de crecimiento ex-
ponencial que estard menos expuesta a la influencia de valo-
res fuera de tendencia.”>

De manera més general, después de seleccionar un mode-
lo, escogemos los valores de los parametros que mas se ape-
gan a la realidad observada, aplicando los métodos de
estadistica mas apropiados. La regresion lineal es una técnica

que permite encontrar los “mejores” valores para a* y b*.
Regresaremos sobre este tema en la tercera parte de esta obra.

1-2.3.6 ;Qué recordar?

Dentro de poco examinaremos el problema de la multidimen-
sionalidad en la medicién. Mientras, vimos como algo a pri-
mera vista sencillo como la medicion del crecimiento se
dificulta a causa de esta multidimensionalidad. Estudiamos
dos maneras sencillas de resumir la evolucién de una variable
en el tiempo con una tasa tnica (el promedio de las tasas de
crecimiento por periodo y la tasa de crecimiento exponen-
cial); cada una de las dos presenta inconvenientes. Evocamos
otra técnica, como el ajuste de una curva de tendencia que no
parece tener los defectos de las otras dos. Sin embargo, el uso
de esta técnica tiene su propio precio: es mucho mas comple-
ja, tiene menos transparencia y los célculos son mas pesados.

3 Vea Wonnacott y Wonnacott (1992, pp. 513-523).
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A‘c,pn tiene, pues, una perfecta ilustracién de cémo la medi-

ci6én, mucho mas que una ciencia, es también un arte.

e No hay una medici6n perfecta.

o La’s medlclo.nes menos imperfectas son, por lo general,
mas complejas y mas pesadas en su manejo.
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CAPITULO 1-3
EL PROBLEMA DE LA MULTIDIMENSIONALIDAD:
LOS NUMEROS INDICE

1-3.0 PROBLEMATICA DE LA MULTIDIMENSIONALIDAD

Ya citamos a Gilles (1984, p. 24), quien refiriéndose al es-
quema clasico de Lazarsfeld (1971), define la operacionali-
zacién como el hecho de “someter los conceptos, por medio
del anélisis, a un proceso que los transforma en dimensiones
y luego en indicadores que permite observarlos, medirlos o
calificarlos”. La reflexién tedrica que permite identificar las
dimensiones de un concepto pertenece a la disciplina o al
campo de estudio pertinente. Aqui, consideramos de manera
implicita que la mayor parte de los conceptos tienen dimen--
siones multiples y examinamos las implicaciones de este
hecho al momento de la construccién de mediciones asocia-
das a estos conceptos.

No faltan ejemplos de conceptos con dimensiones multi-
ples y que a cada una de ellas se le pueda asociar una medi-
cion distinta.

1. Se puede descomponer el concepto politico de “nivel

de satisfaccion con respecto al gobiermno” en varias di-
mensiones, como “satisfaccion en cuanto a la politica

RIS 1

econémica”, “satisfaccién en cuanto a la politica so-
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cial”, “satisfaccion en cuanto a la politica exterior”, et-
cétera.

2. Se puede descomponer el concepto “costo de la vida”
en “costo de la vivienda, “costo de la alimentacion®,
etcétera.

Cuando un mismo concepto encierra varias dimensiones
pero se busca analizar como un todo, es necesario encontrar
una manera de combinar las mediciones asociadas a las dife-
rentes dimensiones en una sola medicion que las resuma to-
das. O sea que el problema es sumar platanos y naranjas.

La manera més conocida de tratar este problema consiste
en construir niimeros indices. Un niimero indice es una regla
(una férmula) para combinar varias mediciones en una sola
cifra. Las diferentes mediciones que componen el indice se
refieren a las diferentes dimensiones de un concepto; se usa
el mismo indice como medicion global del concepto estudia-
do. En general, no existe indice que sea perfectamente fiable
(o sea, cuyas variaciones reflejen variaciones reales). Es has-
ta dificil construir un indice valido (o sea que mida bien lo
que se quiere medir). Es uno de los puntos importantes que se
busca resaltar en este capitulo con la ayuda de dos ejemplos:
los indices de precios (en particular el indice de precios al
consumidor) y el indice de Desarrollo Humano del Programa
de las Naciones Unidas para el Desarrollo (PNUD).

1-3.1 ILUSTRACION #1: LOS INDICES DE PRECIO’

El concepto “nivel general de los precios” encierra tantas di-
mensiones como existen precios diferentes, o sea, tantas di-
mensiones como existen bienes o servicios diferentes. Un
indice de precios sirve para comparar los precios de un grupo

* Referencias: Wonnacott y Wonnacott (1991, cap. 22); Statistique Canada
(1996 y 1997).
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de bienes y servicios en dos momentos o, de manera excep-
cional, en dos lugares diferentes.

El ejemplo que sigue ilustra el problema.* Se trata de pre-
cios de la alimentacién para un pais ficticio donde el régimen
alimenticio se compone Unicamente de tres alimentos: el bis-
tec, la pimienta y el pan.

Indices de los
Precios ($) precios de bie-
Bienes nes individua-
1980 1985 ~les
Poi Py Pii! Po;
Bistec (kg) 485% 6.60 $ . 1.36
Pimienta (g) 0.07$ 0.07'$ 1.00
Pan (kg) 1.10 % 1.32% 1.20

Los tres indices de precio individual constituyen las tres
dimensiones del concepto “precio de la alimentacién”. ;C6-
mo podemos combinar estos tres indices de precio individual
en una medicion tnica? Los dos indices de precio mas usados
son el indice de Laspeyres y el indice de Paasche.

1-3.1.1 El indice de Laspeyres

Un indice de Laspeyres mide las variaciones del nivel general
de los precios comparando el costo de adquisicién de una ca-
nasta representativa de los bienes y servicios en dos momen-
tos diferentes en el tiempo. La mayor parte de los indices de
los precios al consumo son indices de Laspeyres. ‘

Simbologia:

® p,; precio del bien / en el periodo .

® po; precio del bien i en el periodo 0.

* Fuente: adaptado de Wonnacott y Wonacott (1991, p. 753).
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e go; cantidad del bien i comprado por un hogar tipico en
el periodo 0.

En el indice de Laspeyres, se define la canasta representa-
tiva por los g, 0 sea, las cantidades compradas por un hogar
tipico durante el periodo 0 conocido como el periodo de refe-
rencia o afio de base. Supongamos que tenemos » bienes y
servicios en la canasta representativa. Si usamos el operador
suma entonces el costo de adquisicién de la canasta represen-

tativa puede escribirse:
Costo de la canasta de referencia con los precios del pe-

riodo 0

n
=po1901 + P02902 T "+ Pon9on ZZPOI"IOI’
i=1

Costo de la canasta de referencia con los precios del pe-
riodo ¢

n
=pnqgo1 + Pr2q902 t -+ Pmdon =ZptiQOi
i=1

El indice de Laspeyres compara estos dos valores

ZPOzGIOz y anqm

i=1
El valor del md1ce de Laspeyres para el periodo ¢ se calcu-
la con la razén

n
Z Priqoi

L _ i=l
I; =
ZPOi‘]Oi
i=1
Por lo tanto, el indice de Laspeyres es la razén del costo

de la canasta representativa cuando los precios son los del pe-
riodo ¢ entre el costo cuando los precios son los del periodo 0.
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cios del ejemplo anterior.

Podemos ilustrar el clculo con la ayuda de los datos ficti-

T $?))atos Calculos
. recios Cantidades | Costo de |
B a canasta
1eneS 11980 1985 | 1980 1985| 1980 1985
‘ Po; Py doi 94y | Poi9o; Pii 90
B.erc (kg) [4.85% 6.60%$ | 23 18 | 111.55% 151.80%
Pimienta (g) | 0.07% 0.07$ | 57 85 3.99% 3.99%
Pan (kg) 1.103 1.32%| 36 45 39.608  47.52%
155.148  203.31%

Se calcula el indice de Laspeyres de los precios de 1995,
con base 1990, con la férmula

L 20331
I[ -
155.14

=1.31

Nota: los indices de precios publicados por agencias esta-
disticas oficiales son, por lo general, expresados en por-
centaje, de tal manera que veriamos normalmente

I, =100x 223'31 =131

Con tal de aligerar las formulas, ignoramos aqui este con-
venio.

Vamos,.ahora, a demostrar que el indice de Laspeyres es
un promedlo ponderado de los indices de precios de los bie-
nes individuales. Desarrollemos la formula del indice de Las-
peyres:
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Indice de precios

n n
ZPn‘C]Oi ZPziQOi
__i=l

” Datos de Laspeyres
1L == =
2 7 Costo Calculo
Z Poiq0i Z Pokqd0k Bienes Precios Cant.] dela Peso delindice
i=1 k=1 ) canasta
p

1980 1985 Razén|1980} 1980 1980 1985

Doi Py (—"") 90i | Poi90i Woi “oi (&'—J

n n

ItL _ Z Piid0i =Z 90 Pu

n n
o =1
=Y poraor | | D poraor
k=1 A=

Po; Poi
Bistec (kg) [4.85% 6.60% 1.36 | 23 |111.55% 0.719 0.978
Pimienta(g)]0.07% 0.07% 1.00 | 57 3.995 0.026 0.026
Pan (kg) 1.108 1.328 1.20 | 36 | 39.60% 0.255 0.306
155.14% 1.000 1.310

" promedio pondera-

1k Z Poiq0i (Pti ) _ do d§ los indices _de
= n Doi precios de los bie-

=1 D pokdor nes.

\ k=1 y,

En realidad, el célculo del indice de los precios al consu-
mo de Statistique Canada es mas complicado por varias ra-
zones:

e Para mantener la representatividad del indice, la canas-
ta de referencia se actualiza entre los cambios de afio
de base (= 100) del indice.

e Se calculan los pesos con las cantidades de cada canas-
ta de referencia y los precios de otro periodo.

o Se efectiia el calculo del indice de tal manera que sus
valores se sigan sin ruptura al momento de pasar de
una canasta de referencia a la siguiente.

Por lo tanto, se puede interpretar el indice de Laspeyres
como un promedio ponderado de los indices de precios

(—@—] de los bienes individuales donde el peso del bien i
Poi

wo; = _Poidoi - Por ejemplo, en 2003, se calcula el indice de los precios al
L consumo con la canasta de referencia de 1996, la cual se eva-
kZP 0k 90k lta a los precios de diciembre 1997 y su afio de base es 1992

=]

(1992 = 100). Para mas detalles, vea el Document de référen-
ce de l'indice des prix a la consommation, No 62-553 en el
catalogo de Statistique Canada.

es la parte de este bien en el presupuesto del hogar tipico en
el periodo 0. ‘ 7
Esto se aplica a nuestro ejemplo de la manera siguiente:
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1-3.1.2 El indice de Paasche

¢Cudl es la diferencia entre un indice de Laspeyres y un indi-
ce de Paasche? Es la seleccién de la canasta representativa:
en el caso del indice de Paasche, son los gastos de un hogar
tipico en el periodo ¢ y no en el periodo de base 0 que indican
la canasta representativa. Por lo tanto, el valor del indice de
Paasche en el periodo ¢ es:

n
D Pty

17 = B
ZPOk Gtk
k=1

De nueva cuenta, usemos nuestro ejemplo para ilustrar el
célculo.

Datos "~ Célculos

. Precios (3) | Cantidades | Costo de la canasta
Bienes 7980 1985 [1980 1985 1980 1985
Poi P 90i 44 | Poi9u Pii 4y
Bistec (kg) | 4.85% 6.60% | 23 18 87.30% 118.80%
Pimienta (g)|0.07$ 0.078 | 57 85 | 5.95% 5.95%
Pan (kg) |1.108 1328 | 36 45 49.50% 59.40%
142.75% 184.15%

El indice de Paasche de los precios de 1995, base 1980 es
p 18415 =129

" 14275
De igual manera, se puede interpretar el indice de Paasche

como el promedio ponderado de los indices de precio (—‘Eﬂ—]
Poi

de precios de los bienes individuales. En el caso del indice de
Paasche, el peso del bien i

82

_ Poi4:
Wy =

=— »
Z Por9uk
k=1

es la parte de este bien en el presupuesto ficticio de un
hogar que hubiera consumido las cantidades g,; de la canasta

de consumo de un hogar tipico en el periodo ¢, con los pre-
cios py; del periodo de base. Enseguida se muestra el desarro-

1lo que conduce a este resultado:

n n
Z P4y z Pridsi .
i=] __i=l

P _ Pr1idyi

I = = h *le R
Dpoidi ). Pokdne D pordu
i1 k=l k=1

4
If =Z —— Py

n
Z Pokdek
k=1

J
N

1P =Zn: Doilsi (pti

t g R - \Poi
ZPOthk
k=l J

promedio ponderado de
los indices de precios de
los bienes.

Esto se aplica a nuestro ejemplo como sigue:
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Datos Ind. de precios de Paasche

. Costo de Calculo Afio Gastos personales
Precios Cant, canasta © C°° del indice 1991 398 314
Bienes |1980 1985 Razén|1985] N.A.® N.A. 1985 1992 411 167
Py 1993 428 219
Poi Py (5"—) 9 | Poidi Wi Wi (—L} 1994 445 857
Poi Poi 1995 460 906
Bistec (kg) [ 4.858 6.608 136 | 18 87.30% 0.612 0.832 1996 480 427
Pimienta (g)} 0.07% 0.07$ 1.00 | 85 5.95% 0.042 0.042 1997 510 695
Pan (kg) ]1.108 1325 1.20 | 45 | 49.508 0.347 04l6 1998 531 169
142.75% 1.000 1.290 1999 560 954

Se usa menos el indice de Paasche que el indice de Las-
peyres porque implica efectuar de vuelta en cada periodo la
encuesta con los hogares para definir la canasta representati-
va de bienes y servicios (los g;;).

Se muestran estas cifras en délares corrientes, o sea que
no se toma en cuenta la evolucién de los precios. ;Cémo po-
demos, en estas condiciones, comparar, por ejemplo, el 480
billones de 1996 con el 411 billones de 1992, cuando los pre-
cios aumentaron de manera apreciable entre estos dos afios?
Para esto, podemos usar un indice de precios como desinfla-
dor. Este indice de precios podria ser un indice de Laspeyres,
un indice de Paasche, o cualquier otro indice, siempre y
cuando sea apropiado al tipo de cifras que queremos desin-
flar. Por ejemplo, aplicar un indice de precios industriales a
una serie de cifras sobre los gastos personales de consumo no
seria apropiado. Aqui, el indice de precios mas recomendable
es el indice de precios de los gastos personales calculado por -
Statistique Canada.®

En cuanto obtuvimos un indice de precios apropiado, resta
para obtener cifras comparables, dividir cada cifra por el in-
dice de precios del afio correspondiente: si x, es la cifra en

ddlares corrientes, entonces

1-3.1.3 Uso de los indices de precios

Los indices de precio son a menudo usados como desinflado-
res? en el analisis de las series temporales. En cuanto las ci-
fras se expresan en unidades monetarias y se refieren a
diferentes afios, se vuelve dificil compararlos si los precios
han cambiado. Para poder comparar las cifras, es necesario
aplicarles una correccion que tome en cuenta la evolucién de
los precios.

Veamos por ejemplo la evolucion de los gastos personales
en el consumo en Canada de 1991 a 1999:%

25 No se aplica, 0 sea que las cifras de las columnas no se aplican a ningiin
aﬁo' . . ’ . ‘

26 Se justifica el uso de esta palabra ya que, en la historia econémica re-
ciente, los periodos de aumepto Fie 19§ precios (mﬂacxon) fueron mas fre-
cuentes que los periodos de dlsmmumgq de los precios. .

27 Gastos personales en bienes y servicios de consumo (millones de §) se-
gin las cuentas nacionales (Statistique Canada, “L'observateur économi-

que canadien, Supplément statistique historique 2001/02”, No 11-210-XPB
del catalogo).

* Statistique Canada, “L'observateur économique canadien, Supplément
statistique historique 2001/02”, No 11-210-XPB. Este indice es especifico
para los gastos personales en el producto interior bruto. Es preferible en-
tonces al indice de los precios al consumidor.
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=X
Ve = I,
es una cifra desinflada en délares constantes del afio de refe-
rencia del indice? Se dice que y, es un dato en valor “real”
cuando, por lo contrario, X, es un valor “nominal”.

Para los gastos personales de consumo, el resultado de
usar el indice de precios al consumo como desinflador seria

el siguiente:™

Indice de precios Gastos personales
1991 91.0 398 314
1992 92.5 411167
1993 94.6 428219
1994 95.6 445 857
1995 96.8 460 906
1996 98.4 480427
1997 100.0 510 695
1998 101.2 531169
1999 102.9 560 954

En délares constante de 1997, el monto de los gastos per-
sonales de consumo de 1999 es igual a:*'
560 954 i 560 954 545145

102,9 1,029

100 x

29 g4 caso de un indice expresado en porcentaje, la férmula se convierte en
X
I’ ' . . .

30 Syatistique Canada, “L'observateur économique canadien, Supplément
statistique historique 2001/02”, No 11-210-XPB.

31 La cifra publicada por Statistique Canada para los gastos personales de
1999 en délares constantes de 1997 es mas bien 545 162 mlllones.’ Lg dife-
rencia es debida a que nosotros usamos un valor redondeado del indice de

precios.

y, =100
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Preguntas engafiosas:

o ;Cuél es valor de los gastos personales de 1992 en
dodlares constantes de 19977

o ;Cudl es el valor de los gastos personales de con-
sumo de 1999 en délares constantes de 199273

Otro uso conocido de los indices, muy parecido al ante-
rior, es la indexacién. El ajuste busca manterier, afio con afio,
el valor de un pago cuando los precios cambian.

Ejemplos: ‘

En el contrato colectivo que celebran un empleador y

el sindicato de sus empleados, es comiin que el salario

se fije inicamente para el primer afio; para los que si-

guen, de comun acuerdo, se ajustan los salarios en fun-

cion de la evolucion de los precios al consumo con una
. férmula de indexacién convenida.

Ciertas categorias de ciudadanos (funcionarios jubila-

dos, personas de edad avanzada...) perciben del Estado

pensiones acordadas como en el caso anterior: se fija el
monto inicial para luego, cada afio, calcularlo con una
féormula de indexacion.

Existen varias férmulas de indexaci6n; entre las que se
usan, la mayor parte son formulas de ajuste parcial y algunas ‘
de ellas son algo complicadas. Veamos aqui la mas simple
férmula de indexacién. Un monto my, acordado en el afio cero

es ajustado, afio con afio, por medio de la formula

my =1, my
donde m, es el monto ajustado para el afiot e I; es el indice de
precios apropiado, con base el afio cero (I = 1). Si el indice

2 » - -
*2 Al momento de expresar un monto en dolares constante de un afio 8 dife-
rente del afio de base, es necesario aplicar la férmula més general

I
}’1=3‘1“Q-
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de precio tiene como base un afio que no sea el afio 0 enton-
ces la férmula se convierte de manera muy simple en

t

m, =y —

t 0 IO

Po- ejemplo, un monto de $35,000 en délares de 1997,

ajustado para el afio de 1999, es igual a $35,000 x 1.029 =
$36,015

y un monto de $35,000 en ddlares de 1994, ajustado para

el afio e 1999 es igual a $35,000 x %2596 = $37,673

1-3.1.4 Indices de precios y costo de la vida

;Son las indices de precios mediciones fiables?

™ _cuerdo: una variable es fiable cuando las variaciones en
la medicidn corresponden a variaciones reales.

Fn ¢l caso particular de la indexacién de un ingreso (sala-
rio, pensién, etc,), si el indice de precios usado es fiable, el
ingreso ajustado

'nt - mo "“!—

Io

le permitir4 a la persona que lo recibe vivir en el periodo ¢
con un ingreso de m, tan bien como vivia (o que hubiera vi-

vido) en el periodo 0 con un ingreso m.

Para empezar, estd claro que la indexacién “en vivo” no
es posible puesto que se conoce el valor del indice de precios
solamente después de un cierto lapso de tiempo. Esto implica

que sélo se puede indexar ur: ingreso con un retraso (es cierto .

que el ajuste podria ser retroactivo). Nos referimos, por lo

33 En el caso de un indice expresado en porcentaje (I = 100) la formula se

1, my

convierte en m, = 00
i
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tanto, a una situacion tedrica. Ademas, las preferencias y las
elecciones de consumo dependen de cada uno. Seria realmen-
te un milagro que la canasta de referencia, que refleja el
comportamiento general, correspondiese al consumo de un
individuo o de una familia en particular.

. Pero dejemos al lado los aspectos précticos y preguntemos
nos si, teoricamente, son perfectamente fiables los indices de
Laspeyres y de Paasche. ;Miden con exactitud las variacio-
nes del costo de la vida? Pues no. De hecho, cuando los pre-
cios aumentan, el indice de Laspeyres sobrevalora el
crecimiento del costo de la vida cuando, al contrario, el indi-
ce de Paasche lo subvalora. En el caso inverso, o sea cuando
los precios disminuyen, el indice de Laspeyres subvalora la
importancia de la disminucién del costo de la vida mientras
que el indice de Paasche la sobrevalora. De ahi que, tanto en
tiempo de inflacién como en tiempo de deflacién (disminu-
cién general de los precios), un ingreso ajustado con el indice
de Laspeyres serd un poco mas elevado que lo necesario
cuando un ingreso ajustado con un indice de Paasche no sera
del todo suficiente.

Se puede demostrar lo anterior con la teoria econdémica
del consumo. Sin embargo, podemos entenderlo de manera
intuitiva. Los indices de precios de Laspeyres y de Paasche
no miden con exactitud la evolucién del costo de vida porque -
no toman en cuenta la capacidad de adaptacién del consumi-
dor.

En efecto, cuando los precios cambian, no cambian todos
en la misma proporcién: algunos precios aumentan o dismi-
nuyen mas que otros (de hecho, puede pasar que algunos pre-
cios evolucionen en sentido contrario, o sea que unos
aumenten mientras otros disminuyen). De ahi que los precios
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relativos (o sea lo
a los otros de los b
Ejemplo:
Supongamos
té cueste 10¢: € s
‘o del té. Supongamo
?50“2 y el precio de} té 50%: el
lo que equiva ’
fg (2175%) P?unque los dos prect
precio del ¢
porque paso
;Como reacc
son sustitutos ¥
mueven su cons
hayan disminui.do. .
numérico. Distmguim

s precios comparados los unos con relacién
- D
ienes y servicios) cambien.

que la taza de café cueste 20¢ y la taza de
1 precio del café es el doble que el pre-
1 precio del café aumenta
nuevo precio del café es
le a 1.8 veces el nuevo precio del
os hayan aumentado, el
afé disminuy6 con relacion a} precig del té
5 del doble a 1.8 veces el precio del té. ‘

ijonan los consumidores cpando dos bienes
sus precios relativos cambian? Se adaptan y
umo hacia los bienes cuyos precios re}atwos
Observemos este hecho con un ejemplo
os tres bienes: el té, el caf¢ y un bien

11 = 141284

Ingreso ajustado por afio = 1.41284 x 10900 = 15400

Este ingreso indexado permite al consumidor tipico com-
prar para el afio / los mismos bienes que compraba en el afio
0. Por lo tanto, con un ingreso ajustado y los nuevos precios,
un consumidor comun podria vivir exactamente como antes.

Al ver el precio muy alto del té, la mayor parte de noso-
tros buscara gastar de otra manera su ingreso ajustado; por
ejemplo, podria decidir comprar menos té, beber un poco mas
de café para suplirlo y comprar un poco mas del ef coetera.
Tomariamos esta decisién porque nos permitiria vivir mejor
adaptdndonos a los cambios de los precios relativos gracias a
la sustitucion. Sin embargo, vivir mejor con un ingreso ajus-
tado significa también que este ingreso es més elevado que lo
necesario (para acabar de convencerse, basta preguntarse en
qué situacién preferiria estar: con el ingreso y los precios del
afio 0 o con el ingreso ajustado y los precios del afio t).

compuesto que engloba el resto de los bienes

En términos técnicos, el indice de Laspeyres no es exacto
porque su numerador, por no tomar en cuenta las posibilida-
des de sustitucién, es demasiado grande.

Té Café Etccetera Total

Afio0 Cantidad 1250 800 10000
_Anod e

Afio 0 : Claro esta que los cambios en los precios relativos son en
o | 040 050  1.00 : . . .
? Precio : 00 ocas ocasiones tan drasticos como los cambios del ejemplo
o | 500 400 10000 109 pocas ocasior mo 1 > Gt emp
Gasto numeérico. Sin embargo, el principio de sustitucién es el
Afo t

mismo y es por €] que podemos afirmar que un ingreso ajus-
tado con un indice de Laspeyres es siempre més alto que lo
necesario.

(Este sesgo es importante? En Canadé4, Crawford (1993)
estima que este sesgo varia entre 0.1% y 0.2% (o sea que el
IPC sobreevaluaria el aumento del costo de vida por una o
dos décimas del punto de porcentaje por afio). En los Estados
Unidos, la evaluacion reciente de la CPI Comisién es de
aproximadamente un medio punto de porcentaje por afio
(Boskin et al., 1998). No es del todo despreciable. Ademds,
los estudios citados identifican otros sesgos de atin més im-

i 1.00
Precio 4,00 0.50
C::sto 5000 400 10000 15400

el indice de Laspeyres:
Calcjlem(foo %1250) + (0.50 x800) + (1 .00 x10000)

I =040 x1250) + (0.50 x 800) + (1.00x10000)

i6 it v Wonnacott (1991) usa la expre-
** La traduccl ol frarz’cesafrf sz:lzir:ir:)afi(i)fer);nte que la misma usada en la ta-
sién “precio relafie desi los indices de precios de los bienes
esignar los In
bla 22-1 (p. 752) para
individuales.
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portancia como el sesgo que provoca cambios en la calidad
de los bienes. Crawford evaliia el efecto del total de los ses-
gos a un medio punto de porcentaje y, por su lado, la CPI
Comision entre, aproximadamente, 0.8 y 1.6 puntos de por-
centaje.

A diferencia de lo que pasa con el indice de Laspeyres, un
ingreso ajustado con un indice de Paasche nunca es del todo
suficiente. Se puede observar este hecho al escribir el indice
con la formula siguiente:

n
Pridsi
P i=]
I, =——

D Pokd
k=1

En este caso, es el denominador del indice el que es de-
masiado grande porque no toma en cuenta las posibilidades
de sustitucién: al ver los precios py,, un hogar tipico escoge-

ria cantidades diferentes de los gy

Con el objetivo de corregir las distorsiones que resultan
del uso tanto uno como otro indice, se propuso el indice
“ideal” de Fischer, el cual es el promedio geométrico del in-
dice de Laspeyres y del indice de Paasche:

1 =1t x1?

1-3.1.5 Conclusion: indices y modelos

Constatamos que los indices de precios de Laspeyres y de
Paasche no eran mediciones del todo fiables de la evolucién
del costo de la vida. Se pudo demostrar al destacar las debili-
dades del modelo de comportamiento subyacente que provo-
ca el uso de estos indices. En efecto, este modelo no toma en
cuenta la capacidad de adaptacion de los consumidores.
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El examen de los indices de Laspeyres y de Paasche nos
ensefi6 lo siguiente: el uso de cualquier indice se apoya ex-
plicita o implicitamente en un modelo subyacente.* En cuan-
to los modelos subyacentes son un reflejo fiel de la realidad
que se busca medir, entonces los indices son mediciones fia-
bles.

Ahora bien, los indices de Laspeyres y de Paasche son
unos entre muchos indices del mismo tipo que se usan en to-
das las disciplinas. De hecho, el promedio ponderado es una
forma de indice muy usado tanto para medir la evolucién de
los precios de un grupo de bienes como también, todo tipo de
concepto con dimensiones miltiples. El célculo de tales indi-
ces es facil y su interpretacién accesible ya que los pesos de
los componentes representan la importancia relativa entre ca-
da componente. Sin embargo, por su simplicidad, los indices
calculados como promedios ponderados, implican general-
mente, como los indices de Laspeyres y de Paasche unas
hipétesis algo restrictivas. Por el contrario, los indices que
derivan de modelos més elaborados pueden ser muy compli-
cados.*

% Se dice que un indice es “exacto” con relacién a un modelo cuando el
indice es perfectamente coherente con este modelo.

* Por ejemplo, el indice de Térnquist asociado a la funcién translog
(“transcendental logaritmica™).
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1-3.2 ILUSTRACION #2: EL INDICE DE DESARROLLO HUMANO
(IDH) DEL PROGRAMA DE LAS NACIONES UNIDAS
PARA EL DESARROLLO (PNUD)"

1-3.2.1 Dimensiones del concepto y variables

Se propone el Indice de Desarrollo Humano (IDH) del pro-
grama de las Naciones Unidades para el Desarrollo (PNUD)
como indicador de desarrollo para reemplazar (los mas mo-
derados dicen “para complementar™) el producto interior bru-
to (PIB) usado por el Fondo Monetario Internacional (FMI) y
el Banco Mundial, pues se critica fuertemente el PIB como
medicién del desarrollo por no tomar en cuenta varias dimen-
siones del desarrollo humano. Es la razén por la cual el IDH
contiene tres componentes (dimensiones del concepto de de-
sarrollo humano):
e Tongevidad
e Saber
e Nivel de vida
Operacionalizar estas tres dimensiones del concepto de
desarrollo humano conduce a escoger las tres variables si-
guientes:
e Longevidad: esperanza de vida al nacimiento
o Saber: tasa de alfabetizacion de los adultos y tasa de
escolarizacién (sin distincion de niveles),” esto es dos
variables
e Nivel de vida: producto interno bruto (PIB) real por
habitante, en ddlares ajustados en funcidn del costo de
la vida (paridad del poder de compra)

* Referencias: Programa de las Naciones Unidas para el Desarrollo (PNUb),
Informe sobre desarrollo humano (anual, a partir de 1990) disponible en el

sitio web: http://hdr.undp.org/
37 Hasta el afio de 1984 era el nimero promedio de afios de escolaridad. No

obstante, se dej6 esta variable por falta de disponibilidad de datos.
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Para cada' variable, se mide la progresién efectuada para
a¥canzar el nivel maximo del indice con relacién a la distan-
cia total entre el nivel maximo y el nivel minimo *

1-3.2.2 Mdximos y minimos:

Antgs de 1984 para calcular el IDH se usaban como valores
méximos y minimos los niveles mas altos y més bajos que se
habian observado ese afio entre los paises. Esto imposibilita-
ba lg comparacién de afio en afio. La versién actual del IDH
considera como minimos los valores mas pequefios observa-
dos durante los 1iltimos treinta afios® Yy como maximos, los
valores mas altos que se prevé para los proximos treinta a’ﬁos.

Variable Miéximo Minimo
Esperanza de vida 85 afios 25 afios
Tasa de alfabetizacién 100 % 0%
Tasa de escolaridad 100 % 0%

PIB real/habitante 400008 1003

1-3.2.3 Ajuste del PIB real por habitante
Tasa de cambio aplicada a las conversiones monetarias

Con el fin de hacer comparaciones entre los paises, se tiene
que expresar los datos del PIB real por habitante en ,una mis-
ma unidad monetaria. De modo que se convierte en ddlares
US todas las cifras expresadas en Yenes Japoneses, en Marcos
alcmanes o en colones de Costa Rica. Sin embargo, para
efectuar esta conversién, en lugar de la simple tasa de, cam-

38 . .
. Por consiguiente, se trata de mediciones relativas.

* La variable (.ie ingreso es una excepcién: su valor minimo deberia ser de
SZOO,.en cambio, para poder incluir en los andlisis los valores inferiores de
la vaqagte sexo especifica (vea mds abajo) de la variable de ingreso, el ni-
vel minimo del PIB real por habitante se redujo a $100. ,
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bio, se usa una tasa de conversion que refleja el poder de
compra relativo de las monedas.

Ejemplo:

Hasta hace poco, cuando se convertia en délares el in-
greso promedio de los japoneses con la tasa de cambio
del momento, este ingreso parecia muy elevado. No
obstante, el costo de vida en Japon es mucho mas ele-
vado que en los Estados Unidos cuando se compara
con la tasa de cambio del momento. Es necesario to-
mar en cuenta este factor para poder comparar los in-
gresos promedio de Japén y de los Estados Unidos.

De la misma manera, se dice que a US$ 0.76, el dolar ca-
nadiense es subvaluado y que una tasa de aproximadamente
Us$ 0.85 reflejaria mejor su poder de compra relativo®.

Es la razén por la cual que, al momento de calcular el IDH,
se mide el nivel de vida con el PIB real por habitante, el cual
se expresa en “PPA en USD”, o sea en “paridad del poder ad-
quisitivo (o sea poder de compra) en ddlares de Estados Uni-
dos”.

Correccién con relacion al efecto decreciente de los creci-
mientos sucesivos de ingreso en el desarrollo humano

Ademés, “el IDH refleja mas la suficiencia que la saciedad”
(PNUD, 1984, p. 97). Por esto, ademas de corregir el PIB real
por habitante para tomar en cuenta el costo de vida, se ajusta
con el fin de reflejar la posibilidad que los crecimientos suce-
sivos del ingreso per capita contribuyen cada vez menos al
florecimiento humano. Desde el Informe de 1999, se traduce
la aplicacién de este principio con una transformacién loga-
ritmica: el indicador de nivel de vida usado en el célculo del

0 | afrance y Schembri (2002).
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IDH es, por lo tanto, el logaritmo del PIB real por habitante
expresado en “PPA en USD”.*!

1-3.2.4 Calculo del IDH

Célculo del IDH para el pais j (se encuentra un ejemplo numé-
rico del célculo en PNUD, 2003, p. 351.)

3. Para cada una de las cuatro variables, se calcula un
subindice que es la razén de la progresién efectuada en
el recorrido (la distancia total entre el nivel maximo y
el nivel minimo).

X i min x i

IU = -
max x; —minx;
donde
x;; es el valor del indice i en el pais j;

max x; es el valor maximo del indice i;
min x; es el valor minimo del indice 7.

4. El indice previsto para el saber es un promedio ponde-
rado de dos variables usadas (tasa de alfabetizacién y
tasa bruta de escolarizacién); el peso acordado para la
alfabetizacién es el doble que el peso acordado para la
escolaridad:

Lsaber,j =0.67x Taifa,j +0.33x% Lescolar,

5. El indice de desarrollo humano es un promedio aritmé-
tico de los indices asociados a los tres componentes:

1 3
I =;ZLJ~

i=]

“ Hasta el afio de 1998, se ajustaba el PI8 real PPA por habitante con la du-
dosa “férmula de Atkinson”, fuerternente criticable (vea PNUD, 1999, p.
159 y Lemelin, 1999).
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1-3.2.5 Reflexion sobre el IDH
Fundamentos tedricos y éticos

El IDH se inspira de las ideas de Amartya Sen* sobre la justi-

cia social (vea Sugden, 1993). Sen propone conceptos difici- ==

les de entender y ain mas dificiles de traducir de manera
operacional. No es tampoco muy claro que el IDH sea una
traduccion empirica confiable de los conceptos propuestos
por Sen. Es el motivo por el cual muchos reprochan al IDH no
tener fundamentos tedricos. Los partidarios del IDH admiten
que constituye una medicién imperfecta, pero afirman tam-
bién que esta medicién es util y que coniribuye a renovar la
reflexion sobre el desarrollo. Falta mucho para que todos re-
conozcan la utilidad del IDH. El debate sobre los fundamentos
tedricos y la validez del IDH esta en el ojo del huracan (Atu-
rupane, Glewne y Isenman, 1994; Srinivasan, 1994; Streeten,
1994; Ravaillon, 1997). '

Formas funcionales y ponderaciones arbitrarias

Cuando algunos afirman que el IDH no tiene fundamentos
tedricos, piensan que le falta solidez al vinculo que existe en-
tre el concepto tedrico y su operacionalizacién.

En particular, el PNUD no exhibe ningin argumento que
fundamente de manera tedrica otorgar un peso igual a los tres
componentes del IDH, ni tampoco para justificar la pondera-
cién que se usa en el calculo del indice con relacién a la edu-
cacion (dos tercios-un tercio).

Antes de 1999, el tipo de relacién entre el PIB real y el PIB
corregido (“formula de Atkinson”) era una contradiccién al
principio que estipula que, rebasando un cierto limite, el cre-

2 Amartya Sen recibi6 el premio Nobel de economia en 1998. Vea
http://www.nobel.se/announcement-98/economics98.html
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cimiento del ingreso contribuye de menos en menos al flore-
cimiento humano (Lemelin, 1999). La correccién logaritmica
que se aplico a partir del Informe de 1999 constituye una
gran mejora. Aun asi, la seleccion de esta férmula de correc-
ci6én sigue, al parecer, arbitraria.

Tomar en cuenta las disparidades al interior del pais

Ademés, el IDH es una medicién promedio y puede, por con-
siguiente, esconder fuertes disparidades al interior del pafs;
por ejemplo, entre las regiones, los sexos, los grupos raciales
o las clases socioecondmicas. Con miras a obtener una ima-
gen més confiable de la realidad, el enfoque més preciso es
claramente calcular el valor del IDH de manera independiente
para las diferentes regiones o para los diferentes grupos del
pais. Es justamente lo que efectia el PNUD en ciertos estudios
de casos (PNUD, 1994, “Descomposicién del IDH”, p 104-
107).

Algunos investigadores calcularon el valor del IDH para
las regiones o para grupos particulares. Por ejemplo, al inter-
ior del Canada, el valor del IDH para el Quebec es menor que
el valor de todo Canadé. De igual manera, en Ontario el IDH
de los franco-ontarianos es inferior al IDH de la provincia en
su totalidad (esencialmente por una tasa de alfabetizacién -
menor). Cabe afiadir que en México el Conapo calcula el IDH
por entidad y por municipio.®

Por otro lado, hasta 1996 se tomaban en cuenta las des-
igualdades econdmicas en el calculo de un IDH ajustado se-
gun la reparticién del ingreso. Sin embargo, se obtiene esta
variable del IDH por un proceso un tanto mecanico; en efecto,

~ se multiplica el IDH global de un pais por un “coeficiente de

-, http://www.conapo.gob.mx/m__en_cifra_s/principal.}'ltml (Poblacién de
México en cifras); en el “Mentt de seccién”, ver “Indices de desarrollo
humano”.
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disparidad” que corresponde a la razén de la parte del ingreso
obtenido por el 20% de la poblacién que se encuentra abajo
de la escala entre la del 20% de la poblacién que se encuentra
arriba de la escala. Desde 1997, €l PNUD busca mas bien to-
mar en cuenta las desigualdades econémicas con la ayuda de
indicadores complementarios que se conocen como los “indi-
ces de la pobreza humana” (IPH).** El siguiente afio, €l PNUD
empez6 a calcular dos indicadores diferentes: uno (IPH-1) pa-
ra los paises en desarrollo y el otro (IPH-2) para los paises in-
dustrializados.

Con el fin de calcular el IDH de manera separada para los
hombres y para las mujeres, se acostumbra tener datos por
sexo de la esperanza de vida, la alfabetizacion y la escolari-
zacién en varios paises, pero no obstante es raro tener datos
sobre la reparticion del PIB. Antes de 1995, para obtener el
PIB per capita para las mujeres, se multiplicaba el PIB per ca-
pita ajustado por una “razén global ingreso femenino-ingreso
masculino”; esta Gltima razén se calculaba multiplicando las
dos razonas que siguen:

e Larazon del salario de las mujeres en la industria entre

el salario de los hombres.

e La razon de la tasa de participacion de las mujeres en
la poblacién activa fuera de la agricultura entre esta
misma participacién de los hombres.

Segin el PNUD, esta razon ingreso femenino-ingreso mas-
culino “subestima la importancia de la discriminacioén en la
medida que la diferencia entre las mujeres y los hombres es,
por lo general, mas grande en la agricultura y en los servicios
que en la industria” (PNUD, 1994, p. 103).

A partir del Informe de 1995, el PNUD buscéd tomar en
cuenta con més precision las diferencias socioeconémicas en-
tre los sexos. Aunque las férmulas que se usan sean compli-

* Se encuentra la matematica subyacente en las “Notas técnicas” del In-
forme del 1997.
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cadas, €l principio atras del Indice de desarrollo relativo al
género (IDG, antes Ilamado como “IDH sexoespecifico™) es
simple. De hecho, cada una de las variables que se usa en el
calculo del IDH es implicitamente un promedio® entre el va-
lor de esta variable para los hombres y el valor para las muje-
res. En el IDG, se reemplaza el promedio aritmético por un
promedio arménico* que representa un valor que desinfla el
valor del promedio en funcién del grado de desigualdad entre
hombres y mujeres.

El IDG busca mejorar el IDH pero requiere también de
formas funcionales a priori y de ponderaciones arbitrarias

- (aunque pueda parecer més cientifico por su complejidad). El

motivo fundamental de esta situacién es que no existen res-
puestas Unicas a preguntas del tipo “;Cémo tendriamos que
medir la desigualdad?” y “;Cudl peso tendriamos que darle a
la desigualdad?”

Dimensiones ignoradas

A pesar de los trabajos de exploracion efectuados en este sen-
tido, los investigadores del PNUD no alcanzaron a proponer
de manera satisfactoria que se tomaran en cuenta los alcances
de los paises en materia de medio ambiente.

Por otra parte, el IDH busca medir el desarrolio de las “ca- -
pacidades” de los seres humanos siguiendo en esto las ideas
de Sen. Respecto a esto, se deberia considerar, sin duda, la
tasa de desempleo puesto que ha de ser diferente recibir un

45. Con mas precision, un promedio ponderado donde los pesos son propor-
E{:onales al niimero de personas de cada sexo.

La férmula que se usa es la siguiente:
X= (meml—e +phXhl-e) H(l~€)
donde p,, es la proporcion de mujeres entre la poblacion y py, la proporcion
de hombres. El parametro & tiene que ser no negativo y diferente de 1. El
valor escogido por el PNUD es 2. Si X,, = X}, entonces X=X, =X); por el
contrario, el valor de X se sitiia en alguna parte entre los dos.
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salario que una prestacién social como ingreso (como pudo
demostrarse en el caso particular de la relacién entre el des-
empleo y la salud). De por si, se toma en cuenta la tasa de
desempleo para calcular el indice de la pobreza humana IPH2,
el mismo que se aplica a los paises industrializados.

En el Informe del 2002, entre los 29 paises con un desa-
rrollo humano alto, Canadé resulté tercero en este rubro,
después de Noruega y Australia, se clasifica al 11° lugar
en cuanto a la pobreza humana después de Suecia, Norue-
ga, los Paises Bajos, Finlandia, Dinamarca, Alemania,
Luxemburgo, Francia, Japdn, Espafia € Italia).

1-3.2.6 ;A qué conclusién podemos llegar?

El IDH es un proyecto que moviliza recursos para recopilar y
organizar datos sobre dimensiones del desarrollo humano que
no aparecen en datos estrictamente econémicos. Al enfocar la
atencién en estas dimensiones del desarrollo mucho tiempo
olvidadas, el IDH destaca las debilidades del enfoque estric-
tamente econémico, conlleva a una comprensioén més justa de
la situacién y contribuye a abrir el didlogo sobre el desarro-
llo.”” Ademas, es un instrumento de movilizacién politica.

Sin embargo, nunca encontraremos una solucién definiti-
va a este problema de medicién del desarrollo y del progreso
social, ya que esta solucién no existe. Respeto a esto, seria

“7 Vea con respecto a este tema las palabras del mismo Amartya Sen
(PNUD, 1998, p. 23): Se puede leer en €l informe Rapport 2000 lo siguien-
te: “la informacién y las estadisticas constituyen un poderoso instrumento
para construir una cultura de responsabilidad y aplicar los derechos del
hombre. Los militantes, los juridistas, los estadisticos y los especialistas
del desarrollo necesitan cooperar con el pueblo y las comunidades con el
fin de emitir datos y pruebas que sirvan a borrar el sentimiento de incredu-
lidad y, por otro lado, fomenten el cambio de politicas y comportamientos”

(p. 10).
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muy grave € ilusorio dejar que la complejidad de los calculos
nos convenza de un rigor cientifico alcanzado. No obstante,
es importante que sigamos con el empefio de buscar medir lo
que no se puede medir, siempre y cuando esta conducta con-
lleve a una mejor comprensién - de los limites de la medicidn
y a un mejoramiento de los métodos de medicion de las reali-
dades sociales.

1-3.3 PARA SABER MAS

En ciencias sociales y en estudios urbanos en particular, el
tema de la construccién de indices es de gran actualidad. En
efecto, a medida que se pierde el recuerdo de los “Treinta
Gloriosos”, la necesidad de administrar en condiciones apre-
tadas se impone. Para las politicas sociales, esto significa que
es necesario identificar muy bien las necesidades para esta-
blecer con precisién las intervenciones y, luego, medir los re-
sultados con el fin de evaluar el grado de éxito de los
programas. Estas tareas implican la medicién de realidades
complejas como la pobreza, la calidad de vida, la accesibili-
dad a la vivienda, etc. En pocas palabras, el IDH del PNUD
procrea rapido.

En este contexto, los cientificos tienen la responsabilidad
de someter a examen critico los multiples indicadores pro- -
puestos, los cuales buscan, al igual que el IDH del PNUD, me-
dir de la mejor manera lo que no se puede realmente medir.
Como sugerencia para el lector que le interese emprender una
exploracién de los escritos sobre el tema, puede consultar las
referencias completas en la bibliografia de este libro.

1-3.3.1 Los indicadores urbanos
El resumen que publicé la OCDE (1997) constituye un exce-

lente punto de partida del tema al igual que Collin, Séguin y
Pelletier (1999). La revista Real Estate Economics edité un
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nimero especial con motivo de la conferencia Habitat II en
Estambul en 1997. Ademss, el articulo de Combes y Wong
(1994), aunque menos reciente, adopta un punto de vista me-
todol6gico y presenta una especie de “how to...”, si bien muy
interesante, un tanto confuso, a mi parecer, en relacién con
algunos puntos del método.

1-3.3.2 Un indice de estatus socioeconémico (Renaud y Ma-
yer)

Hace ya varios afios que Jean Renaud y Francine Mayer®
trabajan en el desarrollo de un indice de estatus socioecono-
mico de los barrios urbanos que se basa en los datos del cen-
s0 quinquenal. Su trabajo se parece mucho a la construccion
de indicadores urbanos.

El modelo tedrico subyacente a la construccién de este in-
dice de status-socioeconémico es el modelo de cohabitacién
de la ecologia social urbana (Renaud et al., 1996, cap. 1). En
este modelo, las personas que se parecen buscan agruparse en
los mismos barrios “cada oveja con su pareja”, lo que crea en
el medio urbano una diferenciacién espacial donde cada ba-
ITio se caracteriza por el tipo de gente que lo habita. De ma-
nera recurrente, los resultados de estudios empiricos
arrojaron tres dimensiones “clésicas” que caracterizan la re-
particion espacial de la poblacion:

o El status socioecondmico (riqueza/pobreza).

o El status familiar (presencia o no de nifios, edad).

o La pertenencia étnica o lingiiistica.

El indice de estatus socioeconémico representa mucho
més la primera de estas tres dimensiones (Renaud et al.,
1996, pp. 35-51 y Anexo C, pp. 133-138). El proceso que se
llevé a cabo pasa por cuatro grandes etapas:

“¢ Renaud, Mayer y Lebeau (1996), Mayer-Renaud y Renaud (1989), Ma-
yer-Renaud (1986).
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1. Analisis de ecologia factorial® de los datos del censo
para confirmar de manera empirica las dimensiones
que caracterizan la reparticién espacial de la pobla-
cion.*

2. Identificacién del contenido del o de los factores del
tipo socioecondmico; el examen de los factores so-
cioeconomicos revela que las variables socioecondmi-
cas que son las que mas contribuyen a caracterizar la
reparticion espacial, son el ingreso, la escolaridad y la
profesion. Por lo tanto, las variables seleccionadas para
construir el indice son:

— Ingresos de los hogares.
— Escolaridad de los individuos.

3. Construccion del indice con base en el modelo de la
cohabitacidn.

Asi que, la relacion entre el indice de estatus socioecond-
mico y el modelo subyacente no es matematica en el sentido
de que, como en el caso de los indices de precios, se puede
deducir, de manera matemdtica, a partir de un modelo.® La

* Renaud et al. (1996, cap. 2). A grandes rasgos, el anélisis factorial es un
método estadistico de analisis multivariado por medio del cual se resume la
informaci6n al reducir el ndmero de variables gracias a la creacién de va-
riables “compuestas” (los “factores” que son analogos a unos indices for- -
mados a partir de las sumas ponderadas de las variables originales). Se

* busca dar una interpretacién a los factores al momento de examinarlos, o

sea que se busca asociarles un concepto. Es, para asi decirlo, el proceso in-

- verso de la construccién de indices: el concepto emerge de la interpretacion

de la composicién de los factores en lugar de ser el punto de partida de la
construccion del indice.

% “Para la seleccién de las variables y de la metodologia [el indice] se
apoya en los resultados de la ecologia factorial aunque sin usar el marcador
factorial para evitar la contaminacién de las variables que pertenecen a
otras dimensiones” (Renaud et al., 1986, p. 38).

3LEs cierto que los modelos subyacentes a los indices de Laspeyres o de
Paasche se basan en hipétesis extremadamente restrictivas, pero no obstan-
te, se deduce de manera matemdtica la férmula de calculo de los indices a
partir de los modelos.
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relacién es mas bien “asociativa”, es decir que se basa en
mediciones de asociacion estadistica entre variables.

Sin embargo, el indice de estatus socioeconémico no tiene
el caracter un tanto arbitrario del IDH. En este caso, los con-
ceptos emergen del analisis estadistico: procedemos primero
en el analisis de los datos (anélisis factorial) para luego inter-
pretar los resultados de este analisis a la luz de una hipoétesis
tedrica (el modelo de ecologia factorial); es basado en estos
fundamentos que se definieron las dimensiones del concepto
de estatus socioecondmico. Por el contrario, en el proceso de
elaboracién del IDH, se defini6 a priori el concepto de desa-
rrollo humano y de inicio se le adjuntaron sus dimensiones
(longevidad, saber y nivel de vida).

Con todo esto, el indice de estatus socioecondmico intenta
medir una realidad compleja que encierra, ademas, dimensio-
nes ordinales (o sea que no se pueden medir con variables de
intervalo o racionales). Para combinar las multiples dimen-
siones en una sola (en este caso, dos variables en un indice);
es necesario considerar las variables ordinales™ como si fue-
ran racionales. En resumidas cuentas, la construccion del in-
dice se fundamenta excesivamente en el juicio de valor del
investigador, quien debe atribuir valores numéricos a las ca-
tegorias,
1-3.3.3 Y mdas...

Cabe mencionar también que, en México, el Consejo Na-
cional de Poblacién (CONAPO) elabora un indice de
marginacién de los municipios y hasta de las comunida-
des.” Este indice de marginacién es un tanto parecido al

32 La escolaridad, claro est4, pero también el ingreso, ya que este dltimo se
conoce solamente por tramo (vea capitulo 1-1 con relacion a las escalas de
medicién y, de manera més especifica, con relacion a las variables raciona-
les de intérvalo combinadas en clases).

3 http://www.conapo.gob.mx/m_en_cifras/principal.htmi (Poblacién de
México en cifiras); en el “Ment de seccidn”, ver “Marginacion™.
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indice de estatus socioeconémico de Renaud y Mayer, pe-
ro su formulacién es més estrechamente relacionada a los
resultados del anlisis factorial.
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. CAPITULO 1-4
MEDICION DE LA DESIGUALDAD
Y DE LA CONCENTRACION®

En este capitulo nos proponemos examinar los diferentes va-
lores de una misma variable en un grupo de observaciones.
Una medicién de desigualdad (conocida también como “de
disparidad™) nos indica el grado en que los valores difieren
unos de ofros. Tomemos por ejemplo, los ingresos de los
habitantes de un pais; una medicién de desigualdad del ingre-
so sirve para cuantificar el grado de desigualdad en la distri-
bucién del ingreso entre los habitantes de un pais con el
proposito de poder compararlo con el grado de desigualdad
de otro pais. En este ejemplo, la variable que se examina es el
ingreso y las observaciones corresponden a los habitantes del
pais.

Cuando las observaciones corresponden a varias categori-
as y la variable examinada es el nimero de individuos (obje-
tos) de una poblacién dada que se encuentra en cada
categoria, entonces una medicién de desigualdad es también
una medicién de concentracién. Por ejemplo, considerando la
distribucién de la poblacién humana entre las regiones de un

* Referencias: Arriaga, 1975, pp. 65-71; Taylor, 1977, 179-185; Mills y
Hamilton, 1989, pp. 413-414; Kendall y Stuart (1991, p. 58); Jayet (1993,
pp. 18-29); Valeyre (1993); MacLachlan y Sawada (1997).
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pais, una medicion de desigualdad indica el grado de concen-
tracion de su poblacion.

En ciencias sociales, la medicion de desigualdad es de uti-
lidad en varios contextos diferentes: desigualdad en la distri-
bucién, concentracién de la participacién en el mercado
(medicidn inversa del grado de competencia), concentracién
espacial de las poblaciones o de las actividades econdmicas,
etcétera.

La construccién de medidas de desigualdad causa pro-
blemas parecidos a los de la multidimensionalidad al momen-
to de definir los nimeros indice. Se trata de resumir con una
sola cifra una caracteristica que posee todos los valores que
toma una variable. No se puede esperar que haya una solu-
cion tnica.

En general, una medicion de desigualdad compara la dis-
tribucion observada con una distribucién de referencia que
representa la igualdad perfecta. Esta distribucion de referen-
cia es a menudo implicita. De otra manera, es a veces necesa-
rio hacerla explicita. Por ejemplo, en el caso de la
distribucién espacial de una poblacidn entre regiones, juna
concentracion cero corresponde a la situacién cuando el nu-
mero de habitantes sea lo mismo en todas las regiones? ;O
quizas, la distribucién de referencia corresponde a la situa-
cioén cuando el nimero de habitantes es proporcional a la su-
perficie de las regiones? ;O aiun mas, a la superficie
habitable?

(Cuéles son las propiedades deseables de una medicién de
desigualdad? Valeyre (1993) propone las seis propiedades si-
guientes:

4. Una medicion de desigualdad no puede tomar valores
negativos ya que es una medicion del alejamiento de la
distribucién observada en relacién con la distribucién
de referencia.
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5. Una medicién de desigualdad debe tomar el valor 0 si,
y solamente si, la distribucién observada es idéntica a
la distribucién de referencia.

6. Se deben tratar a todas las observaciones de la misma
manera.

7. Una medicién de desigualdad debe ser independiente
del valor promedio de la variable examinada; una me-
dicion de concentracion debe ser independiente del
tamafio de la poblacién cuya distribucién se estudia.

8. La agregacion de observaciones que tienen el mismo
grado de especificidad no debe cambiar el valor de la
medicién.*

9. Principio de transferencia de Pigou-Dalton: una medi-
cién de desigualdad debe disminuir si se modifica la
distribucion de tal manera que reduce sin duda alguna
la desigualdad.

Estos principios permiten evaluar la validez de las dife-
rentes mediciones de desigualdad propuestas. Asi, la desvia-
cién estandar o la varianza no poseen la propiedad 4. Por lo
contrario, el coeficiente de variacion posee las seis propieda-
des enunciadas; correctamente usado, constituye, por lo tan-
to, una buena medicién de desigualdad.

Veamos, enseguida, otros ejemplos de mediciones de des-
igualdad o de concentracidn.

* La especificidad se refiere a la razén entre un valor observado de la va-
riable estudiada y el valor correspondiente en la distribucién de referencia.
Por ejemplo, los cocientes de localizacién son indicadores de especificidad.
Una medici6n de la concentracion geogréfica del empleo de un ramo de ac-
tividad dada no deberia verse afectada en caso de agregar dos regiones cu-
yos cocientes de localizacién sean iguales.

*>Técnicamente, esto se traduce con la condicién siguiente: si el valor de la
variable disminuye al momento de una observacién i y aumenta con la
misma intensidad al momento de una observacién j y, ademas, si el grado
de especificidad de 1a observacién i es superior al grado de especificidad
de la observacién j, entonces la medicién de desi gualdad debe disminuir.
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1-4.1 EL COEFICIENTE DE CONCENTRACION
DE LA ECONOMIA INDUSTRIAL

Esta medicion es sobre todo usada en economia industrial,
aunque se usd también para medir el grado de concentracién
de la distribucion por tamafio de las ciudades. Es, sencilla-
mente, la suma de las partes de las » mas grandes entidades.
Por ejemplo, Rosen y Resnik (1980) miden el grado de con-
centracion de una jerarquia urbana con la fraccién de la po-
blacion urbana total que se encuentra en las tres ciudades mas
grandes. En economia industrial, se mide a menudo la con-
centracién del mercado con la suma de las partes de las cua-
tro empresas mas grandes.

Esta medicién tiene la ventaja de no ser muy exigente en
términos de datos, sin embargo le falta la mayor parte de las
propiedades deseables: posee tnicamente la primera y la
cuarta.

1-4.2 EL INDICE DE CONCENTRACION
DE HIRSCHMAN-HERFINDAHL

Este indice es simplemente la suma de los cuadrados de las
partes. Por ejemplo, para medir el grado de concentracion en
un sistema urbano compuesto de » ciudades, se puede calcu-

lar
R
H= Z s ,2
i=1
donde s; es la fraccién de la poblacion urbana total que se

encuentra en la ciudad i. El indice H varia entre % y 1: to-

ma el valor % cuando todas las ciudades tienen el mismo

tamafio y el valor 1 cuando toda la poblacién urbana se con-
centra en una sola ciudad. Se interpreta a veces el indice H en
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terminos de “numeros equivalentes”, particularmente, en
economla industrial: en un mercado de, suponiendo, 40 em-
presas, si el indice H tiene un valor de x, se dice que el grado

de concentracién “equivale” al grado de un mercado de y
X

empresas que tienen partes de mercado iguales.

El indice Hirschman-Herfindahl no posee las propiedades
2y 5. Ademas, este indice depende del ntimero de observa-
ciones n. Finalmente, es de notar que el indice H tiene un
gran parecido a la varianza de partes: en efecto esta tiltima es
igual a

1-4.3 1.A CURVA DE LORENZ
Y EL INDICE DE CONCENTRACION DE GINI

1-4.3.1 La diferencia promedio de Gini

Se conoce con este nombre el indice de concentracién de Gi-
ni, en honor al estadistico italiano Corrado Gini (1884-1965).
Este indice mide la desigualdad por medio de la diferencia
entre todas los pares de observaciones (» y)- La suma pon-
derada de las diferencias se llama la “diferencia promedio de
Gini” y se calcula, con datos agrupados, con la férmula que

sigue:®
=—1~ZZ|yj—yk|f,—fk

2
N™ 5 =1

% En esta formula se compara cada observacién con cada una de las obser-
vaciones, incluyendo ella misma; es la diferencia promedio con repeticién.
Kendall y Stuart (1991, p. 58) exhiben también la formula sin repeticion.
Cuando N es grande, la diferencia es despreciable.
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donde
n es el numero de valores distintos observados;
]; es la frecuencia del valor yjen la distribucion,

de tal manera que

1
N= Z f; eselnimero de observaciones.
J=1
Por ejemplo, en el caso de medir la desigualdad de la dis-
tribucién del ingreso en Quebec, fj seria el nimero de perso-

nas que tienen un ingreso de ¥;; N es el nimero de personas

en la poblacidn.
Cuando se agrupan las observaciones en clases, el valor ¥

es el valor promedio de la variable ¥ en la clase j (no es el
punto medio del intervalo de ingreso de la clase j).
Escribamos
v = ?;— , la fraccidn de la poblacion que pertenece a

la clase J.
Entonces, el valor promedio de la variable ¥ se escribe

] n n
,U=']'Vtzlfj Yj =Z;VjJ’j
= Jj=

Teniendo

n » .
M= Z Fivis la suma de los valores de la variable ¥

J=1
Yy
. - . . v . .
j= fj ) = fj ol =~ Y] , 1a fraccion de la su-
u Ny H
D fevk
k=1

ma correspondiente a la clase ;.
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Luego, arreglemos las observaciones con el objetivo de
construir una curva de Lorenz (vea mads abajo), por orden
creciente de las razones w; /v j - Completamos la simbologia

con
J
Cwj =D Wi
k=l
Es la fraccién acumulada correspondiente a las clases

desde la i hasta la ;.
Desarrollando la férmula de célculo de la diferencia pro-

medio de Gini, podemos mostrar que:

n n
A=2u1-" v;Cw; =Y v;Cw;
~ ~

1-4.3.2 Cdlculo del indice de concentracion de Gini

El indice de concentracién de Gini es simplemente la razén
de la diferencia promedio de Gini entre dos veces el prome-
dio:

G

A n n
—_—=]1— ZVJCWJ +ZVjCWj_]
2u = =

n

=1-3" v, (ow; +cw )
j=l

Arriaga (1975, pp. 65-71), asi como varios geografos, de-
finen el coeficiente de Gini como

n n
G= E;CW, CV,'__] — chi-l CVI-
i= i=2
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J
donde Cv; = ka
k=1

Esta formula puede deducirse de la precedente:
n
G=1-3"v;(cw; +Cwy)
J=1

n
G=1-3 (Cv;—Cvj)lcw; +Cwj)
J=1
n n
G=1=) Cv;Cw; =Y Cv;Cw;
= = donde
n n
+Y Cv;,Cw + ) Cv Oy
=t Jj=
n n—1
> Cv1Cwjy = ) Cv;Cwj et Cvg=Cw =0,
J=1 j=0
de suerte que
n n n n-|
‘“ZCVJCWJ +ZCVJ',_1 C'Wj,__] = “-ZCVJCWJ +chj CWJ
j=1 Jj=1 j=1 Jj=l
=-Cv,Cw, =-1

y
n n
G=1-1-).Cv;Cw; 1+ ,Cv;Cw;
j=l J=1
como Cvy = Cwy = 0, esto equivale a
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n n
G=——ZCvj Cw;iy+ chj—l Cw;
j=2 j=2
n n
G= ZCWJ- Cvq— Zij_l Cv;
Jj=2 Jj=2

Cuando las observaciones estan agrupadas, para calcular
el indice de concentracion de Gini sélo basta conocer la dis-
ribucién entre las clases de la poblacién (los v) y la distribu-
¢cién entre las clases de la suma de los valores de la variable ¥
(los wj).

Primero, se acomoda de manera frecuente los habitantes
(o los hogares) en orden creciente de ingreso; luego, se
definen categorias de tamafios idénticos: quartiles, quinti-
les, deciles, etc. Con esto, se podra comentar: “el 20% de
‘la poblacién con los ingresos mas elevados (el quintil su-
perior) acapara xx% del ingreso global mientras que los
20% con los ingresos mas bajos (el quintil inferior) reci-
ben tnicamente el zz% de los ingresos globales. Tales
enunciados dan de esta manera una medicién de la con-
centracion, pero, y a diferencia del coeficiente de Gini, .
son mediciones parciales que toman solo en cuenta una
parte de la distribucion.

Veamos, por ejemplo, la reparticién del ingreso (¥) entre
las familias de Canada en 1995 (la poblacién que se toma en
cuenta es, por lo tanto, las familias y no los individuos). Re-
cientemente, Statistique Canada difundié los datos siguientes
del censo de la poblacién de 1996.5

7 Le Quotidien, 3 de marzo de 1999. Es importante notar que los datos del
censo de 1996 sobre los ingresos anuales se aplican al afio anterior.
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Jase de Fraccién Parte del
Tabla: Limites superiores (en § de 1995) de los deciles del ingreso Clase del niimero inereso
familiar y reparticion del ingreso global familiar por decil, 1995 ~ mgr:SgOgSS) de familias lol%rl (%
Deci i . Parte del ingreso (Bde (%) global (%)
cil Limite superior
. global (%) v W Cw; | v; Cw; |v; Cwyy
Primero 15158 1.45 0-15158 10.00 145 [0.0145[0.0015] 0.0000
Segundo 23184 3.55 15159-23184 | 10.00 3.55 |0.0500{0.0050{ 0.0015
Tercero 31097 4.96 2318531097 | 10.00 496 |0.0996(0.0100| 0.0050
Cuarto 38988 6.42 31098-38988 |  10.00 642 |0.1638(0.01640.0100
Quinto 46951 7.86 38989-46951 |  10.00 7.86  |0.2424(0.0242| 0.0164
Sexto 55355 9.37 46952-55355 10.00 937  |0.33610.0336]0.0242
Séptimo 64997 10.91 55356-64997 10.00 1091 |0.445210.0445| 0.0336
Octavo 77501 13.11 64998-77501 10.00 13.11  |0.5763 |0.0576| 0.0445
Noveno 98253 15.85 77502-98253 10.00 15.85 |0.7348 [0.0735| 0.0576
Décimo 2653 98254 ymas | 10.00 26.53  |1.0001{0.1000| 0.0735
Total 100.00 100.00 0.3663 | 0.2663

Se pueden representar de otra manera los datos de esta ta-
bla, como sigue: ‘ De modo que el indice de concentracién de Gini del in-

greso familiar en Canada por decil en 1995 es igual a:

Clase de ingresos  |Fraccion del nimero| Parte del ingreso G=1-(0.3663 +0.2663) = 0.3675

($Od;: 51195985) de fa1111(.)11(1)z(1)s (%) glo};ﬁé%) Es importante hacer dos observaciones en este momento:

15159-23184 10.00 355 o Los datos que se usaron en este caso fueron acomoda-

23185-31097 10.00 496 dos naturalmente en un orden creciente de las razones

31098-38988 10.00 6.42 w; /v j - No es siempre el caso; en general, antes de

38989-46951 10.00 7.86 calcular el indice de Gini, es necesario acomodar pre-

46952-55355 10.00 9.37 : ;
viamente los datos en orden correcto (vea el ejemplo

55356-64997 10.00 10.91 ; . .

64998-77501 10.00 1311 extraido de Taylor, 1997, més abajo).

77502-98253 10.00 15.85 ° ng datos agrupados, el }’ndice de cqncentracién de

98254 y mas 10.00 26.53 Gini depende del agrupamiento o del tipo de clasifica-

cién que se usd. Si se hubiera agrupado las familias por
quintiles o por centiles los resultados del calculo
hubieran sido diferentes. Regresaremos maés tarde en
este punto.

En la tabla anterior, los w; son parte del ingreso global; los
v; son todos iguales a 10%. A partir del cuadro antecedente,
los célculos preliminares del indice de Gini se hacen ast: ‘
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1-4.3.3 La curva de Lorenz

La curva de Lorenz es un instrumento de comparacion grafi
co entre dos distribuciones.
Recordemos que

J
Cv; = Zv x = fraccién acumulada de X (por ejemplo
k=1
de las familias, antes mencionado).

J
Cw; = Z wy, =fraccién acumulada de Y (por ejemplo,
k=1
de los ingresos, antes mencionado).
Tenemos naturalmente:
Cv,=Cw,=1

Método de construccién de la curva de Lorenz (vea el ejem-
plo numérico mas abajo, extraido de Taylor, 1997, p. 179).

Wi s
Vi

1. Calcular las razones

, ) w;
2. Reordenar las categorias en orden creciente de —* :

Vi

M M.

M. "2 Yn
3. Calcular las razones cumulativas Cv; y Cw;
4. La curva de Lorenz es el conjunto de los (Cv;, Cw)),
donde los Cv; se sittian sobre el eje horizontal.

La curva de Lorenz tiene las propiedades que siguen:

¥n

%8 Estas razones no son més que las especificidades asociadas a las obser-
vaciones.
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. Cvp = Cwy = 0 (por definicién, de Cv; y de Cw)): la

curva empieza desde el origen; Cv, = Cw, = 1 (por de-
finicion, de Cv; y de Cw; ): la curva termina en el pun-
to de coordenadas [1,1] (o [100%, 100%]).

. Cuando las dos distribuciones son idénticas, tenemos,

para todo 7,
Cv; = Cw; es decir que la curva de Lorenz coincide

con la diagonal.

. Cv; 2 Cw; para cada i diferente de 0 y de n (por cons-

truccién dado el reordenamiento de las categorias): la
curva de Lorenz se encuentra debajo de la diagonal o
coincide con ella;

. La pendiente de cada segmento de la curva de Lorenz

es igual al valor del indicador de especificidad asocia-

~do a la observacion correspondiente:

. Cw; — Cw; ;
pendiente del segmento j = = ——t 7=l _ M0
CVI' — CVI'_] Vi

. La curva de Lorenz es céncava hacia arriba, es decir

que cada segmento tiene una pendiente mas abrupta
que la anterior: esto se infiere de la propiedad 5, donde

e Wi Wiy
por construccion — < ——,
Vi Vil
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Construccién de una curva de Lorenz

(ejemplo numérico extraido de Taylor) Curva de Lorenz

Primera etapa : calculo de los w; /v; ! -
Zona X; V; Vi w; wy/v;
Numero de .. , ., Numerodevo- . . Y
hogares de Distrib. el partido Dzistnb. s
clase media ° * _ Republicano cy o e
A 30 0.25 30 0.30 1.20 -s ;§ 06
B 20 0.17 15 0.15 0.90 s 2 c
c 10 0.08 8 008 096 35 4
D 10 0.08 5 0.05 0.60 xR :
E 20 0.17 19 019 114 53
F 30 0.25 23 023 092 S g
Total 120 1.00 100 1.00 -;»i, B 02
=
Segunda etapa: clasificacién por orden creciente de los w;/v;. N
Tercera etapa: calculo de los abscisas y los ordenadas ~ oo 02 04 - 08 08 10

Absci- Orde- Dife- Dife-

sas nadas rencia rencia Porcentaje acumulado de hogares de clase media

| g = Cuarta etapa: célculo del indice de concentracién de Gini
Zoma % v,y w wph, Cv Cw L : AbscisasOrdenadas
<} = Zona x; V; y; w w/v,- Cy; Cw; v; Cw; v; Cw,_
1
0.00 0.00 0.00 0.00

10 0.08 5 0.05 0.60 0.08 0.05 0.033 0.033
20 0.17 15 0.15 050 025 020 0.050 0.017
30 025 23 023 092 050 043 0.070 0.020

g 10 0.08 5 0.05 0.60 0.08 0.05 0.004 0.000
F

C 10 0.08 8 0.08 0.96 058 0.51 0.073 0.003

E

A

T

D

B 20 0.17 15 0.15090 0.25 020  0.033 0.008
F 30025 23 0.23 092 0.50 0.43 0.108 0.050
Cc 10 0.08 8 0.08 0.96 0.58 0.51 0.043 0.036
E 200.17 19 0.19 1.14 0.75 0.70  0.117 0.085
4 30 0.25 30 030120 1.00 1.00  0.250 0.175
Total 120 1.00 100 1.00 0.554 0354

20 0.17 19 0.19 1.14 0.75 0.70 0.050 0.023
30 0.25 30 030 120 1.00 1.00 0.000 0.050
otal 120 1.00 100 1.00 0.147

Nota: podemos constatar que la diferencia méxima entre la
G=1-(0.554 +0.354) = 0.092

. . 1
curva de Lorenz y la diagonal es igual a -2-2 vi = wi|.
i
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1-4.3.4 Cdlculo geométrico del indice de Gini por medio de
la curva de Lorenz

En realidad fue extraordinaria la hazafia de Corrado Gini al
demostrar en 1914 que el indice de concentracion que lleva
su nombre es igual a la razén entre 1) la superficie contenida
entre la diagonal y la curva de Lorenz, y 2) la superficie total
debajo de la diagonal:

Superficie contenida entre la diagonal
y la curva de Lorenz
Superficie total debajo de la diagonal

La superficie total del tridngulo debajo de la diagonal se
calcula de la manera siguiente:
Cw, xCv, 1x1 1
2 2 2
La superficie contenida entre la diagonal y la curva de Lo-

renz se calcula como la diferencia entre la superficie total del

tridngulo debajo de la diagonal (=%) y la superficie debajo

de la curva de Lorenz. La superficie debajo de la curva de
Lorenz (vea ejemplo numérico anterior y la figura mas abajo)
es la suma de » trapecios que tienen, cada uno, una superficie
igual a:

1
EVI' (CWI -+ Cwi—l )

La superficie debajo de la curva de Lorenz es por consi-
guiente la suma de estas » superficies:

1 £
“Z‘Z"i (Cw; +Cwiq)

i=1

Y el coeficiente Gini se calcula asi:
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(g
)

n
2p

i=1

G=

lo que corresponde perfectamente a la férmula enunciada con
anterioridad. '

Para facilitar la interpretacion de la curva de Lorenz y del
indice de Gini asociado a esta curva, es importante recordar
que es la distribucién ¥ que toma el papel de distribucién de
referencia (o sea de igualdad perfecta o de concentracién ce-
r0). En la curva de Lorenz, los Cv; se localizan en el eje hori-
zontal y los Cw;,, en el eje vertical.

Ejemplos:

Si V' es una reparticién del territorio entre las zonas y
los W, la reparticién de la poblacién, el coeficiente de
Gini es la medicion de la concentracién geografica de
la poblacién.

Si ¥ es una distribucién de la poblacién (o de los hoga-
res) en n categorias y W, la distribucién del ingreso
anexada por categoria, entonces el coeficiente de Gini
es la medicion de la concentracién del ingreso.
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co, es necesario que el nimero de categorias tienda
hacia el infinito de tal manera que v, tienda hacia 0.%°

2. Se puede demostrar que el indice de Gini es simétrico,
es decir, que se puede intercambiar el papel de las dos
distribuciones; en otras palabras, si invertimos los pa-
peles, el valor del coeficiente de Gini no cambia.

3. Cuando los datos son agrupados, el indice de Gini es
sensible a la definicién y al numero de categorias usa-
das (clases, zonas). '

4. Cuando se usa como medicién de concentracién espa-
cial, el indice de Gini no toma en cuenta, de ninguna
manera, la proximidad en el espacio entre las diferen-
tes zonas de fuerte densidad (se considera el espacio
como un rompecabezas no hecho).

Guardando el valor maximo que puede lograr el coeficien-

te de Gini cuando el niimero de categorias no es infinito, pre-

cisamos que es igual a 1 —v,,. Esta propiedad se ilustra en la

siguiente figura.

Calculo geométrico del indice de concentracién de Gini

o
o
)

@

= Cwi
o

EECEICC Y
cv(i)

' vy

cv(1) 0.2

1

08+
1-4.3.5 Propiedades del indice de concentracién de Gini
0,6
El indice de concentracién de Gini posee las seis propiedades 5
que debe tener una medicién de desigualdad, tal y como fue- 04
ron enunciadas al principio de este capitulo. Ademas, posee
las propiedades siguientes: _ 02
1. El indice de Gini varia entre 0 y 1.% El coeficiente de
Gini toma el valor 0 cuando las dos distribuciones son o /
idénticas. Toma su valor méximo teérico 1 cuando la 0 02 04 06 08 1

curva de Lorenz sigue la base y el lado derecho de la cv()

“caja”; sin embargo, para alcanzarse el maximo teori-

. % De otra manera, cuando ;> 0, el valor méximo de G es iguala 1 —v,,.
5% O entre 0% y 100% cuando lo expresamos en porcentaje.
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En este ejemplo, es ficil verificar, aplicando el método de Supongamos ahora que agregamos las zonas 2 y 3:

célculo geométrico, que v, =02y G=(1-0.2)=0.8.

La tercera propiedad merece que la examinemos con méas Superf. 1 POblaCIoln Densidad ,
énfasis. En particular, se manifiesta por lo siguiente: la agre- nie:tlg _() rienmtg} Ii;?g uo riﬁ:g}
gacion de dos o més categorias siempre implica una reduc- Zona 1 1 10 20 10 30
cién del valor calculado del coeficiente de Gini (al menos Zonas

2 90 20 45 10

que las dos categorias tengan la misma especificidad, y en es-
te caso se aplica la propiedad 5 de las mediciones de la des-
igualdad). Este hecho se verifica facilmente si pensamos en
el calculo efectuado con la ayuda de la curva de Lorenz: la
agregacion de dos categorias vecinas reduce el espacio con-
tenido entre la curva de Lorenz y la diagonal. Viene a con-
firmar también la intuicién de que la agregacion de categorias
implica borrar una parte de las diferencias.

Esta sensibilidad del Gini a la definicidon de las categorias
puede seriamente comprometer su fiabilidad como medicién
de la concentracién, y atn mas cuando las categorias son de
tamarios diferentes. Para ilustrar este fendmeno, imaginemos
que queramos comparar la concentracién de la poblacién en
dos momentos diferentes, en un territorio dividido en tres zo-
nas con la misma superficie (acordamos que igual a 1):

2y3

Los datos agregados hacen creer que la concentracién
aument6 puesto que tenemos G = 0.23 al momento 0 y G =
0.47 al momento £ (observe que el indice de Gini es més pe-
quefio con los datos agregados al momento 0, pero es el
mismo al momento ¢ puesto que, en este tltimo caso, las zo-
nas agregadas son de misma densidad, es decir de la misma
especificidad).

1-4.4 CONCLUSION CON RESPECTO A LA MEDICION
DE LA DESIGUALDAD

Acabamos de citar solamente algunas de las multiples medi-
ciones de desigualdad que se proponen ahora. Entre las me-
diciones que no hemos mencionado, existen las mediciones

Superf. Poblacién Densidad de entropia, como 1a medicién de Shanon, o 1a medicién de la
al mO—O al mo- al mO-O al mo- ganancia de informacion de Kullback-Leibter (también aso- -
o 1 me;lgo meélgo { meix(t)o me;(;‘” ciado al nombre de Theil). El lector interesado podra consul-
Zggz : . 20 o 20 10 tar el resumen de Valeyre (1993).
o . L0 10 10 10 Finalmente, recordemos que las mediciones de desigual-

dad son mediciones de alejamiento de una distribucion ob-
servada con relacién a una distribucién de referencia. Por
esta razén, se parecen mucho a las mediciones de disimilitud,
las cuales comparan dos distribuciones cuyos papeles son si-
métricos (ninguna de las dos juega el papel de referencia).

Estd claro en este ejemplo que la concentracion quedd
igual a la escala considerada (G = 0.47)), aunque el centro de
gravedad de la poblacién se haya desplazado hacia la zona 1:
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CAPITULO 1-5
MEDICION DE LA DISIMILITUD

1-5.1 MULTIDIMENSIONALIDAD, DISIMILITUD
Y CONCENTRACION

1-5.1.1 Problemadtica de la medicion de la disimilitud

Vimos que una medicién asociada a un concepto establece
una correspondencia entre objetos y ntimeros. Lo que permite
comparar objetos y determinar el valor de verdad de una o
varias de las relaciones =, # ,< 0 >. Si un concepto contiene
varias dimensiones, lo que es frecuente y queremos sin em-
bargo tratarlo como un todo, vimos que al construir un indice
se resuelve este problema. :

No obstante, suele suceder que nos topemos con un con-
cepto que no admite que se le asocie otra medicién que no
sea categérica; en estas condiciones, la construccién de un
indice se vuelve imposible. Consideremos, por ejemplo, el
concepto de estructura econémica de una ciudad o de una re-
gién. Aunque definamos la estructura econémica como la re-
particién del empleo entre las ramas de actividad, nunca
podremos asociar a este concepto otra medicién que no sea
una clasificacion (variable categérica): ciudad monoindus-
trial, ciudad de servicio, etc. Pero {como llegamos a construir
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una clasificacion que permita captar bien la realidad? Uny
manera de proceder consiste en comparar los objetos (en este
caso, las estructuras economicas observadas) para constituir
grupos de objetos lo suficientemente parecidos entre ellos, y
claramente diferente de los objetos de los demas grupos. Ung
clasificacion de este tipo puede, luego, servir de base para lg
elaboracion de una tipologia y para la definicién de una va-
riable categdrica asociada al concepto.

Aprovechamos para mencionar que, aunque la construc-
cién de un indice sea posible en principio, €l proceso que
acabamos de evocar puede ser de gran utilidad en caso de que
no se pueda construir un indice que llene todas las expectati-
vas del plan tedrico. jPor ejemplo, al constituir una tipologia
de los paises, podremos estudiar el desarrollo humano? Este
tipo de tipologia permitiria definir un indice apropiado para
cada tipo de pais con el objetivo de comparar Unicamente
paises comparables con mediciones adaptadas a las caracte-
risticas de estos paises (es lo que ya efectia el PNUD en rela-
cién con la medicion de la pobreza: calcula dos “indices de la
pobreza humana”, uno para los paises en via de desarrollo y
otro para los paises desarrollados). ,

Formalizar el concepto de similitud y asociarle una medi-
cién no puede mas que facilitar el proceso de clasificar obje-
tos por tipos. De por si existen procedimientos de
clasificacion automatica basados en las mediciones de simili-
tud®'. Ademas, deseariamos, a veces, solo tomar en cuenta un
proceso heuristico con menos formalidades y examinar el

Para empezar, observemos que el concepto de similitud se
plicya a un par de objetos. La similitud no es, por lo tanto,
una propiedad de alguno de los dos objetos: es una propiedad
del par.® Luego, el concepto de similitud es un concepto ge-
neral que encierra en si, una mirada de conceptos especificos;
_ de hecho, examinar la similitud entre dos objetos es siempre
_ ¢n relacion con un atributo en particular. Al momento de
_ querer medir la similitud entre dos objetos, se define un con-
cepto de similitud especifico por el atributo que se selecciona
' Iﬁara comparar estos objetos. En el caso de ciudades, por
ejemplo, podemos considerar la similitud en relacion con la
estructura demogréafica, con la tasa de criminalidad, con la
calidad de vida, etcétera. ,

 De entrada estamos de acuerdo para decir que la medicién
de similitud con relacién a un atributo unidimensional es algo
trivial puesto que no representa un gran problema para medir
‘como, por ejemplo, la similitud entre dos paises en cuanto al
ntimero de habitantes, a la tasa de criminalidad o al valor del
IDH del PNUD.® Por el contrario, en caso de querer medir la
similitud con relacién a una propiedad multidimensional que
no se resumnié en un indice con anterioridad,*” nos enfrenta-
mos al mismo problema de construir un mimero indice. Por
ejemplo:

;Con relacidén a su estructura econdmica, cudl es el -
grado de similitud entre Quebec y Ontario?

grado de similitud entre los objetos sin tener que construir
una tipologia. Nuevamente, en este caso, la medicién de la
similitud puede convertirse en una herramienta de gran pro-
vecho. Vamos a hablar, por consiguiente, de la medicion de
similitud en esta parte. ‘

8! Dendrogramas, algoritmos de particion automaticos, etc. Vea Legendre y
Legendre (1984 y 1998).
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6 Se podria decir que el objeto al cual se aplica la similitud es un par de
objetos.
% Este ejemplo es deliberadamente paradéjico: si bien, el IDH es un indica-
dor que permite medir una realidad multidimensional, la comparacién de
dos paises en relacion con el valor de este indice es, por su lado, unidimen-
sional.

O bien, y es exactamente lo mismo, medir al mismo tiempo la similitud
bajo condiciones diferentes o, dicho de otra manera, medir la similitud en-
tre dos objetos multidimensionales.
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(Con relacion a su reparticion en el territorio, cudl eg
el grado de similitud entre el cultivo de platanos y 1a
ganaderia en Costa Rica?

Construccién de un niimero indice
Objeto 4 Objeto B

Para medir la similitud en estos dos ejemplos, tenemos Atributos
que tomar en cuenta mas de una dimension puesto que exa- oy (dimensio
minamos la similitud con relacién a un concepto que contiene. nes del
mas de una dimension.

. . concepto

e En el caso de la similitud entre paises en cuanto a sy 2 medin)

estructura econdmica, tenemos que considerar las dife-
rentes ramas de produccion.
En el caso de la similitud entre actividades en cuanto a la

Meglci()n Meglcién

reparticion espacial, tenemos que considerar las diferentes asociada asociada
partes del territorio (zonas, distritos, provincias u otros en al concepto . al concepto
funcidn del tipo de recorte geografico que se usa). ' comparacion

Asi, las mediciones de la similitud entre objetos multidi- (=, #,<,>)

mensionales se parecen mucho a indices. A continuacién, con
el fin de resaltar las diferencias, vamos a centrar nuestro es-
tudio en destacar las partes especificas de la medicién de la
similitud.

Como ya sabemos, un indice resume en una sola cifra los
valores de los indicadores asociados a las multiples dimen-
siones de un concepto. El indice es una medicién porque
permite comparar dos objetos en cuanto al grado que poseen
de la propiedad definida por el concepto. Esto se resume con
el diagrama siguiente.

En cambio, para medir la similitud, empezamos por com-
parar dos objetos detalle por detalle hasta obtener cuantas
mediciones parciales de similitud como haya dimensiones
que comparar. Es necesario, después, agregar todas estas me-
diciones parciales en una sola, lo que da por resultado una
medicion de la similitud. Esta medicién permite comparar
_ dos pares de objetos en cuanto a su similitud con relacién a
un atributo multidimensonal dado. Se resume esto en el dia-
grama que sigue, lo que al compararlo con el otro diagrama,
permite entender las diferencias que existen entre la medicién
de la similitud entre objetos multidimensionales y la cons-
truccién de un indice.
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Medicién de Ia similitud fi4,B) =AC.D)

f4,B) #AC,D)

Par P1 Par P2 f4.,B) <AC.,D)

/ \ fi4,B) >AC,D)

Objeto 4 Objeto BY Objeto C Objeto D

Por ejemplo, si 4 es Nicaragua, B es Costa Rica, C es
Atri- Costa Rica y D es Canad4,”® una medicién de la similitud
butos permite contestar a la pregunta: “;Con relacion a la composi-
(di- cién de su produccién, Costa Rica se parece mds a Nicaragua
men- o0 a Canada?” De igual manera, si 4 es el cultivo de platano,
siones B es la ganaderia, C es el cultivo de platano y D és el cultivo
del de citricos, una medicién de la similitud permite contestar a
la pregunta: “;Con relacién a su reparticion geografica en

con-
cepto) v
Medicion de similitud ~ Medicién de similitud con
con relacion al concepto relacion al concepto

E> comparacion <:D '
=#5<>)

De todas maneras, se trata efectivamente de una medicidn
tal y como se defini6 en el capitulo 1-1. Recordemos que una
medicién asociada a un concepto establece una correspon-
dencia entre los objetos y los nimeros lo que permite compa-
rar los objetos y determinar el valor de verdad de una o varias
relaciones =, #, <, >. Por lo tanto, una medicién de la simili-
tud es una correspondencia que permite comparar dos pares
de objetos cualesquiera en cuanto a su similitud con relacién
a un atributo dado. De manera formal, si convenimos que
SA4,B) es la medicion de la similitud entre los objetos del par
[4,B] y que AC,D) es la medicién de la similitud entre los ob-
jetos del par [C,D], entonces, una medicién de la similitud

permite decidir el valor de verdad de una o varias de las rela-
ciones siguientes:

Costa Rica, €l cultivo de platanos se parece més a la ganade-
ria o al cultivo de citricos?”.

Notemos que nada de lo anterior mencionado implica que
siempre tengamos que medir basandonos en una escala ra-
cional aunque las variables que se usan como medicién de la
similitud o de la disimilitud sean, a menudo, variables racio-
nales. No obstante, el problema de la multidimensionalidad
provoca que, por lo comin, haya varias mediciones posibles
sin que ninguna pueda, a priori, calificarse como la mejor. Es
la raz6n por la cual, excepto en casos particulares, que es pre-
ferible interpretar las mediciones de similitud como medicio-
nes ordinales y evitar interpretarlas de manera abusiva como
mediciones de intervalo o racionales.

Ademads, y como lo veremos, las mediciones de similitud
son, a menudo, mediciones inversas, es decir que son mas
bien mediciones de disimilitud. Debemos estar muy atentos a
este aspecto que es causa de mucha confusién.

% Tal como nos lo muestra este ejemplo, puede suceder que B =C (0 B
=D,04=C, 04 = D), sin embargo no sucede necesariamente.
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1-5.1.2 La medicion de la similitud entre distribuciones

Una distribucién o una reparticién es una propiedad (multi-
dimensonal) de una poblacion (en la aceptacién general de
una coleccion de personas u objetos) cuando se clasifica esta

poblacién en categorias: es el niimero de individuos o la frac-.

cién de la poblacién que se encuentra en cada una de las ca-

tegorias. En los ejemplos ya mencionados: :
Las personas empleadas en una economia constituyen
una “poblacion” que se puede clasificar en “categori-
as” como las ramas de actividad. Se puede describir la
estructura econdémica de un pais con una distribucién
que representa el ntimero de personas empleadas por
rama de actividad.
Las hectareas de un terreno que se dedican a una acti-
vidad dada (el cultivo de platanos, por ejemplo) consti-
tuyen una “poblacién” que se puede clasificar en las
“categorias” como las subdivisiones (provincias u
otras) de un territorio. Se pude describir la reparticién
espacial de las actividades con una distribucién que re-
presenta el nimero de hectireas que se dedican a 1a ac-
tividad en cada subdivision del territorio.

Por consiguiente una distribucién es un objeto multidi-
mensional. No obstante, la comparacién entre dos distribu-
ciones no es tan complicada gracias a la existencia de una
“regla de normalizacion” natural que marca lo siguiente: la
medicion asociada a cada una de las dimensiones de la distri-
bucidn es simplemente la fraccion de la poblacién que perte-
nece a la categoria correspondiente. Ahora bien, en una
distribucién, la suma de las partes es necesariamente igual a
1. De entrada, esto elimina parte del problema de la multidi-
mensionalidad que era, como lo vimos, el problema de los
numeros indice y del peso que se le atribuye a cada una de las
dimensiones.

138

- Por el contrario, cuando intentamos comparar dos objetos
que no sean distribuciones, la seleccién de la unidad de me-
dicién de cada dimensién de la comparacién determina de
manera implicita cudl serd su peso en la medicion de la disi-
militud. Es entonces, en estas condiciones, que se intensifica
el problema de la multidimensionalidad ya mencionado con
relacién a los niimeros indice.

1-5.1.3 Disimilitud y desz‘gualdaa’—concentracio’n: ceudl es la
diferencia?

En los ejemplos mencionados hasta el momento, s6lo buscé-
bamos examinar el grado de asociacién entre dos fendmenos
o0 a la inversa, el grado de segregacién entre ellos. Sin embar-
go, existe otro uso de las mediciones de disimilitud entre dos
distribuciones; este otro uso es la medicién de la concentra-
cién o de la dispersién. Una medicién de disimilitud se con-
vierte en una medicién de concentracién cuando se compara
la distribucion estudiada con una distribucidn de referencia o
tedrica. Esta distribucién teédrica, que sirve de referencia, re-
presenta una concentracion nula y sirve, de alguna manera,
de patréon de medicién (exhibiremos un ejemplo de esto mas
abajo).

Esto es del todo coherente con lo estudiado en el capitulo
1-4 puesto que, en general, una medicién de la desigualdad
compara la distribucién observada con una distribucién de re-
ferencia, la cual representa la igualdad perfecta, Por lo tanto,
una medicién de la desigualdad es una medicién de disimili-
tud entre una distribucién observada y una distribucién de re-
ferencia.

De ahi que el indice de Gini resulte ser de igual manera
adecuado como medicién de disimilitud que como medicién
de desigualdad. De por si, se mencion6 con anterioridad que
el indice de Gini, entre otras propiedades, era simétrico, es
decir que los papeles de la distribucién observada y de la dis-
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var las diferencias entre estas fracciones zona por zona.
_ Hagamos esta comparacion entre las ramas B/ y B2:

tribucién de referencia son intercambiables; en otras pala-
bras, al intercambiar los papeles, el valor del coeficiente de
Gini no cambia.

Comparacion de la reparticién geogréfica de las ramas B1 y

1-5.2 EL INDICE DE DISIMILITUD B2
Rama | BI B2 Diferencia
1-5.2.1 Un ejemplo numérico Zona
’ Z1 0.400 0.542 0.142
Ahora, nos interesamos en una medicién de disimilitud am- 27 8%32 8’;’(5)3 06028235
iamente usada, 1 1 i las distribuci ‘ ’ e
pliam usada, la cual se aplica a las distribuciones como, Total 1000 1.000 0.000

por ejemplo, la reparticion geografica del empleo. Mostramos
un ejemplo numérico ficticio:

Empleo por zona y por rama “Cada una de las diferencias calculadas constituye una de

las dimensiones de la disimilitud entre las dos reparticiones

Ramo { Bl B2 B3 Total . L ) :

Zoma geograficas. Para medir la disimilitud, es necesario combinar
Z1 48 325 287 660 las diferencias en una cifra tinica. Una simple suma serd
72 27 185 148 360 iempre igual a 0 por razones obvias.®® Es el motivo por el
Z3 45 90 45 180 cual haremos una suma de los valores absolutos:

Total 120 600 480 1200 |0.142|+|0.083|+|-0.225| = 0.142 + 0.083 + 0.225

(y no - 0.225)
~ Por razones que mas adelante nos pareceran evidentes, di-
vidimos el resultado entre dos y obtenemos asi:

|0.142]+[0.083 |+| -0.225 |
2

Se trata de una medicién de similitud entre las ramas de
actividades en cuanto a su reparticién geografica. Por lo tan-
to, nos interesa conocer la fraccion del empleo de cada rama

en cada zona: =0.225

Distribucion del empleo entre zonas

Ramo | BI B2 B3  Total 1-5.2.2 Definicion del indice de disimilitud

Zona !
Zi 0400 0542 0598 0550 La medicién de la disimilitud y una tabla de contingencia: re-
z2 0225 0308 0308 0.300 cuerdo de la simbologia
Z3 0375 0.150 0.094 0.150 ' gl

Total 1.000 1.000 1.000 1.000

Con el fin de formalizar la presentacién, usaremos nueva-

La solucion mas simple que podemos imaginar para exa-
minar la similitud entre dos distribuciones consiste en obser-

* Puesto que Dvi=p.w=1,entonces > (v;—w;)=D v, = > w =0.
i i i i :
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mente y esta vez generalizéndola, la simbologia que se mane-
16 en el apartado 1-2.1.% Analizamos una tabla de contingen-
cia de dos dimensiones. Convenimos que la lineas
corresponden a n grupos diferentes mientras que las colum-
nas corresponden a m categorias diferentes (en nuestro ejem-

plo como en el ejemplo del apartado 1-2.1, los # grupos son .
las tres ramas de actividad mientras que las m “categorias”

son las tres zonas).

. Numero de empleos de la rama j en
Y la zona i

Yo j =inj
i
xl-. = ny

J
Xeg = Z Z X Numero total de empleos de todas las
i i

ramas en todas las zonas
o Fraccién del empleo total global que
I
5=,
Pej = Z by
i

pertenece a la rama j y situado en la
Pie =2 Py
J

Numero total de empleos de la rama
J

Numero total de empleos en la zona i

Fraccién del empleo total global si-
tuado en la zona i

zona i
Fraccion del empleo total global que
o pV Fraccion del empleo total de 1a zona
Pjfie = Pie | ique pertenece a la rama j

pertenece a la rama j
Dije; = by Fraccién del empleo total de la rama
il Dej | jsituado en la zona i

°7 Se invita al lector a referirse al apartado 1-2.1 para tener presente el
enunciado de la identidades que se verifican en una tabla de contingencia.
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En el ejemplo numérico arriba mencionado, aplicamos
una medicién de disimilitud entre dos divisiones geograficas,
Ja primera de la rama Bl y la segunda de la B2. Segin la
simbologia cominmente usada, esto vuelve a aplicar una me-
dicién de disimilitud a las distribuciones que se representan
por los vectores

I Pife1 Pife2
Pz/-l P32le2
0= : |YG= /
| Prmfel Pmfe2
En un aspecto més general, comparamos las distribucio-
nes ) :
Pijen Pifek
P2/ej P2 ok
9= Iy 0,=|""
| Pmfeh Pmfek

o bien, las distribuciones
Rg= [p]/g- D2fge pn/gaJyR,‘
= I_Pl/io Pafie ** pn/i-J

Nota: Podemos trabajar tanto con fracciones como en la
simbologia arriba empleada como con porcentajes que ob-
tenemos al multiplicar las fracciones por 100. En este
momento, convenimos trabajar con fracciones para sim-
plificar la escritura de las férmulas. Sin embargo, en la
practica, con tal de simplificar las tablas al eliminar el
punto de las decimales, se acostumbra presentar porcenta-
jes.
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Definicién

A continuacién, aplicamos el indice de disimilitud a ung
comparaci6n de las distribuciones O, y 0,. Se puede traspo-

ner facilmente todos los calculos a una comparacion entre lag
distribuciones Rg y R; o, de hecho, a cualquier par de distri-

buciones que se pueda comparar de manera formal (es decir
que tengan el mismo numero de posibilidades).
Se define el indice de disimilitud como:

D= ‘;‘lei/ch ~ Pifek

En el ejemplo numérico mencionado arriba,

0.400 0.542
0,=10.225|yQ,=|0308
0.375 0.150
y
|, 10:400-0542+]0.225-0.308| +]0.375 - 0.150]
2
D=0.225

Este indice de disimilitud y sus variantes cercanas se co-
nocen con nombres diferentes segin la disciplina que se trate.
Por ejemplo, se conoce también el indice de disimilitud con
las expresiones “indice de diferenciacién” e “indice de diso-

ciacion”.

Cuando una de las distribuciones es la reparticién espacial
de una actividad econdmica y la otra es el grupo de activida-
des, esta medicién corresponde a lo que se conoce en ciencias
regionales como el coeficiente de localizacién. No obstante,
debemos hacer mencién de que el coeficiente de localizacion
no es exactamente un indice de disimilitud aunque se calculd
con la misma férmula; examinaremos el porqué mas adelan-

te.
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En ciencias regionales, se usa también el coeficiente de

‘ e‘specializacién que compara la estructura econémica de una
zona (reparticion del empleo entre las ramas de actividad)

con la estructura del territorio completo que se estudia. Tam-
poco este indice es exactamente un indice de disimilitud.

En geografia, Taylor (1997, p. 180) nombra de varias ma-
neras el indice de disimilitud; entre otros nombres, el de “co-
eficiente  de  asociacién  geografica® nos parece
particularmente inadecuado puesto que D es una medicién de
disimilitud o de disociacion. Es hasta posible encontrar el
término “indice de Gini” para designar el indice de disimili-
tud. :

- Los demografos y los soci6logos usan este mismo indice
con el nombre “coeficiente de segregacién residencial” o
“indice de discriminacién” para comparar las distribuciones
espaciales residenciales de diferentes grupos étnicos o racia-
les (Mills y Hamilton, 1989, pp. 233-239; Waldorf, 1993). -
¢Qué debemos entender de esta confusién de términos?
Lo siguiente: al momento de enterarse de resultados de inves-
tigacion que requieren el uso de indices de este tipo, verifique

muy bien la férmula matematica empleada.

Mas alla de estas particularidades propias de cada disci-

plina, examinemos este indice de disimilitud como una medi-
cion de disimilitud de dos distribuciones.

1-5.2.3 El indice de disimilitud como medicion de concentra-

cion o desigualdad

Hasta el momento hemos estudiado los diferentes usos del
indice de disimilitud para medir la disimilitud entre dos dis-
tribuciones observadas. Pero podemos también usar el indice
de disimilitud para medir la desigualdad o la concentracién.
De por si y es importante recordarlo, las mediciones de des-
igualdad o de concentracion son, en general, mediciones de
disimilitud entre una distribucién observada y una distribu-
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cién de referencia. Para medir la desigualdad o la concentra-
cion, es necesario, por lo tanto, comparar una distribucién
observada con una distribucién de referencia que represents
la igualdad perfecta o una concentracion nula (esta claro que,
en este caso, la tabla de datos no es una tabla de contingen-

cia).

blacién como medicién de la concentracién geografica de la
poblaci6n. Tenemos:

D=-;—;lwi —vll

La tabla que presentamos a continuacion ilustra esta situa-
cién del indice de disimilitud. En ella se mide el grado de -
concentracion de la poblacién de la ciudad de Montreal. Se
extrajeron los datos de poblacién del censo de 1991. El terri-
torio es dividido segun los 54 barrios de planificacién de la
ciudad ordenados de manera decreciente de densidad. Se ob-
tiene D = 0.2361, es decir que, para obtener una densidad
-uniforme, se tendria que desplazar 23.61% de la poblacién de
un barrio a otro.

Medicién de la concentracién de la poblacién

por medio del indice de disimilitud
- Ciudad de Montreal (54 barros de planificacion),
poblacion del censo de 1991

Ejemplo

Supongamos que queremos medir el grado de concentracién
geografica de la poblacién en un territorio dado que hubiéra-
mos, con anterioridad, dividido en zonas (estados, provincias,
distritos...). Una concentracién nula corresponde a una situa-
cién donde la densidad de la poblacién (habitantes / km2) es,
en todas partes, igual. De modo que podemos decir que la
concentracién es nula si la fracciéon de la poblacién en cada
zona es igual a la fraccion del territorio contenida en esta zo-

na.
Teniendo V, la distribucién de la superficie del territorio y _ Datos ' Reparticiones
W, 1a distribucién de la poblacién, Barrio fs?;)l S‘}‘gzzrf' ll):ESIdag Pob.  Superf. Diferencia
V—[Vl L/ ]yW—[wl Wy ot W ] Conr)._ (hablkn) e
n - © Y 1 29469 165 17860 290%  0.88% | 0.0201
v; es la fraccién de la superficie total que contiene la zona 8 10604 0.72 14728 1.04%  0.38% | 0.0066
. - 2 18 27022 2.03 13311 266%  1.08% | 00157
iy w; es la fraccion de la poblacién que se encuentra en la 34 24258 1.85 13112 2.38%  0.99% | 0.0140
Joma 1 13 30314 239 12684 298% 1.28% | 00170
. y . ' 35 14187 124 11441 139%  0.66% | 0.0073
La concentracién es nula si w; = v; para todo i. 31 19652 1.73 11360 1.93%  0.92% | 0.0101
g o 33 15752 .
En este caso, la distribucién observada del territorio sirve 12 25435 i;‘g }(l)ggé ;gizﬁ: (1);:512? 8.8(1)33
- . . r e g4 y 1 : ) ’ . ’
de distribucién de referencia para la poblacién: es la distribu- 15 19126 175 10929 1.88%  0.93% | 0.0095
cién tebrica o hipotética de una poblacién con una concentra- 16 15030 138 10891 148%  0.74% | 0.0074
10 - i g 29 15606  1.46 10689 1.53%  0.78% | 0.0075
cién nula.® Podemos, entonces, usar €l mdl'ce df: disimilitud L9 21348 2.02 10568 210% 1.08% | 00102
entre la distribucion del territorio y la distribucién de la po- 32 14737 148 9957 1.45%  079% |  0.0066
40 20350 215 9465 200%  1.15% | 0.0085
14 15973 1.80 8874 1.57%  0.96% | 0.0061
- — o 10 14165 1.65 8585 1.39%  0.88% | 0.005]
En otras palabras, la distribucién ¥ es una distribucion observada cuando 27 11592 1.41 8221 L14%  0.75% 0.0039
se trata del territorio pero se convierte en una distribucién hipotética cuan- 17 16167 2.00 8084 1.59%  1.07% 0.0052
30 29664  3.69 8039 291%  1.97% | 0.0095

do la aplicamos a la poblacién.

146 147




.y Ly L _5.2.4 Propiedades del indice de disimili
Medicion de la concentracion de 1a poblacidn . [-5.2.4 Prop sin litud
por medio del indice de disimilitud (continuacién) o o . L,
Datos Reparticiones El mdlce dg disimilitud y las propiedades de una medicién de
Barrio | Pob. Superf. | Densidad | Pob. Superf. |Diferencia desigualda ,
2
1991  (km?) | (hab/km? absoluta . _ _

i 74738 323 7659 %gng {;ng 8.88’5/; _ Puesto que una medicién de desigualdad es una medicién de
46 19880  2.60 7646 D% 1.39% AT isimilitud entre una distribucién observad distribu-
39 34906 4.85 7197 343%  2.59% | 0.0084 disimili : : ay una smbq
51 8452 1.20 7043 0.83%  0.64% | 0.0019 cién de referencia, las propiedades deseables para una medi-
23 18672 2.67 6993 1.83% 1'43% 8'8841 cién de desigualdad son de igual manera deseables para una

12 14980 221 6778 147%  1.18% .0029 s . o pals

6 16785 248 6768 1.65%  1.32% | 0.0033 H}EQIQIQH de disimilitud. ;En qué resulta esto con el indice de
19 11499 175 |- 6571 113% - 0.93% | 00020 disimilitud D? ' , B

4 23636 3.70 6388 232%  1.98% | 0.0035 Recordemos las propiedades deseables de una medicién
44 18699  2.96 © 6317 1.84%  1.58% | 0.0026 desigualdad segiin Valiere (1993):

24 13665 222 6155 134%  1.19% | 0.0016 de desigualdad segin Valiere ): |
21 20564 362 5681 202%  1.93% 1 0.0009 - 1. Una medicién de desigualdad no puede tomar valores
48 7038 302 s642 LeTse 1 o0 8'8382 negativos ya que es una medicién del alejamiento de la
. . o - . . . -y .y . . -y

4; 18478 3.36 5499 1.82%  1.79% | 0.0002 ‘ dlsmbucmr_l observada en relacién con la distribucién
49 14687. 273 5380 1.44% ; z;g?: g.ggg; de referencia. ‘

9 o - s r - -
ig ;Zgg”g/ i'éi g?‘;g %Zgo//: 2:58"2 0.0013 2. Una medicién de desigualdad debe tomar el valor 0 si

3 18052 3.56 5071 1.77%  1.90% | 00013 y solamente si la distribucién observada es idéntica a
28 17764 3.56 4990 T yaon | ool la distribucién de referencia.

2 25181 525 4796 47%  2.80% : ' .

26 19073 4.01 4756 1.87%  2.14% | 0.0027 3. Se deben tratar a todas las observaciones de la misma

2 9651  2.18 4427 095%  1.16% | 0.0022 manera. ,

38 s e Too0 S e o o0 ~ 4. Una medicién de desigualdad debe ser independiente
N B - N . . -

Z 32613 5.85 3865 222%  3.12% | 0.0090 del valor promedio de la variable examinada; una me- -
52 35098  9.50 3695 3.45% ;?;‘;f 8-8(‘)% dicién de concentracién debe ser independiente del
50 14403 4.07 3539 142%  2.17% : o . AN .

47 13111 445 2946 129%  2.38% | 0.0109 tamafio de lg' poblacién cuya d1str1bu01qn se estudlg.

54 47534 19.04 2497 467% 10.16% | 0.0549 5. La agregacién de observaciones que tienen el mismo
37 3546 2.06 1721 035%  1.10% | 0.0075 grado de especificidad, no debe cambiar el valor de la
25 4009 428 937 039% 228% | 00189 P gees ‘

53 11970 13.92 860 1.18%  743% | 0.0625 medicion.

36 431 424 102 004%  2.26% | 00222 6. Principio de transferencia de Pigou-Dalton: una medi-
Total | 1017666 187.34 5432 |100.00% 100.00% | 04720

cién de desigualdad debe disminuir si se modifica la
fndice de disimilitud: 0.2361

¥ Se puede demostrar facilmente esta caracteristica usando la interpreta-
cidn geométrica del indice de disimilitud como la distancia vertical maxi-
ma entre la curva de Lorenz y la diagonal. Vea més abajo.

148 149



distribucién de tal manera que reduce sin duda alguna
la desigualdad.

El indice de disimilitud posee las cinco primeras propie-
dades pero no“posee la sexta: su valor no cambia después de
una transferencia entre dos categorias cuyas especificidades
son ambas superiores o ambas inferiores a 1.

 Cuando comparamos las distribuciones de dos poblacio-
; nes perfectamente distintas,” el valor maximo que puede to-
mar el indice es 1: esto se produce cuando Difer =0y

Difek > 0 y viceversa, es decir cuando la separacién entre las

_ dos poblaciones es completa, lo que significa que nunca apa-
_recen juntas en la misma categoria. En efecto, en esta situa-

ci6én, para la categoria i, tenemos:

Teniendo pj.;, =0 entonces:

Campo de variacién

Si alguien le anunciase que obtuvo una calificacién de 18 en

un examen, jestaria usted contento? ;Es esta calificacion una ]p ifsh ~ Pifek|= ’O ~ Pifekc| = Pifek
buena o una mala calificacién? Para saberlo es necesario, an- I 0

. . . . ? ) : - D + p: = . + p:
te todo, conocer la calificacién maxima.” Si el examen se ca- Pifeh = Pifsk| ¥ Pifsk = Pifsh * Pifek

lifica sobre 20, un 18 es, de seguro, una buena calificacién;
por el contrario, si el examen se califica sobre 100, es muy
probable que usted no esté del todo contento.

Esta es la razén por la cual el campo de variacién nos in-
teresa. El campo de variacién de una medicion es el conjunto
de los valores que esta medicién puede tomar. En el caso de
una medicién continua, se define el campo de variacién por
el valor minimo y el valor maximo de la medicién. Para saber
si una calificacion dada es “alta” o no, es necesario, por lo
menos, conocer su campo de variacién y verificar si este va-
lor se acerca mas el méximo o el minimo.

En el caso del indice de disimilitud, su valor minimo es 0;
este indice toma el valor 0 cuando pjjay, = pyfe; Para todo i,

Teniendo Pijak =0, entonces:

A lpi/-h ~ Pifek| = lpi/-h ‘Ol = Difeh

]Pi/Oh = Pifok| = Pifoh +0 = Dijop + Difa

Por lo tanto tenemos:
= % Z lpi/-h = Pifef|= %Z (Pi/-h + Difok )
i i

Dmax

= Zpi/-h +ZPi/ok = %1 =1

La divisién entre 2 en la formula del célculo del indice de
dlsxmlhtud permite, por consiguiente, normalizar su campo
de variacién en el intervalo [0, 1].

¢Es posible que el indice de disimilitud tome un valor su-
perior a 1?7 No. Para convencerse, basta preguntarse, refirién-
dose a la situacién de separacién completa que se describi6
anteriormente, cuél seria la consecuencia de desplazar un in-
dividuo de una categoria a otra (el efecto es nulo si el indivi-

o sea cuando las distribuciones son idénticas.
¢(Cual es su valor maximo?

7 No es la tnica consideracién. La interpretacién de la calificacion depen-
de también de la calificacién que los demés obtuvieron y de los criterios
que se usan para su interpretacion (como la calificacion de aprobacion).

! Esto significa que ningtin individuo puede pertenecer a dos poblaciones
al mismo tiempo.
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h que tendriamos que desplazar de una categoria a otra para
que su distribucién quedara idéntica a la distribucién del gru-
po k.

duo se queda con los mismos de su especie y si no, el valor
del indicador disminuye)

Indice de disimilitud: ejemplo de segregacion total

Nimeros Reparticiones En el ejemplo numérico que mencionamos al principio
Eria | Ma™ HTie" Torl | Mar Teic oo o dfe, este apz}rtado, el indice de disimilitud entre la reparti-
cianos 1::' ofal | anos colag < COt| Puerencia | cién espacial de los empleos de la rama B/ y los empleos

de la rama B2 es de 0.225. Esto significa que, con tal de

X1 Xp XptXp| Pifsl  Pife2  Pis ||Pijsh Pifek que las reparticiones espaciales B/ y B2 sean idénticas, se

Planeta tendria que desplazar 22.5% de los empleos de B/.

Tierra | 0O 6 6 0.00 075 040 0.75 Se puede demostrar facilmente este resultado. Para

Luna | 0 2 2 1000 025 013] 025 empezar, determinamos cudl es la fracciéon del grupo %

Marte | 3 0 3 1043 000 020] 043 que tendriamos que desplazar para pasar de la distribucién

Jopiter | 4 0 4 0.57 0.00 0.27 0.57 S L,

Towl | 7 g 5 | 100 100 1.00 representada por los pje;, 2 la distribucién representada
' por los pjey - Para lograr esto, s6lo basta sumar las frac-
Indice de disimilitud: ciones de poblacién que debe quitarse de las categorias

0.75+0.25+0.43+0.57 _ 1.00 (zonas, regiones,...) “excedentes” para redistribuirlas en
2 | las categorias “deficitarias”. Designemos por A, el con-

junto de las categorias “excedentes”, o sea cuando

Interpretacion metaférica Difsh = Difef - Para cada una de las categorias que perte-

nece al conjunto 4, la fraccidon “excedente” de la pobla-

Aunque conozcamos perfectamente el campo de variacion de . . ;
cion H es igual a pje, — pjfef - La suma total de la

una medicién, es a veces dificil intuir con claridad lo que es
un valor “alto”, motivo por el cual puede ser util una inter-
pretacién metaférica. Como su nombre lo indica, una inter-
pretacién metaférica se basa en una comparacién, una
metafora del tipo “es como si”, Cuidado en no tomar esta me-
tafora al pie de la letra. '

En el caso del indice de disimilitud éste compara la distri-
bucién de dos grupos perfectamente distintos,” digamos /'y
k. Se puede interpretar el indice como una fraccién del grupo

fraccion de la poblacion / que debe quitarse de las catego-
rias “excedentes” es, por lo tanto:
Z(pi/Oh - pi/nk)
ied
Es equivalente querer sumar las fracciones de pobla-
cién que debe afiadirse en la categorias “deficitarias?, es

decir:
> (pifek — ijon)
ig4
Esta claro que

™ Esto significa que ningtin individuo puede pertenecer a dos poblaciones
al mismo tiempo.
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Z(pi/-h —Pi/-k)= Z(pi/-k "Pi/-h)

ied igA
Puesto que
Z(Pi/-h — Pifak )— Z(Pt/-k - Pi/-h)
ied igAd
= Zpi/-h - Zpi/-k - Zpi/-k + Zpi/-h
ied ied igA igd

= Zpi/-h _Zpi/-k =0

(Cudl es la relacion con el indice de disimilitud? Bue-
no, si sumamos las dos sumatorias del miembro a la iz-
quierda de la ecuacién anterior (en lugar de restar la
segunda de la primera), obtenemos

S (pijer = Dot J+ 3 Bifek = Bigen)= X |Pypen = Biges
ied igA i

Ademés, puesto que los dos términos de miembro de
derecha son iguales, tenemos:

Z (pi/-h ~DPifek )= Z (Pi/-k ~ Pifeh )

icAd igA
= éz lpi/oh ~Pijek
i

Ahi esta otra buena razdn por dividir la suma entre 2.

=D

Simetria

Es importante notar que el indice de disimilitud es simétrico
con relacion a los grupos Ay k:

D =%Z!pi/oh = Pifek
i

1
= Eglpi/ok = Pifes

154

3

Por consiguiente, se puede, de igual manera, interpretar el

indicador como la fraccién del grupo k que deberia despla-

zarse para que su distribucién fuese idéntica a la distribucién
del grupo 4. Importando el grupo que querramos desplazar
para que su distribucién sea idéntica a la distribucién de otro
grupo, la fraccién que debe desplazarse es la misma (de esta
manera, podriamos decir que se necesita desplazar 22.5% del
empleo del ramo B2 para que su distribucién sea idéntica a la
distribucién de la rama B1). No obstante, en cuanto al niime-
ro de individuos que se necesita desplazar, éste es obviamen-
te igual a esta fraccién multiplicada por el nimero de la
poblacién. En caso de que dos grupos tengan tamafios dife-
rentes, el nimero de individuos que se deba desplazar (de
manera hipotética) difiere dependiendo de la fraccion de uno
u otro grupo que se quiere desplazar.

De nueva cuenta, no debemos olvidar el aspecto metaféri-
co de esta interpretacion. Para empezar, la similaridad de las
distribuciones no es siempre buena (recordemos la controver-
sia que suscito el busing que se realizé en Estados Unidos pa-
ra lograr la integracion escolar de los blancos y los negros).
Luego, el desplazamiento (a fuerza) de poblaciones no resulta
ser una accién aceptable cuando se trata de poblaciones

humanas.

Otras propiedades

_El indice de disimilitud, tal como todos los indices, tiene sus
 limites. Ademas de no respectar el principio de Pigou-Dalton,
_ mencionamos:

¢ Cuando los datos son agrupados, el indice de disimili-
tud, tal como el de Gini, es sensible a la definicién y al
numero de las categorias utilizadas (clases, zonas). Esa
debilidad no es tan grave si se escoge una clasificacién
bastante fina —o sea si comprende un gran nimero de
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categorias— pero las comparaciones entre clasificacig.
nes diversas no tienen ninguna significacién.”
e Cuando se utiliza como medicién de concentracién es.
pacial, el indice de disimilitud, tal como el de Gini, ng
toma en cuenta la contigiiidad o la proximidad de las
unidades espaciales.
¢ El indice de disimilitud no admite datos negativos. P0r
ejemplo, no se puede utilizar el indice de disimilitud
para medir la similitud entre dos ramas de actividad
respecto a las variaciones del numero de empleos por
zona, porque esas variaciones pueden ser negativas.

esta suma contiene términos positivos y términos negati-
vos (al menos que todos los términos sean igual a 0). Sin
embargo, al ordenar las observaciones en un orden cre-
| ciente de las razones w; / v;, los términos (v; — w;) que son
| positivos preceden los términos negativos. En estas condi-
“ciones, esta claro que la diferencia vertical

k k
Cvk Cwy —Zv Zwi =Z(vi-—
. i1 i—1 i~1
alcanza su valor maximo cuando se escoge £ de tal mane-
ra que, unicamente los términos positivos se incluyen en
la sumatoria, excluyendo asi todos los términos negativos.
Por lo tanto
MAX[Cvk —ka Z (v - w,)
k italque
Vi>wy
y, puesto que Z(vi - Ww; ) =0

i

El indice de disimilitud y la curva de Lorenz

Acabamos de ver que, como el indice de Gini, el indice de
disimilitud puede servir para medir la concentracién aunque
no posea todas las propiedades deseables del indice de Gini
(le falta el principio de transferencia de Pigou-Dalton). Vi-
mos, también, que se puede calcular el indice de Gini de ma:
nera geométrica baséndonos en la curva de Lorenz. ;Existe,
por lo tanto, una relacién entre el indice de disimilitud y la
curva de Lorenz? jPues si!
En efecto, el indice de disimilitud es justamente igual a la.

Z (vi "‘Wi)z z lvz "Wz]“ Zlvz - Wi l“

italque italque
Vi >W;i vi<w;

diferencia vertical entre la curva de Lorenz y la diagonal
D= M?X[Cvk ~Cwy ]

e Se tiene, asi, una mterpretacmn geomemca para el indice
de disimilitud D: es la distancia méaxima entre la diagonal y la
curva de Lorenz asociada a la distribucion ¥ (vea el ejemplo
numérico extraido de Taylor, 1997, y analizado en 1-4.3).
_ Con la ayuda de esta interpretacién, es facil constatar que
el indice de disimilitud es insensible a toda distribucién que
no reduce la diferencia vertical maxima pero que, sin embar-
go, acerca la curva de Lorenz a la diagonal. Es justamente es-
ta insensibilidad la que viola el principio de transferencia de
Pigou-Dalton.

Demostracion:

Puesto que

Z(vi '-Wi)ZZVi "ZM’[ :1"‘1:0,
i i i

7 Eso tema es conocido en geografia como “MAUP”, es decir “Modifiable
Areal Unit Problem”.
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Sumario de las propiedades del indice de disimilitud

1.

. Campo de variacién (valores maximo y minimo)
~ D =0 cuando pjje, = pije; para todo i (las dos

. D es simétrico con relacion a los grupos Ay k:

. Cuando los datos son agrupados, tanto D como G son
sensibles a la definicién y al nimero de categorias

. No se aplica con datos negativos {ejemplo: compara-

Posee las 5 primeras propiedades deseables de upy

mediciéon de desigualdad pero le falta la 1ltima (el

principio de transferencia de Pigou-Dalton; Valyere

1993)

distribuciones son idénticas)
- D=1 cuando hay segregacion completa:
teniendo Difek > 0, entonces DPifep =0

teniendo pyjp, > 0, entonces pyjo, =0

D= %Z lpi/-h = DPifek|= %Z lpi/.-k = Difeh

Interpretacmn metaférica (grupos perfectamente distin-

tos)

D = fraccién del grupo 4 que convendria desplazar pa--

ra que su distribucién fuera idéntica a la distribucion
del grupo % o viceversa.

(clases, zonas). En particular, esto implica que la agre-
gacion de una o varias categorias significar una dismi
nucién del valor del indice de disimilitud.
Como medicion de concentracién espacial y al igual
que el indice de Gini, el indice de disimilitud no toma
en cuenta la proximidad en el espacio de diferentes zo-
nas con fuerte densidad.

cién de variacién del empleo).
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8 D es igual a la méxima diferencia vertical entre la cur-
 vyade Lorenz y la diagonal.

1-5.2.5 Aplicacién de indice de disimilitud a una dicotomia

Equivalencia de la férmula de Duncan-Duncan (1995)

VCuando distinguimos solamente dos grupos, decimos que tra-

tamos con una dicotomia; en estas condiciones, se compara
un grupo h con el resto de la poblacién (que toma el papel del

'grupo k). Para el grupo k tenemos entonces:

*ie ~Xih _ Pie ~ Dih
Xee " Xep 1= pejy
- Asi que se puede escribir el indice de disimilitud con la

formula
Z Dis
i

2 Pep (1 - p-h)

. Esta segunda definicién que aparece en el articulo clasico
de Duncan-Duncan (1995) es equivalente a la definicién que
Eiimos anteriormente cuando se aplica a una dicotomia.

Pifek =

Phfie = Peh
D=

; Se demuestra esta equivalencia entre dos definiciones en
el caso de una dicotomia como sigue:

D= lez/th ~ Pifek
1
D = 5;

1 lpih Die “Pih|
D=— _
2§:p41 1“Pm|

Pie — Pijy

Pifen —
g 1= pay,

159




: Pil/ 1 _(Pih )
= Ezpl‘ Dis Die
i

Pepy 1= poy, l

_ _l_zpi. Phfie 1 = Phjie

; Por 1= pay |
Zpio
i

Ppjie (1 = Pep ) - (1 = Phfie )pOh

D=

2ol = poi)
Phjie — Phjie Peh — Poh T Phfie Paj

zpio
i

D=

2 Papy (1 - p-h)
Phfie = Poh

Zp,.

2 Papy (1 p.h)

Esta formula se presta a una interpretacién interesante. En .

el numerador, aparece un promedio ponderado de las difere

cias absolutas { Phjie — Pen

P pjie del grupo h en cada categoria i y, por otra parte, la
fraccién p,; del grupo % en el total de la poblacién, de modo k

que el peso p;, de cada categoria es proporcional a su po
blacion, esto para cualquier grupo.

En cuanto a la expresion del denominador, ésta es igual a
la diferencia absoluta promedio entre los individuos (y no en-
tre las categorias) de la variable dicotémica de pertenencia al

grupo h. Esta diferencia absoluta promedio es igual a dos ve
ces la varianza de 1a misma variable.

160

entre, por una parte, la fraccién

En efecto, tenemos la variable dicotémica de pertenencia

43
{= 1si el individuo ¢ pertenece al grupo 4
8t

= 0 en otros casos

donde el indice ¢ se refiere a los individuos de los dos
grupos: ¢ varia entre 1 y x,, .

La variable g, tiene una distribucién binémica cuyo
promedio es

th inh

.t i _Zeh _
B e Tee | Tee Peh
La diferencia absoluta promedio (desviacién media) es
entonces
Ylec—ng| Dl perl
d = 1 = t
g ‘ (1] A‘I.
D gt =panl+ D, |81~ Penl
t tal que t tal que
4. =& =0
g Xe
J = PapFes|l= Pop| + (L= Pep)Xel0 = Par
£ Yoo

dg = Pej ll - p-hl + (1 = Peh ]O - P-hl
dg =2p0h(1"'p-h)
La varianza, por su lado, se escribe con la férmula

S (g -pen)  Sle? 2500 +02,)
t

o, = =
x.' x‘.
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—2p. + A primera vi§ta, es un indice de disimilitud. No obstante,
Z &t Depy Zg ! Z Pep no lo es. Mas bien, la relacién entre el coeficiente de locali-
7 g~ zacion CI(J yel in)dice de disimilitud D es la siguiente:
CL=\1—Ppey)D
th ZP-tht +Zp.,,
O'g = Demostracién:
Xeo Sabiendo que D se aplica a una dicotomia, tenemos:
5 ,
2 PehXee "zpoh(pohx.o)+ DPeprXee e 1 = 1 Pie ~ Pin
o2 = D== ek — Difek | =— oy — T
2 . 2lez/ h ~ Pifek zzi:pl/ h 1= pus
2 2
Og = Dep — Doy, = Peh (1 - Poh)

. .
D=m§i:lpi/.h(l—[7'.h)“pio +pih|

El coeficiente de localizacién y el indice de disimilitud: jcui-

: D=~—~i——Z|p- = Pifo Poh = Pia + Dit]
dado, que no son lo mismo! 2(1- Pen)% ifeh = Fifeh Peh = Pie T Vi

En g'iencia regiongl es comun el uso c}el F:oeﬁciente de locali- D= T’Z(TL——)ZI Pifeh —Pih ~Pje + pi,,l
zacién™ para medir el grado de especificidad de la reparticién “Pen)7T

espacial de una actividad econémica con relacién a la eco-

nomia total. D= 2(1 )Z]p ifsh ~ Pie

=) Ph)

En una tabla de contingencia del empleo por zona y por
rama, p;/ej, designa la fraccién del empleo total de la rama A

Esta diferencia se debe a que el coeficiente de localiza-
ci6n compara la distribucién de un grupo (una rama de acti- -
vidad) con la distribucién del grupo completo al cual
pertenece, cuando el indice de disimilitud compara la distri-
bucién de un grupo con la distribucion del resto de la pobla-
cién (las demas actividades). Esto implica que no podemos
dar al coeficiente de localizacion la misma interpretacién me-
taférica que al indice de disimilitud, a saber la fraccion del
grupo a desplazar para obtener distribuciones idénticas.
Ademas, el campo de variacién de CL, de 0 a (1— p.,,) , €S
mas estrecho para las ramas mas importantes lo que dificulta

la comparacion entre coeficientes de ramas de tamafios dife-
rentes. Por lo contrario, si queremos medir como la reparti-

que se sitia en la zona i; y p;, designa la fraccion del em-

pleo total del total de las ramas que se sitia en la zona i. Se
define el coeﬁciente de localizacion como

CL= lpz/-h 40

i

™ Segtn Isard (1960, p. 251) fue P. Sargant Florence quien introdujo el co-
eficiente de localizacion como nueva herramienta de la ciencia regional;
Duncan y Duncan (1995) citan a P. Sargant Florence, W.G. Fritz y R.C.
Gilles, “measure of industrial distribution”, cap. 5 en National Resouwrces
Planning Board Industrial Location and National Resources, Washington,
Government Prinding Office, 1943.
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- En el segundo caso (B3 y B1+2), se obt1ene el indice de

cién espacial de cada actividad econémica depende de esta
- dlslmlhtud

misma actividad, entonces el indice de disimilitud tiene e] ip.
conveniente de usar una distribucion de referencia diferente
para cada rama. Esta distribucion de referencia corresponde 5
la distribucién del conjunto de las demés ramas y, por consi-
guiente, es diferente para cada rama.

Se pueden ilustrar estas diferencias con el ejemplo utiliza-
do al inicio del capitulo.

|o 080]+]0.014]+|-0.094]

2
Tal como se esperaba, los resultados son realmente dife-
rentes. Sin embargo, son vinculados por la relacién

480
1——— |D =0.6x0.094 = 0.056
CL( 1200)

=0.094

donde el factor 0.6 es igual a la parte del empleo de las ramas
demds de B3. :
Cuando el grupo de la poblacidén que se considera no es
més que una pequefia fraccién de la poblacién aparente, p,),
' es pequefio y el valor del coeficiente de localizacién es cer-
cano al valor del indice de disimilitud.
~ En el caso particular donde hay segregacion total, el indi-
ce de disimilitud D es igual a 1 y el coeficiente de localiza-
cién es igual a la parte del empleo de las ramas de mds de B3.
Se pueden ilustrar estas diferencias con el ejemplo de segre-
gaci6n total ya mencionado.

Empleo por zona y por rama y
distribucién del empleo entre las zonas
Empleo Distribucion entre las zonas
Rama| B1 B2 B3 |B1+2|Totall B1 | B2 | B3 |B14+2|Total
Zona '
Z1 | 48 325 2871 373 | 660 |0.400]0.542)0.598[0.518/0.550
Z2 |27 185 148} 212|360 [0.225/0.308(0.308[0.29410.300
Z3 |45 90 45 ] 135180 ]0.375/0.150/0.094]0.188/0.150
Total| 120 600 480§ 720 [1200]1.000(1.000{1.000{1.000|1.000

Comparacion de la distribucién geogréfica de la rama B3
con la del conjunto de las tres ramas, pues con la suma de Bl

y B2 i izacion: ejemplo d acion total
Rama B3 Total |Difabsol.| Bi+2 |Difabsol. Coeficiente de#ﬁiﬁicwn' ejer;i; artfciS:ril;eg on
Zoua Etnia Marcianos Total | Marcianos Total | Diferencia
Z1 0.598 0.550 0.048 0.518 0.080 x. v, V. w. v, —w, |
Z2 0.308 0.300 0.008 0.294 0.014 ! ! ! ! J—
Z3 | 0.094 | 0150 | 0.056 | 0.188 | 0.094 ??Pﬁa . ; 0.00 040 0.40
tal | 1.00 000 113 | 1.000 | 0.188 ierra - ~ :
Tota 1.000 ! 0 Luna 0 2 0.00 0.13 0.13
. . . o1 L 4 0.20 0.23
Apliquemos la férmula de célculo del indice de disimili- Jgﬁ:;: i i 8 5:?’/ 0.27 0.30
tud a cada una de ambas comparaciones. En el primer caso Total 7 15 1.00 1.00

(B3 y total), se obtiene el coeficiente de localizacion:
|0.048]+]0.008| + |- 0.056
B 2

=0.056
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Coeficiente de localizacién: 1-5.2.6 Un dltimo vistazo critico

0.40+0.13+0.23+0.30 7 - . L .
5 =0.53=1 ——15 Como cualquier otro indice, el indice de disimilitud tiene li-
= fraccion de no-marcianos en la poblacién = fraccién de mites. Ademés de no respetar. el pr.mc1p10 de transferencia de
terricolas pigou-Dalton, debemos mencionar:

~._Fl indice de disimilitud no admite datos negativos. Por
ejemplo, seria imposible usar el indice de disimilitud para
medir la similitud entre dos ramas de actividad en cuanto a la
variacién del niimero de empleos por zonas porque estas va-
riaciones pueden ser negativas.

Al igual que el indice de Gini, el indice de disimilitud es
sensible a la definicién y al nimero de las categorias (clases,
zonas). Este defecto no es tan grave siempre y cuando la di-
visién que se seleccione sea lo suficiente fina, o sea que con-
_ sidere un buen nimero de categorias, pero también que las
_ comparaciones entre divisiones no tengan ningin peso signi-

ficativo.”

~..Cuando se aplica a datos espaciales, el indice de disimili-
tud, tanto como el indice de Gini, no toma en cuenta la conti-
gitidad o la proximidad de las unidades espaciales.

~.Como en el caso de los indices de Laspeyres y de Paas-
che, cuando vimos que se podia construir indices de precios
con fundamentos tedricos mas satisfactorios pero, en cambio,
con mas alto grado de complejidad, se puede definir indica-
dores de disimilitud mas refinados, de los cuales Waldorf
(1993) nos da un ejemplo. Sin embargo, hemos de intefro-
garnos si, segun el contexto, tales refinamientos son del todo
pertinentes y concretos. Ademas, la presentacion de Waldorf
no deja por completo de caer en la trampa que consiste en pa-
sar de la metafora a la interpretacion literal; de hecho, en el
contexto de un estudio de la segregacion racial en los Estados

De la misma manera, se calcula un coeficiente de locali-
zacion para los terricolas

0.47:1~—§—
15

Post scriptum: el coeficiente de localizacién y los cocientes
de localizacién

El parecido entre los dos nombres puede ser factor para con
fundir el coeficiente de localizacioén y el cociente de localiza
cién. Sin embargo, cuando el coeficiente de localizacién
compara dos distribuciones, el cociente de localizacién com-
para dos partes (vea mas arriba), es decir dos puntos que co
rresponden en dos distribuciones. No obstante, existe una
relacién entre ambos que se puede ver al desarrollar la defi-
nicién del coeficiente de localizacion:

CL= %Zipi/oh —PDis
i

1 Dife 1
=52Pi- -;;/;i -1 =‘2‘Zpi-lQLih "“1|
1 1
El coeficiente de localizacion es un promedio ponderado
de las diferencias absolutas entre los cocientes de localiza-
cién y el valor 1 de referencia.

 Se examina este problema en todos los escritos de geografia en la ribrica
MAUP, que significa “Modifiable Areal Unit Problem™.
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. La medicién de distancia que mas usamos es la distancia
euclidiana. La distancia euclidiana entre el punto a, de coor-
denadas (x,,Y,) ¥ €l punto b de coordenadas (x,,y;) es:

do(@b) = (cg 5 )2+ (v — 3

- Entre las otras mediciones de distancia posibles, mencio-
nemos la distancia rectilinea, conocida también como distan-
_cia segin la métrica de Manhattan (vea Huriot y Perreur,
1994, p. 44):

. dy(ab)= lxa —Xb|+ Ya —ybl

" La distancia segin la métrica de Manhattan es la distancia
que se debe recorrer para ir del punto a al punto b siguiendo
el trazo de las calles cuando estas forman una cuadra como
en Manbhattan.

Las dos métricas se ensefian en la figura que sigue tenien-

Unidos, menciona el “esfuerzo requerido” para un desplaza.
miento de la poblacién.

1-5.3 DISTANCIA Y DISIMILITUD

La medicién de distancias geograficas tiene una gran Impor-
tancia en los estudios urbanos y regionales. Se puede cong;-
derar la medicién de la distancia como un caso particular de
la medicién de la disimilitud: la distancia es una medicién de
la disimilitud entre dos objetos con relacién a su situacién en
el espacio, o sea entre dos lugares en el espacio.

Una superficie (como la superficie a condicién de ignorar
el relieve) es un espacio de dos dimensiones. La especifica-
cién de una situacién en el espacio tiene, por lo tanto, dos
dimensiones: longitud y latitud o coordenadas cartesianas
(x.y). En consecuencia, la medicién de la distancia geografica
tiene también dos dimensiones. De hecho, aunque en la vida.
cotidiana acosturibramos usar la distancia euclidiana de ma-
nera automatica, existen otras maneras de medir la distan:
cia.”

Xop = g —xpl et Y = [y — ¥4l

Una medicién de distancia debe satisfacer algunas COIldl-
ciones: la funcién d(a,b) es una funcién de distancia si y so-
lamente si, para todo conjunto de lugares a, b y c, esta
funcidn satisface las cuatro condiciones siguientes:

(cl) no negativo

d(a.b) =20
(c2) 1identidad

d(a.b)=0siy solamente s,a=b
(c3) simetria

d(a.b)=d(b.a)
(c4) desigualdad triangular

d(a,c) £d(a,b) + d(b,c)

x.a Xp
- Puesto que se puede interpretar la distancia geografica

como una disimilitud, la reciproca es también verdadera: se

8 Vea Huriot y Perreur (1990 y 1994).
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puede usar las mediciones de la distancia para medir lag d1
31m1htudes que no son distancias geograficas. Sel
De esta manera, consideremos dos objetos que descnbl-
mos con » variables que miden, cada una, una caracteristicy
(dimensién) pertinente:
X1 X125 ---» X1, Para €l primer objeto y

_este motlvo, al momento de comparar dos objetos multidi-
- mensxonales por medio de una distancia generalizada, no
queda més que enfrentarnos a un problema parecido al pro-
, bléma encontrado cuando la construccién de un nimero indi-
ce. En efecto, la seleccion de la unidad de medicién de cada
_variable determina de manera implicita cual ser4 el peso de la
distancia-disimilitud en la medicién. S6lo cuando los objetos
ue se comparan son distribuciones, el problema no se pre-
senta.

X591, X99, ..., X7, Para el segundo.
Ejemplo:
Si los dos objetos fueran dos barrios de una c1udad las
caracteristicas pertinentes podrian ser la densidad de Ia
poblacién, la proporcién de la poblacidn menor de
quince afios, la proporcién de la poblacién que haya
completado sus estudios de primaria, €l ingreso pro
medio de los hogares, etcétera.
Para medir la disimilitud entre dos objetos multldlmen-
sionales, se usa a menudo la distancia euclidiana generalizada
que tiene por férmula :

Z(xli "x2i)2

Se usa también la distancia lineal generalizada o la distan-
cia generalizada seglin la métrica de Manhattan, la cual se de-
fine con :

Zl X1 —X2i !
i

El lector perspicaz habra observado la relacién que existe
entre el indice de disimilitud D y la distancia generalizada
segiin la métrica de Manhattan. No obstante, en el presente
contexto, los dos objetos que se comparan no son necesaria-
mente distribuciones. Es de notar, en consecuencia, que no
hay valor méximo inherente a la distancia recta generalizada
(ni, tampoco, a la distancia euclidiana generalizada).

En general, el valor de una medicién de distancia depende
de las unidades de medicién de las variables subyacentes. Por

- 1-5.4 LA MEDICION DE LA SIMILITUD EN ESTADISTICA

El problema de la medicién de la similitud surge con fre-
cuencia en estadistica. Consideremos, por ejemplo, dos series
e observaciones de dos variables:

X15 X5 «ens XnY V15 V25 oes Vn

El coeficiente de correlacion simple” es una medicién de
similitud entre dos series de datos.

Asimismo, para evaluar la exactitud de un modelo con re-
lacién a los datos que permitieron estimar sus parametros, se
mide la similitud entre los valores observados y los valores
que la teoria predice. Una de las mediciones que maés se em-
plea para este fin es el coeficiente de determinacién multiple
R (del cual hablaremos en la tercera parte de esta obra).
Finalmente, el Ji-cuadrado de Pearson™ es una medicion
de la disimilitud entre los nimeros observados y les niimeros
“tedricos” predichos por una hipétesis.

Todas estas mediciones pertenecen a la gran familia de las
mediciones de similitud y disimilitud.

71 . e
Vea el anexo 2-A, “Recuerdo de algunas férmulas usuales en-estadisti-

cas”.

78 - . .. .
Vea 4-1. Pero el Ji-cuadrado no es una medida simétrica : su valor varia

si se intercambian lo papeles de los valores observados y tedricos.
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En Webber (1984, pp. 41-45) se lleva a cabo una intey,
sante discusién sobre el grado de pertinencia de diferenteg
mediciones de ajuste (en el contexto de la evaluacién de la
exactitud del modelo de reparticion espacial de Lowry).

1-5.5 OTRAS MEDICIONES DE SIMILITUD Y DE DISIMILITUD

Las mediciones de similitud y disimilitud existen en abup
dancia. Legendre y Legendre (1984, tomo 2, cap. 6, 1998)
presentan y discuten numerosas mediciones que se usan en
ecologia numérica, las cuales se podrian emplear para el an
lisis espacial en ciencias sociales.
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EN CONCLUSION...

Qué podemos recordar de todas estas férmulas, de todos es-
os niimeros y de todas estas palabras que componen la pri-
mera parte de este curso? Puede ser que algunas ideas clave
0mo...

¢ El método cuantitativo se basa en la medicién y medir
~es comparar. Existen diferentes grados en la medicién
que dependen del tipo de comparaciones que se pueden
efectuar (=, #, < 0 >). Es casi imposible encontrar una
medicion perfectamente vélida y confiable. Por lo ge-
neral, se puede asociar mas de una medicién a una sola
dimensién de un concepto y hasta para resumir la evo-
-lucién temporal de una serie, existe més de una posibi-
lidad.

Medir no tiene sentido si no se puede descubrir el sig-
_ nificado de los niimeros. Y, para interpretar magnitu-
“des, es a menudo necesario recurrir a una
~ “metacomparaci6n” que permite poner un dato en
_ perspectiva. El anlisis de descomposicién es, de igual
manera, una técnica 1til para examinar datos a condi-
cion de no confundir partes de la descomposicién con
causas, ain maés cuando una de estas partes es un resi-
duo...

Los conceptos que encierran més de una dimension
causan un problema de medici6n que no tiene una so-
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lucién Unica. Con la construcciéon de indices, se busca
resolver el problema de la multidimensionalidad 1o
mejor que se pueda. La validez de los indices depende,
en gran parte, de la validez del modelo subyacente. En
particular, los indices que son promedios ponderados
se basan, a menudo, en modelos reductores (jy a veces
no tienen ninguna base!); y si esto fuera poco, las pon-
deraciones que se aplican son, a veces, arbitrarias, lo
que despoja el indice de cualquier estatus de medicién
(puesto que, en estas condiciones, el orden que esta
blece este indice entre las observaciones es igualmente
arbitrario, y esto aunque el indice tenga supuestos fun’
damentos cientificos).
Tanto la medicién de desigualdad o de la concentra-
cién como la medicién de disimilitud estan estrecha-
mente emparentadas puesto que la mayoria de las
mediciones de desigualdad son mediciones de disimili-
tud entre una distribucién observada y una distribucién
de referencia. Existe toda una serie de mediciones de
este tipo. No obstante, se prefiere usar algunas y no
otras cuando poseen varias y hasta todas las propieda-
des deseables de tales mediciones. Por consiguiente, si
se quiere usar con juicio estos diversos indices, sera
importante conocer, antes, sus propiedades.

ANEXO 1-A
HERRAMIENTAS MATEMATICAS DE BASE

1-A.1 EL OPERADOR SUMA”
1-A.1.1 Definicién

Fl operador suma es sencillamente una manera compacta de

escribir una suma cuando los términos sucesivos pueden es-

cribirse bajo la forma de una expresién general que varia en

funcién de un indice. Por ejemplo, la suma
Xp+Xy+ X3+ x,+x5

puede escribirse

5
2%
i=1
En esta expresion, i es una variable que toma sucesiva-
mente los valores 1, 2, 3,4y 5 : el “i=1” que se encuentra ba-
jo el Z indica que el valor inicial de la variable i es 1 ; el “5”
_que se encuentra encima del X indica que el valor termmal de
la variable i es 5. La variable x; es una funcién de la variable
I, es decir que su valor depende del valor de i: cuando i = 1,
x;=x; cuando i =2, x; = x,; y asi sucesivamente. Finalmen-

“Lo que sigue fue sacado en gran parte del anexo | de Hohn (1964).
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hay que conocer los valores de xy, x,, ..., x,,. En ciertos casos,

]a notacién permite conocer directamente el valor de cada
uno de los términos de la suma. He aqui algunos ejemplos :

te, el signo X indica que hay que sumar xy, Xy, X3, X4 y xs, los
valores sucesivos de x;. Se lee esta expresion de la manera sj.
guiente : “la suma de los x; para i variando de 1 a 5”.

n
De manera mas general, tendremos 2 12,52
g Zt =1%+2% 4.4 5? (basta conocer n)

n
B =1
D oxi=x +xy et

‘ K

P 5 Z 1 1 N 1 1 - 1
Ademas, cuando no hay ambigiiedad posible sobre los va.

lores inicial y terminal del indice, puede escribirse de manera

eliptica

k=1
-+ (basta conocer K)
Se encuentran también expresiones como

Zx,- =X+ Xy + Xy,

i E

Hay que observar que el indice i es un indice mudo (dum-
my index). La eleccion de la letra que sirve para representar
el indice mudo es perfectamente arbitraria :

n
j 0 2.
Zajxf = apx’ + ax' +apx? + g x"
j=0

n

ﬁ:xl— =ij =ixk =X +Xg X,
i=1

j=1 k=1 finitas como
Hay también un cierto grado de arbitrariedad en la ele -
cién de los valores inicial y terminal, como lo muestra e in S XAy Xy e
ejemplo siguiente : J=l
n n-1 n+l ~ e emplea entonces el simbolo « para designar el valor ter-
D= X = DX =X Xy X ' al del indice.
i=1 i=0 i=2

En los desarrollos matematicos, es a veces comodo pode
decalar asi el indice mudo. -
& % % \ Las reglas de base para la utilizacién del operador suma son

Para calcular el valor numérico de la expresion

ij =X+ X9+t Xy,
J
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k n n
1-A.1.3 Sumas dobles
2. Z)Ci + in = in

i=1 i=k+] i=1

n n
3. Z(cxl-): c ‘Zx,-
i=l i=1

Supongamos que haya que tratar un conjunto de n x m canti-
dades t;, con i=1,2,..,nyj=1,2, .. m. Estas cantidades
pueden disponerse en forma de cuadro ;

p p p 1 ha - Iy

4. (g+y)=D 5+ ). fa1 2 vt hm
i=l i=1 i=1 : : . .

Todas estas reglas, excepto la primera, pueden deducirse ti by tum

de la definicion . Para hacer la suma de todos los ¢;;, puede primero hacerse

¢l total de los términos de cada linea y luego sumar los tota-
les de las lineas, lo que da

m m
DXIEDICTERE DR
j=l j=l j=1

La misma expresion puede escribirse de manera mas com-
pacta mediante un segundo operador suma :

n
in =X+ Xy et Xy,

i=1
La primera regla es mas bien una convencion, que se jus-
tifica de la manera siguiente. Supongamos que la variable;yxj

n

sea una constante :
X=X ==X, =C

Entonces el valor de 1a suma se da por m

2| 2t

i=1{_j=l

n
Dxj=x+xp kot xy=CHCHte=nC
J=1 ; . . . .
Se hubiera obtenido el mismo resultado si se hubiera -
_ hecho primero el total de los términos de cada columna y

n
La expresion “Zc” se interpreta por lo tanto como ‘ 1
luego se hubieran sumado los totales de las columnas :

i=1

n m ( n
« zyc,- donde x;=c para todo i”. De ahi viene la primer: Z Z’ij
i=1 J=I\i=1 J
regla. Asi: Pues que ambos resultados son iguales, se tiene entonces
5 nfm ) m( n
D 7=5x7=35 Y11= Yy
i=l

i=1\j=1 | j=1\i=l
~ Por esta razén, se ometen generalmente las paréntesis. Se
tiene entonces la regla
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n m
5. 3333

=1 j=I j=li=l
(No se aplica siempre a las sumas infinitas)
La misma regla puede generalizarse en sumas triples, cug
druples, etc. '
* % %
Hay que observar que en una doble suma, el indice de 13
suma exterior puede aparecer como valor inicial o termina]
de la suma interior. Pero en tal caso, no se puede invertir las
sumas como parece permitir la regla 5. Veamos por qué. Por ;,
ejemplo, supongamos que se desee hacer la suma de los valo
res del cuadro triangular siguiente :

an

as| 422
az] asp 4a3j3

. .

Apy Aypp QAup3 - Ayy
La suma de los totales de las lineas puede escribirse :

n l
Z Z ajj
i=1 j=1
y, de manera mas eliptica,

2.2

i j<i
Asimismo, la suma de los totales de las columnas puedey

escribirse 1-4.

n n
2.2
Jj=li=j
y, de manera maés eliptica,
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No obstante, no se puede escribir ZZaij :

ZZ“!J

7 izj

€50 no ten-
izj j

dria ningun sentido. Pues la expresion Z Z a;; significa

Jzj

Z Zalj : la segunda suma se hace adentro de la pri-

izj

mera (se célcula antes). Por tanto, €l valor inicial de la
primera suma (exterior) no puede depender del indice de
la segunda suma (interior).

Supongamos que se desee excluir de la suma los términos
de la diagonal del cuadro (a;;, a9y, ...,

a,,,)- Se escribe :

>3 oYY Ty-Tu-Tn

i=1 j=1 i=1 i j<i i j<i
(se nota la diferencia entre <y s)

> Yy zau 230 Tar=2Za

j=l i=j joizj i j>i
(se nota la diferencia entre >y >)

.4 Nota : el operador producto

El operador producto es anédlogo al operador suma. Sirve para
escribir productos de manera compacta :
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n
3
H)Ci:xl XXg XXX, 1.2 zxi
=1 i=0
n—1

El uso del operador producto sigue las siguientes reglas E
L 1.3 me , cuando n =4

— plt o
; gc . Calcul:anO
k n n 3 3
2. \TTx || T1xs =115 2.1 Ex
Jj= J=k+1 J=l 4
n n 2.2 Z l
3 Hkxj——-k" ij i1=01 !
J= J=
n n n 2'3 Z a
4 I1x2;= fo 11> cuandojc=11= 345
j: . J: m a . Hagan la demost;racién de las siguientes reglas explici-
5 HH x; ___I'IIH X Eitégg Slz; t::(presmnes a partir de la definicién del ope-
i=1 j= j=li=

k n n
3.1 in-l- inzz_xl_
i=l

i=k+1 i=]

n n
3.2 Z(cxi)=c in
i=l i=l
t ! !
33 Z(xi +J’i) = in + Zyi
i=] i=|

i=l
. En los gjercicios 4.1 hasta 4.8, se trata de datos en for-
ma de un cuadro:

1-A.1.5 Ejercicios sobre el operador suma

1. En los ejercicios 1.1 hasta 1.3, hay que calcular los va
lores de los x; por medio de la ecuacion:

¢ Cul es el valor numérico de las expresiones siguientes?

4
LI D x
k=1
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bﬂ
significa, por su definicion,
bxbx..xb
donde el nimero real positivo b aparece n veces. De esta de-
 finicion, siguen
{Bmx bt = pmtn
2. bM<+ b =b""" cuandom >n

3. ("= pmXxn

Segun la definicién dada inicialmente, la expresion 5" tie-
ne un significado Umicamente cuando # es un entero positivo.
_ gin embargo, las tres reglas anteriores conducen a las genera-
lizaciones siguientes. :

Cuando m=n,

pO = pm—n = pm = pi = |

Tenemos también

“a” aion 4 50
a21 022 =[5 30
a31 CZ32 6 10

Cuél es el valor de las expresiones siguientes?

4.1 ZZaij
i
42 Day
i

2 2
43 :E:':E:czy

j=1 i=l

2 2

=] j=l

4.5 By b-n._bO—n..bO;bn..l,-_bn___l_
.- . Zl Z ay’ —— — - _— 0 — bn
j=] =] — )
12 l ; Finalmente, sabemos que, si a es la n®'M2 raiz de b,
4.6 N at=>b
; E “ Por lo tanto
4.7 ZZQU b(yli)z(an)]n)___ anx(yn) =a(%)=a=!\l/—b'
i j>i o
4.8 a:: Mas feneralmente
; E ! b l%) — nlbm

Las soluciones se encuentran al fin del apéndice. Con estas generalizaciones, la expresién b tiene signifi-

cado para cualquier nimero real positivo b y para cualquier
nimero racional r=m/n. En cuanto a niimeros irracionales,
ellos pueden identificarse como el limite de una sucesion
convergente de nimeros racionales ; eso permite de dar un
significado a la expresion 5", no solamente cuando r €s un

1-A.2 LOS LOGARITMOS Y LA FUNCION EXPONENCIAL,
1-4.2.1 Los exponentes

Para cualquier ntimero real positivo b y cualquier entero posi
tivo n, la expresion
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La operacién que consiste en encontrar un nimero a partir

de su logaritmo se denota a veces por la palabra “antilog”; asi
tenemos la equivalencia

' antilogy x = b*

Entonces, antilog x = e* o 10%, segin se considera x como

un logaritmo neperiano o un logaritmo comun.

La figura siguiente ilustra la relacién entre un nimero y su

numero racional, sino también cuando 7 es cualquier numem
real, racional o irracional.

1-4.2.2 Los logaritmos

Los logaritmos, tal como el operador suma, son nada més un
convenio de escritura. La expresion

x=logyy logaritmo.
simplemente significa . Funcién logaritmica
y=>5b" y=Inx
y se lee como “x es el logaritmo de y en la base b”. Por ejem- 3 ; .
plo, I O S L
log;p1=0 : L Lo
logjg 10 =1 s (1)
logo 100 =2 o B
log; 1000 =3 N :
etc. i ; E ; . : :

El logaritmo en la base 10 de un mimero que no es un po-
der entero de 10 no es un niimero entero. Por ejemplo,”

log;2 =0.30103 significa 10 030103 =3

logyp 12 =1.07918 significa 10 1.07918 = 12

Las bases mas frecuentemente usadas para logaritmos son
10 (logaritmos “comunes” y el nimero irracional

e=2.71828... Logaritmos en la base e se llaman “naturales”,
o0 “neperianos™®. Usualmente, log, y se denota In y: natural-

mente, “In” significa “logaritmo natural”.

Se ve que la transformacion logaritmica es una transfor-

¥, puesy = blosy.

Las reglas que se aplican a los exponentes se transponen a

los logaritmos.

1. Laregla b™ x b* = b™+" implica
log(yxz)=logy+logz

2. Laregla ™+ b" = ™" implica

log( ) logy—logz

7 En las tablas de logaritmos que se usaban antes de los Lotus y otros Ex-
cel, el logaritmo estaba descompuesto en dos partes : la parte entera se lla-
maba la caracteristica, y la parte fraccional, la mantisa. En log 12, la
caracteristica es de 1 y la mantisa de 07918.
8o

Del nombre de su inventor, el teélogo y matematico escoséz John Napier
(1550-1617), cuyo nombre se escribe también “Neper”.
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3. Laregla (b")" = p™* implica
logy"=rxlogy

Desde la tltima regla puede inferirse la regla para pasar
de una base a otra. Supongamos que queremos pasar desde el

logaritmo comtin en la base 10 al logaritmo neperiano en Ia
base e. Pues x = log y significa 10¥ =y, tenemos

log, y =log, 10* =x log, 10 = log,, y x log, 10

Las figuras que siguen muestran cémo cambia la forma de

relaciones con la transformacién logaritmica. Las relaciones
que se representan son:

Transformaciones logaritmicas
y=Inflx)

-3

0 1 2

3
2 -
l N ) - - - .

- -+ Ejemplo 1
~ . jemplo
A - ,

. —— Ejemplo &
-1 i - l»‘ .
24 -
-3 4 T n ¥ T 7

4. y=x = Iny=hx
5. y=2x = Iny=lh2+Inx
6. y=x2 = hy=2hx
7. y=2x2 = Iny=In2+2Inx
8. y=x+1= Ihy=h@E+1)
Transformaciones logaritmicas
y=Inf{x)
3 ;
2, - - -

—— Ejemplo 1]
~+~Ejemplo 2‘
~g Ejemplo 3
-2-Ejemplo 4‘
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Inx

Se ve que después de una transformacién logaritmica, hay
relaciones no lineales que se vuelven lineales, y hay relacio-
nes lineales que se vuelven no lineales.®

1-A.2.3 La funcion exponencial

La funcion
y=e*
se llama la funcion exponencial. Se denota también como
y = exp(x), o més raramente, y = antilog, x.
Se usa también la exponencial negativa, la cual tiene la
forma

y=exp(-x)=e ™ =—

e

¥ Vea Wonnacott y Wonnacott (1992), p 513-523, “La non-linéarité réso-
lue grice aux logarithmes™ (la no linealidad resuelta gracias a los logarit-
mos).
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Las cuatro figuras siguientes ilustran la funcién exponen.
cial. -
Funcién exponencial

Funcién exponencial (escala logaritmica)
y = exp(x)
10000 — - - - - - i B I

001 - =~ mmmommm e e e
-3 -2 -1 0 1 2

190

Funcién exponencial négativa
¥ =exp(—x)
25..,,.-— - . e e e e e g e e e e

Funcién exponencial negativa (escala logaritmica)
y=exp(-x)

100.00 « == - == c--mno e o s

N N —
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1-4.2.4 ; Por qué los logaritmos neperianos?

El numero irracional e se define como el limite de una suce.
sion infinita :

1 n
e=Lim (1 + —)
n— n

El interés para esta constante neperiana viene del analisig

r1tmo.

del crecimiento exponencial. Comenzando con un valor inj- 1.1
cial g, una cantidad g se multiplica cada periodo por un fac-
tor (1+r) ; entonces, después de ¢ periodos, esta cantidad sery
igual a " 1.2
q=qo (1+7)
Esta es la formula para el crecimiento geométrico de una
cantidad a la que se aplica un interés compuesto una vez cada 13
periodo. Supongamos que la frecuencia en que el interés se
compone sea multiplicada por n. Tenemos ” 1
nt .
q'=4 (l + 'C)
n
{Qué sucede cuando n llega a ser muy grande (cuando n 22
tiende a la infinidad y que el interés se compone continua-
mente)? Para verlo, escribamos la ecuacién anterior en la
forma siguiente 2.3
y
: 1|77
Lim<| 1+ - =e
n—oa (Z) 31

Cuando n tiende a la infinidad, n/r también tiende a la in-
finidad y la expresion entre los paréntesis rizados tiende a la
constante e. Se obtiene :

Lim ql =q0 e"t
n-—>»e0
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Esta es la férmula del crecimiento exponencial, que es la
versién continua del crecimiento geométrico. Se nota que
ambas férmulas se vuelven lineales cuando se toma el loga-

SOLUCIONES DE LOS EJERCICIOS SOBRE EL OPERADOR SUMA

k=1

3
Dx=(5+0)+(5+3)+(5+6)+(5+9)=38

i=0 :
n—l 3 4

Cuando n =4, in“ = inﬂ = Zx,- =50

i=0 i=0 i=l

3
Zx3=23+33=8+27=35

x=2

41 11 1 1 25

P L s

~i 1 2 3 4 12
10

Cuando a = 345, Za =10 a = 3450
J=1

k n

Dixp Y ox = +xy 4ot xy)

=1 i=k+1

(X + X+ %
k n
DXt D X=X Xy X Xy

i=l i=k+1
FXfgp Tt Xy
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Dxp =5+ +(5+6)+(5+9)+(5+12)=50



k n n
S+ Y=Y

i=] i=k+1 i=]

n
32 Z(cx,-)——-cxl +Cxy +ortexy,

1
33 ) (% + ;)= + 1)+ (g + y2) o+ 0 +y)

1
Z(xi +y:)=x +x +eex, )+ () + 32 oo )

i=1

4.1

4.2

43

4.4

i=l
n

Z(cx,-):c(xi + Xy Xy

i=l

n n
z (fo ) = Cz Xi
i=l

i=l

i=1

! 1 !
Z(xi +Yi)=zxi +ZJ’;‘
i=1 i=l

i=l

ZZa,—j=4+50+5+30+6+10 =105
i
> ay; =5+30=35

i
2

2
z Za,.j=(4+5)+(50+30)=89

j=1 =1

2 2
> Say =(4+50)+(5+30)=89
i=l j=1
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M-

a;; =(4) + (50 + 30) = 84

XX ay =)+ (5 +30) + 6+ 10) =55

i jsi
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TABLA DEL ALFABETO GRIEGO

ANEXO 1-B

Rango Letra Letra |Correspondencial Nombre Fonética
el el al- ma- mi- enel teclado | delaletra griega
fabeto yuscu- | nuscu- [(fuenta simbolo) griega moderna
griego la la
1 A o a alfa a
2 B B b beta
3 r Y g gama g
4 A S d delta dh
5 E € e epsilon e
6 Z 4 z zeta z
7 H n h eta i
8 ® 4] q theta th
9 1 1 i iota i
10 K K k kappa k
i1 A A 1 lambda 1
i2 M u m mu m
13 N v n nu n
14 = 3 X xi X
15 0 o 0 omicron 0
16 II n P pi p
17 P o) v tho r
18 3 o s sigma 3
19 T T t tau t
20 Y v u upsilon i
21 o) b f fi f
22 X % c jiokhi kh
23 ¥ Y y psi “ps”
24 Q ® w omega s}
S Q j Formas arcaicas de
theta y phi
G o v ¢ es la forma de sigma
como letra final
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INTRODUCCION A LA SEGUNDA PARTE

Esta parte del curso tiene un objetivo ambicioso: iniciar en la
epistemologia de los métodos estadisticos a través del estudio
de 1a 16gica de las pruebas de hipdtesis. Representa tanto una
apuesta para el profesor como un desafio para los estudiantes.
Es importante, por lo tanto, antes de empezar, medir y deli-
mitar la dificultad.

Antes que nada, acabemos con un mito: esta dificultad no
surge de las matematicas. Deriva, mas bien, de la compleji-
dad de la logica y la obligacion que requiere de apartarse de
la 16gica de todos los dias. En efecto, es indispensable buscar
liberarse de sus habitos mecéanicos de pensamiento para po-
der entender la estructura de los argumentos de la induccion
estadistica, los cuales se basan en razonamientos hipotéticos’
y en una logica probabilista.

Por lo tanto, aungue recurrimos a algunos enunciados ma-
tematicos, el texto es comprensible para cualquier lector con
buenos conocimientos de la l6gica formal y capaz de un es-
fuerzo de concentracion, lo cual se espera de una persona que
cursa un nivel superior de estudio.

Ademas, aparte de la complejidad de la 16gica, su nivel de
abstraccion puede contribuir a incrementar el nivel de dificul-
tad de esta parte del curso. De hecho, se trata de abordar, co-
mo si fuera una mecénica para estudiarla, una argumentacion
general que se puede aplicar para una multitud de casos par-
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ticulares. Sin embargo, una formulacién del argumento eg
general solamente si es abstracta, lo que, no obstante, no im-
pide ilustrar el tema con ejemplos sencillos. Antes bien, ¢]
propésito de este trabajo es permitir al estudiante trascender
lo particular con el fin de ser capaz de aplicar la misma
herramienta general en todos los casos particulares que sean
pertinentes. Y si bien se espera un buen manejo de la l6gica
formal de la parte de un estudiante del ciclo superior, también
seespera de €l una alta capacidad de abstraccion.

Ahora bien, se pueden uno preguntar el porqué de un es-
fuerzo de este tipo y qué beneficios puede traer. Y la respues-
ta es la siguiente: permite poseer un marco conceptual claro y
robusto gracias al cual se pueden usar a conciencia algunos
métodos estadisticos y emitir una critica asertiva con relacién
a como otros usan estos métodos sin que sea necesario poseer
todos los detalles técnicos de éstos, ni conocer todos los desa-
rrollos matemadticas subyacentes. Me parece que, para lograr
este resultado, vale la pena el esfuerzo.

Ademas, puesto que los paquetes estadisticos que existen
ahora en nuestras computadoras efectiian los célculos en es-
tadistica, es alin mas importante que un joven investigador
encare los métodos estadisticos con un riguroso marco con-
ceptual. Del revélver Colt en el viejo oeste, el actor John
Wayne comentaba que era “the great equalizer” porque hizo
desaparecer la ventaja de tener poderosos miisculos (o el dine-
ro para comprarselos). De la misma manera, la informatica es-
tablece cierta igualdad entre los buenos en matematicas y los
demads. Y, como los grandes o chicos que traen armas de fuego
deben aprender la no-violencia, de igual manera los investiga-
dores buenos o no en matematicas deben aprender la no-
violencia hacia los datos, o sea el respeto a la logica de la in-
duccidn estadistica.
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. CAPITULO 2-1 ,
DESCRIPCION E INDUCCION ESTADISTICAS
EN CIENCIAS SOCIALES®

La estadistica es esencialmente una coleccion de métodos
matematicos para procesar datos con el fin de resumir o bien
generalizar la informacién que nos proporcionan. La estadis-
tica descriptiva es la parte de la estadistica que sirve para re-
sumir la informacién. El proceso de generalizar la
informacion se llama induccién estadistica.

2.1.1 ESTADISTICA DESCRIPTIVA

Al enfrentarse a un conjunto de datos aunque pequefio, el ce-
rebro humano se ve incapaz de captar de manera inmediata’
toda la informacién detallada que contiene.®® La solucién a
este problema consiste en dejar de lado los detalles para con-
centrar su atencion en los grandes rasgos. La estadistica des-
criptiva permite procesar metddicamente los datos con el
objetivo de condensar la informacién que contienen. Con cal-

82 Blalock (1979); Wonnacott y Wonnacott (1992).

¥ Segiin Georges Ifrah (1994, tomo 1, p. 33-34, “Les limites de la percep-
tion directe des nombres™), el cerebro no puede aprehender de manera con-
creta, es decir, sin contar (lo que constituye una abstraccién) més de cuatro
objetos al mismo tiempo. Por ejemplo, sin contar, no podemos, con la pura
mirada, diferenciar entre cinco o seis objetos.
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cular porcentajes, promedios, desviaciones estandar o coefi-
cientes de correlacién, es posible tener una vision global de
los datos. Sin embargo, debemos estar conscientes de que al
resumir los datos de esta manera, perdemos parte de la in-
formacioén que contenian, y esto puede ser causa de errores a
menos que seamos prudentes al momento de interpretar.

2.1.2 LA INDUCCION ESTADISTICA

Es casi imposible, y particularmente en ciencias sociales,
conseguir los datos pertinentes de la totalidad de un fendme-

no en estudio. Es mas probable que las observaciones que es-

tan a nuestra disposicion se apoyen en una parte del
fendmeno. Entendemos, entonces, la necesidad de generalizar
a partir de una informacién incompleta. Sin embargo, para
que se considere una generalizacién ciertamente cientifica, es
necesario fundamentaria con principios epistemolégicos.*

Los métodos de -induccién estadistica son, de hecho, una
expresiéon matemadtica de principios epistemologicos gracias a
los cuales se pueden inferir proposiciones de alcance mads ge-
neral a partir de la informacién que se obtiene de un conjunto
de datos particulares. La induccién estadistica es, por lo tan-
to, una manera cientificamente valida de pasar de lo particu-
lar® a lo general.

Concretamente, el proceso inductivo estadistico busca sa-
car conclusiones con relacion a las diversas caracteristicas de
una poblacién a partir de hechos observados en una muestra
obtenida de ésta. La estadistica emplea la palabra pardmetros
para designar las caracteristicas de la poblacién y la palabra
estadisticas para designar las caracteristicas de la muestra.

% La epistemologia es una parte de la filosofia que consiste en el estudio
critico de las ciencias con el fin de determinar, de cada una, su origen lgi-
co, su valor y su alcance.

% Hay una broma en inglés que ilustra el caracter particular de los datos:
“ ‘Data’ is the plural of ‘anecdote’ ” (‘Datos’ es el plural de ‘anécdota’).
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Es importante siempre recordar que se consideran, en una
situacién normal, los pardmetros como unos valores fijos con
relacién a una poblacién y que, por lo general, son descono-
cidos (puesto que no se conoce, en su totalidad, la poblacién
misma). Por lo contrario, dado que se puede obtener mas de
una muestra de una poblacién especifica, las estadisticas son
valores que pueden variar de una muestra a otra; por otro la-
do, se conocen o se pueden calcular los valores de las estadis-
ticas de una muestra dada. Sin embargo, no sabemos hasta
que grado una muestra es representativa de la poblacién en
general, ni en qué medida una estadistica calculada a partir de
esta muestra se parezca al parametro correspondiente a la po-
blacién desconocida. :

Ejemplos de induccién estadistica:
1. Basandose en las respuestas obtenidas por sondeo
. efectuado a una muestra de la poblacién de una ciudad,
estimar la proporcién de los ciudadanos que son favo-
rables a algiin proyecto urbanistico.

2. Partiendo de la hip6tesis (del modelo), aceptada a prio-

ri, que la relaciéon macroeconémica entre el ingreso de

los hogares y las inversiones en construccién de vi-

vienda privada se puede describir con la ecuacion
I=a+ bR

(donde 7 es el monto de las inversiones y R el ingreso
agregado), estimar el valor de los pardmetros ay b a
partir de los datos publicados por INEGI para el Estado
de Puebla de 1974 a 1994 %

Es de hacer notar que las medidas que se usan en estadis-
tica descriptiva (promedio, desviacién estandar...) se usan
también en el contexto de la induccién estadistica. No obs-
tante, en estadistica descriptiva no se distingue entre parame-
tros y estadisticas porque la estadistica descriptiva no hace
distincion entre poblacién y muestra.

% Este ejemplo de modelo es, de toda evidencia, demasiado simplista.
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general La relacién entre la muestra y la poblacién es, por lo

21.3 LAS PROBABILIDADES ¥ LA INDUCCION ESTADISTICA: _ tanto, esencialmente aleatoria (o sea, influenciada por el

LA RELACION ALEATORIA

ENTRE UNA MUESTRA Y LA POBLACION" azat)-

En resumen, esta claro que no es posible saber con certeza
en qué medida una estadistica calculada a partir de datos de
_ una muestra se parece al pardmetro desconocido correspon-
diente en la poblacién. Sin embargo, la teoria de las probabi-
[idades nos facilita herramientas para evaluar la probabilidad
de que la diferencia (el error de estimacién) entre la estadisti-
_cay el pardmetro se sitle en el interior de un cierto margen.
Es por consiguiente con la teorfa de las probablhdades que
fundamentamos las reglas de la induccion estadistica.

Con la induccidn estadistica dejamos el dominio de certi:
dumbre. En efecto, la induccion estadistica parte de ung
muestra entre tantas otras posibles que se pueden obtener de
la poblacion en estudio: si obtenemos de una poblacién dada
una muestra de un tamafio especifico con un procedimiento
determinado, en caso de repetir el proceso, la segunda mues-
tra tiene mucha probabilidad de ser diferente a la primera. Pa-
ra una poblacion dada existe, por consiguiente, muchas
muestras posibles. El conjunto de muestras posibles forma
también una poblacion en términos estadisticos: los “indivi-
duos” de esta poblacién son las muestras.

Por ejemplo, el total de los abonados del telefono en la
cuidad de Montreal forma una poblacion. Podriamos obtenet
de esta poblacion una muestra de 1000 abonados selecciona:
dos al azar en un directorio telefénico. Luego podriamos re-
petir el proceso y obtener una segunda muestra, luego una
tercera, etc. (de hecho, podriamos repetir este proceso al infi-
nito siempre y cuando se pueda seleccionar nuevamente los
abonados que pertenecen a una muestra®”). El conjunto de to-
das las muestras posibles de 1000 abonados seleccionados al
azar en el directorio es la poblacion de las muestras.

Entre las muestras posibles, algunas son representativas
de la poblacién estudiada mientras que otras lo son menos.
Puesto que no conocemos la poblacién sino es por la muestra,
nunca podemos saber con certeza hasta que grado la muestra
especifica que se obtuvo es representativa de la poblacion en

" No se debe confundir este proceso con la muestra con reemplazo (susti-
tucion) cuando se sortean los individuos que constituyen una muestra de
manera secuencial y cuando un individuo que se sorted es nuevamente ele-
gible para el sorteo que sigue.
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CAPITULO 2-2
LA INDUCCION ESTADISTICA

2-2.1 LA INDUCCION ESTADISTICA
EN EL METODO CIENTIFICO:
MODELOS TEORICOS Y MODELOS ALEATORIOS®

- Estudiaremos después la légica fundamental de las pruebas
de hipdtesis, la cual es el punto final de la induccion estadis-
tica. Mientras, antes, es importante situar la induccién esta-
distica en el marco del método cientifico. Nuestro punto
inicial serd un esquema simplista del metodo cientifico hipo-
tético-deductivo.®

%8 Malinvaud (1969), caps. 1 y 2 y Blalock (1972), caps. 2 y 8.

% Debemos reconocer que el esquema es truncado. Para tener acceso a una
presentacién més detallada del proceso de desarrollo del conocimiento, vea
Robert (1993). Lo que se presenta ahora es mas bien lo que Kuhn. en La
estructura de las revoluciones cientificas (1983), Hama la ciencia “nor-
mal®.



Teiria Teoria
Deduccion de lis implicaciones (formal\li(zacién)
Confrontacion con las observaciones Modelo
Si hay contradicciones, rczvisi(’)n Hipé tesit teéricas
o desecho de la teoria

Tanto en ciencias sociales como en ciencias fisicas, se
formaliza, a menudo, las teorias como modelos: “Un modelg
consiste en la representacion formal de ideas o de c¢onoci-
mientos con relacién a un fenémeno” (Malinvaud, 1969, p
45). Z

Cuando, como pasa muchas veces, se selecciona una re-
presentacion formal del tipo matematico, tenemos un modelo
matematico. _ ,

Una teoria es una construccion -intelectual de caracter
hipotético, es decir, una hipétesis global emitida con relacién
a un fenémeno. De igual manera, un modelo, y también las
partes del modelo, son una representacion formal del fené-
meno. No obstante, tanto en el modelo como en la teoria, no
se definen los conceptos en términos operacionales, esto es,
no se pueden confrontar las hipétesis tedricas directamente
con las observaciones. Para esto es necesario traducir las
hipdtesis tedricas en hipdtesis operacionales, lo que implica
definir mediciones (vea el capitulo 1-1). En estas condicio-
nes, el esquema complejo es el siguiente:

(operacionalizacion, medicién)

Hipétesis operacionales

Confrontacion con las observaciones
Si hay contradiccion revision
o desecho de la teoria o de la formalizacién
o de la operacionalizacién

En este esquema es fécil observar que una contradiccién
_enire las observaciones y las predicciones de la teoria puede
venir no solamente de la teoria misma o también de su forma-
lizacién o de su operacionalizacién. En la realidad el proceso
de la investigacién no es tan fluido como lo ensefia el primer
‘esquema...

- La estadistica interviene al momento de la confrontacion
con las observaciones visto que, en la mayoria de los casos,
se efectian éstas sobre un muestreo cuando el modelo abarca
una poblacién. Ahora bien, la mayoria de los modelos mate-
maticos son deterministas, o sea que las variables que repre-
sentan los conceptos se vinculan entre si gracias a relaciones
funcionales (funciones matematicas) que no tienen ningln
elemento aleatorio.
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Teiria
Deduccién de lis implicaciones
Confrontacion cori las observaciones
Si hay contradicciones, revision

o desecho de la teoria

Tanto en ciencias sociales como en ciencias fisicas, se
formaliza, a menudo, las teorias como modelos: “Un modelo:

consiste en la representacion formal de ideas o de ¢onoci-
mientos con relacién a un fenémeno” (Malinvaud, 1969, p
45). ;

Cuando, como pasa muchas veces, se selecciona una re-
presentacion formal del tipo matematico, tenemos un modelo
matematico. , :

Una teoria es una construccién -intelectual de caracter
hipotético, es decir, una hipétesis global emitida con relacién
a un fenémeno. De igual manera, un modelo, y también las
partes del modelo, son una representacion formal del fenéf
meno. No obstante, tanto en el modelo como en la teoria, no
se definen los conceptos en términos operacionales, esto es,
no se pueden confrontar las hipétesis teodricas directamente
con las observaciones. Para esto es necesario traducir las
hipdtesis tedricas en hipotesis operacionales, lo que implica
definir mediciones (vea el capitulo 1-1). En estas condicio-
nes, el esquema complejo es el siguiente:

Teoria
N3

(formalizacién)

Moiielo
Hipétesis tedricas
(operacionalizacién, medicién)
Hipétesis operacionales
Confrontaci6n con las observaciones
Si hay contradiccion revisién

o desecho de la teoria o de la formalizacion
o de la operacionalizacién

En este esquema es facil observar que una contradiccién
entre las observaciones y las predicciones de la teoria puede
venir no solamente de la teoria misma o también de su forma-
lizacion o de su operacionalizacién. En la realidad el proceso
de la investigaci6n no es tan fluido como lo enseiia el primer
esquema...

La estadistica interviene al momento de la confrontacién
con las observaciones visto que, en la mayoria de los casos,
se efecthian éstas sobre un muestreo cuando el modelo abarca
una poblacién. Ahora bien, la mayoria de los modelos mate-
maticos son deterministas, o sea que las variables que repre-
sentan los conceptos se vinculan entre si gracias a relaciones
funcionales (funciones matematicas) que no tienen ningln
elemento aleatorio.
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Sin embargo, la relacion entre una muestra y la poblacigy
de donde proviene, es esencialmente aleatoria puesto que ca-
da muestra no es mas que una de muchas muestras posibles,

Para confrontarlos con las observaciones, se necesity
complementar los modelos deterministas para tomar en cuep-
ta este elemento aleatorio. Al combinar un modelo determj.
nista y un modelo de la relacion aleatoria de la muestra con [
poblacion, obtenemos un modelo aleatorio (probability mo-
del).” Para traducir esta distincion, algunos autores designan
como “modelo estructural” (structural model) el modelo teg-
rico determinista y como “modelo muestral” (sampling mo-
del) el modelo de relacion entre la muestra y la poblacién.®

Hasta el momento mencionamos una sola fuente de lo
aleatorio. De hecho, existen tres puertas por las cuales lo
aleatorio se introduce en los modelos:*

1. Primero, existe el cardcter aleatorio que ya se mencio-

n6 de la relacion entre la muestra y la poblacion de
donde proviene.

%0 «[_..] para todo conjunto de valores que se dan a las variables exdgenas,

un modelo aleatorio define la ley de probabilidad correspondiente a las va-
riables enddgenas™” (Malinvaud, 1969, p. 59).
%! Mas precisamente, Upton y Fingleton (1985, p. 264) nombran “structural
model” a la especificacion de la relacién funcional entre la variable depen-
diente y las variables independientes; nombran “sampling model” a la
hipétesis con relacion a la distribucién de probabilidad de la variable de-
pendlente (o, lo que equivale, del termino de error).
*2 Malinvaud escribe: “Sabemos que se justifica el empleo del calculo de
las probabilidades para el andlisis de los datos estadisticos con una u otra
de las dos consideraciones siguientes: o bien se asimila el fenémeno estu-
diado con un proceso que tenga una determinacion aleatoria de algunas
magnitudes; se consideran, entonces, estas magnitudes como aleatorias en
el universo (NDLR: es decir, en la poblacion) como en la muestra observa-
da. O bien, la seleccion de los elementos observados resulta de un sorteo
aleatorio; entonces, la composicion de la muestra es aleatoria, y por lo tan-
to, los datos obtenidos lo son también aunque se refieran a variables no
aleatorias.” (Malinvaud, 1969, p. 62). Malinvaud prosigue diciendo que, en
el contexto de la econometria, la primera consideracion se adapta mejor.
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2. Segundo, las variables operacionales son mediciones
imperfectas de los conceptos, asi que podemos consi-
derar que el error de medicidn es aleatorio (es decir,
determinado al azar). Por lo tanto, se puede representar
con un modelo aleatorio, la influencia de los errores de
medicién que intervienen en el momento de la traduc-
cion de las hipotesis tedricas en hipdtesis operaciona-
les (los modelos de la “teoria de los errores” en
ciencias fisicas fueron de por si unos de los prlmeros
modelos aleatorios).

Finalmente, percibimos algunos fenémenos como alea-
torios de por si y no se pueden representar adecuada-
mente con modelos tedricos no .aleatorios. El azar en
estos modelos constituye un concepto que encierra
unas veces una indeterminacion fundamental (como en
fisica de las particulas), otras, una multitud de factores
que no se pueden observar (como pasa en la mayoria
de los casos en ciencias sociales),” y cuyas manifesta-
ciones aparecen como consecuencias de la aplicacion
de las leyes de probabilidad.

De todas maneras, un modelo aleatorio tiene un caracter
hipotético puesto que se apoya en hipdtesis sobre la estructu-
ra aleatoria, es decir sobre las leyes de probabilidad que rigen
el azar. Durante la confrontacién con las observaciones, estas -
hipétesis no se cuestionan (por lo menos no todas). Se consi-
deran, por decirlo asi, como el peaje que se exige para cruzar
el puente de lo conocido a lo desconocido, dado que la in-
duccidn estadistica va “mas alla” de los datos observados.
Sin embargo, aunque la induccién se basa en hipdtesis, existe
una ganancia epistemoldgica cuando las hipdtesis que fun-

Wl

% En particular, pensamos en los modelos de utilidad aleatoria (random
utility) subyacentes a los modelos de selecciones discretas (discrete choice)
logit, probit, etc. Vamos a encontrar este tipo de modelos en el apartado 4~
3.
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.cesario recordar, aunque de manera resumida, las definicio-

damentan la inducci6én son menos restrictivas que los resulty
dos obtenidos por medio de la induccién.

En resumen, lo mismo si la simplicidad del esquema que
presentamos con anterioridad aparenta lo contrario, debemqg
reconocer que la confrontacién de la teoria, de los modelos y
de las hipétesis con las observaciones es, pocas veces, tota],
Cada ejercicio de confrontacion se basa, de hecho, en un mo-
delo mas general que no se cuestiona. Esto es ciertamente ¢|
caso de la induccion estadistica y de los tests de hipétesis,
temas que trataremos mas adelante. En efecto, los tests de
hipétesis se aplican, casi siempre, a unas formas particulareg
de un modelo teérico general que no se cuestiona y se basan
en un modelo aleatorio que no se cuestiona tampoco.*

- 3.2.2.1 Conceptos fundamentales

Azar (de la palabra érabe az-zahr, “el dado”). El Diccionario
Enciclopédico Planeta lo define como “suceso que se presen-
ta fortuitamente sin venir motivado por intenci6én o plan al-

gUnO”-

Evento aleatorio.” Evento cuya realizacién o no depende del
azar. Por ejemplo, en el caso de las muestras que se pueden
sortear de una poblacion, cada posibilidad es un evento alea-
torio. Cuando se sortea una muestra, solo uno de estos even-
tos se realiza mientras que los demaés no se realizan.

Variable aleatoria. Es una variable cuyo valor es el resultado
de eventos aleatorios.’® Puesto que el resultado del sorteo de
una muestra es un evento aleatorio, todas las mediciones que
se pueden efectuar sobre una muestra son variables aleato-
rias. Esto se aplica tanto en los datos brutos como en las esta-
disticas calculadas a parir de estos datos.

Distinguimos las variables aleatorias discretas que no
pueden mas que tomar ciertos valores (niimeros enteros en la
mayoria de los casos), y las variables aleatorias continuas,
cuyo valor puede ser cualquier niimero real en un intervalo
dado (abierto o cerrado). Las variables aleatorias continuas
forman un conjunto de posibilidades infinitas, cuando las va-

2-2.2 ALGUNOS CONCEPTOS CLAVE
DE LA TEORIA DE LAS PROBABILIDADES'T

Antes de estudiar propiamente la induccidn estadistica, es ne-

nes de algunos conceptos claves de la teoria de las
probabilidades.

% Una “confrontacién total” serfa propia de una revolucidn cientifica a la
Khun, Sin embargo, es dudoso que la induccidn estadistica tenga un papel
predominante en el proceso de cambio de paradigma de una revolucién
cientifica. No obstante, es cierto que existen tests “de nivel superior”, por
asf nombrarlos, que se aplican a ciertos aspectos del modelo aleatorio. Pe-
ro, estos mismos tests se basan en modelos aleatorios mas generales los
cuales, a este punto, no se cuestionan. Podemos imaginar un test del mode-
lo aleatorio del test del modelo aleatorio... Antes bien, poco importa la “al-
tura” del nivel al cual llegamos, siempre existira un nivel superior donde el
modelo de muestreo no se cuestiona.

" Referencias: Wonnacott y Wonnacott (1992, caps. 3 y 4, apartados 4.1-
4.2)

% «Alea” significa dado de jugar en latin. Recordemos el famoso “Alea
Jacta est” (se jugaron los dados), significa la suerte esta echada",de Julio
Cesar al momento de cruzar el Rubicon.

% En la mayoria de los manuales de estadistica, la distincién entre la varia-
ble aleatoria y sus valores posibles o observados se manifiesta a través de
una simbolizacion donde X es la variable aleatoria y x sus valores posibles
o observados. En nuestro contexto, escribiremos “variable aleatoria” tex-
tualmente cuando serd necesario; de otra manera, usaremos una x para de-
signar los dos.
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riables aleatorias discretas pueden formar un conjunto de po-

sibilidades finito cuando su campo de variacion es finito.”’

Probabilidad de un evento aleatorio. Todos tenemos una no-

cion intuitiva de lo que es una probabilidad, sin embargo, ng
es dar de este concepto una definicién rigurosa. Se puede tra-
tar la nocion de probabilidad de tres maneras.

Podemos concebir la probabilidad en el contexto de una

serie de “experimentos” o de “pruebas”, donde el resultadg
de cada intento es un “éxito” (el evento acontece) o de una
“falla” (el evento no acontece); €sta es la definicién “frecuen-
tista” de la probabilidad en términos de frecuencias relativas
de un evento aleatorio. Durante una serie de experimentos de
este tipo (sortear cara o cruz o echar los dados), se define la
probabilidad de un evento aleatorio (como obtener “sol” o un
“seis™) como la proporcidn de los experimentos cuando este
evento se realiza en promedio. ' :

Se puede definir la probabilidad de un evento como la
suerte que pensamos tenga un evento de acontecer en una es-
cala de 0 a 100% (definicién subjetiva o bayesiana).

Finalmente, podemos considerar el concepto de probabili-
dad como primero y no definible para luego enunciar un sis-
tema de axiomas al cual se debe conformar cualquier
medicion de probabilidad.

2-2.2.2 Distribuciones de probabilidad

Funcion de distribucion de probabilidad o distribucion de
probabilidad. Es una correspondencia que asocia una proba-
bilidad a cada evento de un conjunto exhaustivo de eventos
que sean mutuamente exclusivos (posibilidades). Por ejem-

%7 Una variable aleatoria cuyo campo de variacion es el conjunto de los en-
teros naturales es una variable discreta; sin embargo, el conjunto de sus va-
lores posibles es infinito.
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plo, cuando jugamos a cara o sol una vez con una moneda
ue no es trucada, la funcién de probabilidad es
Prob(cara) = Prob(sol) = 0.5

La distribucién de probabilidad se parece a una distribu-
cion de frecuencia relativa, pero se distingue en el hecho de
que la distribucion de frecuencia especifica frecuencias obser-
vadas cuando la distribucién de probabilidad asigna a cada
evento la frecuencia relativa que tendria en promedio en un con-
texto de una serie infinita de experimentos (vea mas arriba, la
definicion “frecuentista” de la probabilidad).

Funcidn de distribucion acumulada de una variable aleato-
ria. La funcion de distribucion acumulada de una variable
aleatoria es una funcién F(x) (una correspondencia) la cual,
por cada valor posible de x de la variable aleatoria, da la pro-
babilidad de que la variable aleatoria tome un valor inferior o
igual a x.®

Por ejemplo, si sorteamos cara o sol cuatro veces, el ni-
mero de veces que obtenemos cara es una variable aleatoria
discreta cuya funcién de probabilidad y funcion de distribu-
cion acumulada se representan en la tabla que sigue (esta dis-
tribucién se llama distribucién binomial). Las figuras que
acompafian la tabla ilustran las nociones de distribucion de
probabilidad y de funcién de distribucién acumulada.

% En caso que los valores de la variable aleatoria no sean numéricos —
como “cara” o “sol™— es necesario definir con anterioridad el orden en el
cual se acomodan estos valores para que la relacion “inferior o igual™ tenga
sentido.
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Funcién de distribucion acumulada de una variable aleatoria -2.2.3 Distribucion de muestreo”
Namerode  Probabilidad Probabilidad acumulada '
“sol” _ El concepto de distribucion de muestreo (sampling distribu-
i S&x) Flx;_p) F(x) tion) es primordial en induccién estadistica. Es la forma ope-
0 1/16 1/16 racional que toma el modelo de muestreo (el modelo de la
1 4/16 +1/16 = 5/16 relacion entre una muestra y la poblacién; vea 2-2.1).
g‘ Z %g :S; ig - i; 16 _En efecto, una distribucién de muestreo es una distribu-
4 1/16 +15/16 -16 /lg cién de probab111dad§s asociada a una estadistica. Recorde-
mos que una estadistica es una caracteristica de una muestra,
Funcién de probabilidad g;iﬁg:s que un parametro es una caracteristica de una po-
. : .
09 b el _ Ahora bien, vimos que una muestra no es mas que una de
08 b o _ las muestras del mismo tamafio que s¢ podria obtener de la
B s poblacién estudiada. Por consiguiente, seglin la muestra ob-
e I A - tenida, la estadistica podria tomar valores diferentes. Y, pues-
'_';."‘; L to que la muestra se obtiene al azar, el valor de la estadistica
e o T T T es aleatorio y la estadisticda misma es una variable aleatoria.
ol I /“ 2500~ - '/7 - - 02500~ - - - - o La distribucién de muestreo de la estadistica es su distribu-
z? :0062;:/ B / :7 e cién de probabilidad en la poblacion de las muestras de un
o | IZ77A /A ' 4 ‘ 4 777 tamario especifico que se pueden obtener al azar en una po-
0 1 2 3 4 blacion estudiada.
Ntimero de “sol” En general, la distribucién de muestreo de una estadistica
Funcién de probabilidad cumulativa depende de? los parametros de la poplacmn estudiada. Es esta
1 0.9375——p 10000 dependencia la que permite, a partir del valor observado de

- una estadistica, formular enunciados probabilistas con rela-
" ¢i6n con los pardmetros. Explicitaremos este proceso cuando
tratemos el tema de los tests de hipétesis.

Por ejemplo, imaginemos que queramos saber si una mo-
- neda que usamos para jugar a cara o sol es trucada. Si la mo-
neda no es trucada, deberia “en promedio” caer con la misma
frecuencia sobre cara o sol. Sin embargo, para conocer el
verdadero promedio, se tendria que lanzar la moneda un na-
mero infinito de veces porque, independientemente del ni-

o LIZIZA

%

Nimero de “sol " Referencias: Wonnacott y Wonnacott (1992, p. 224-226).
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2-2.2.3 Distribucion de muestreo”

El concepto de distribucién de muestreo (sampling distribu-
' tion) es primordial en inducci6n estadistica. Es la forma ope-
racional que toma el modelo de muestreo (el modelo de la
relacién entre una muestra y la poblacion; vea 2-2.1).

En efecto, una distribucién de muestreo es una distribu-
cién de probabilidades asociada a una estadistica. Recorde-
 mos que una estadistica es una caracteristica de una muestra,
mientras que un parametro es una caracteristica de una po-
blacion.

Ahora bien, vimos que una muestra no es mas que una de
las muestras del mismo tamafio que $e podria obtener de la
poblacién estudiada. Por consiguiente, seglin la muestra ob-
- tenida, la estadistica podria tomar valores diferentes. Y, pues-
~to que la muestra se obtiene al azar, el valor de la estadistica
es aleatorio y la estadistica misma es una variable aleatoria.
La distribucién de muestreo de la estadistica es su distribu-
ci6n de probabilidad en la poblacion de las muestras de un
tamaiio especifico que se pueden obtener al azar en una po-
- blacion estudiada.

En general, la distribucion de muestreo de una estadistica
depende de los pardmetros de la poblacién estudiada. Es esta
dependencia la que permite, a partir del valor observado de
una estadistica, formular enunciados probabilistas con rela-
cion con los pardametros. Explicitaremos este proceso cuando
tratemos el tema de los tests de hipétesis.

Por ejemplo, imaginemos que queramos saber si una mo-
neda que usamos para jugar a cara o sol es trucada. Si la mo-
neda no es trucada, deberia “en promedio” caer con la misma
frecuencia sobre cara o sol. Sin embargo, para conocer el
verdadero promedio, se tendria que lanzar la moneda un ni-
mero infinito de veces porque, independientemente del ni-

" Referencias: Wonnacott y Wonnacott (1992, p. 224-226).
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mero de lances, nunca estaremos seguros del resultado de log
lances suplementarios que podriamos efectuar. La poblacign
estudiada es, por lo tanto, infinita. La tinica manera que que-
da para decidir si debemos considerar si la moneda es trucada
0 no es efectuar un cierto niimero de lances, calcular la pro-
porcién de cara y sol y aceptar la moneda como honesta si es-
ta proporcién (frecuencia relativa) es lo suficientemente
cercana a 50%. La distribucién de muestreo de esta propor-
cién es la distribucion de probabilidad de esta estadistica. Es:
ta distribucién depende del niimero de lances y del verdadero
valor de la probabilidad.

Diagrama 1

¢La moneda es trucada?
Parametro:
probabilidad
de “cara”

Poblacién (o)

Estadistica:
proporcién
de “cara”

Diagrama 1b
;La moneda es trucada?

Poblacion infinita
de los resultados de todos
los lances posibles
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Muestra
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posibles de tamafio 4

Distribucion
binomial
Parametro:
“yerdadera”
proporcion de
“cara”
= probabilidad

Estadistica:
proporcién de
“cara” en una
muestra.
Distribution de
la estadistica =
distribucion de
muestra
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mero de lances, nunca estaremos seguros del resultado de log

lances suplementarios que podriamos efectuar. La poblacign
estudiada es, por lo tanto, infinita. La tinica manera que que-
da para decidir si debemos considerar si la moneda es trucada
o no es efectuar un cierto nimero de lances, calcular la pro-
porcion de cara y sol y aceptar la moneda como honesta si es<
ta proporcion (frecuencia relativa) es lo suficientemente
cercana a 50%. La distribucién de muestreo de esta propor-
cion es la distribucion de probabilidad de esta estadistica. Es-
ta distribucion depende del nimero de lances y del verdaderg
valor de la probabilidad.
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2-2.2.4 Variables aleatorias continuas: funcion de denszdad
de probabilidad y esperanza matemdtica

Funcion de densidad de probabilidad de una variable aleato-
ria continua®

Con el fin de entender correctamente la l6gica de los tests eg-
tadisticos, es de suma importancia captar la diferencia entre
una funcién de densidad de probabilidad y una funcién de
distribucion de probabilidad (aunque la expresién mas usual,
“distribucion de probabilidad” se aplique mdlferentemente
para los dos).

Son variables aleatorias continuas. Ahora bien, con una

variable aleatoria continua el niimero de valores posibles es

infinito. En consecuencia, la probabilidad de que la variable
aleatoria pueda tomar un valor especifico es normalmente in-
finitamente pequefia; en otras palabras, no podemos asociar
una probabilidad a cada valor posible de la variable aleatoria,

asi que el concepto de funcién de probabilidad como lo defi-

nimos anteriormente no se aplica.

Es la razon por la cual, cuando tratamos con variables
continuas, es necesario recurrir a la nocién de funcién de
densidad de probabilidad. Se define la funcién de densidad
de probabilidad a partir de la funcién de probabilidad acumu-
lada puesto que, aunque la probabilidad que la variable alea-

toria pueda tomar un valor x especifico es infinitamente

pequefia, existe una probabilidad positiva® que su valor no
rebase este valor x: tenemos por lo tanto una funcion
F(x) = Prob (variable aleatoria < x)

" Referencias: Wonnacott y Wonnacott (1992, p. 138-140) proponen otra
presentacion de la funcién de densidad de probabilidad.
*® Es decir, no infinitamente pequefia.
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Lo cual no es otra cosa que la distribucién acumulada en fun-
cion de los valores posibles de x.

Por ejemplo, se puede considerar el tiempo de vida de un
foco eléctrico incandescente como una variable aleatoria con-
tinua. ;Cual es la probabilidad de que el foco dure exacta-
mente 112 horas, 23 minutos, 14 segundos y tres centésimas?
Es facil entender que esta probabilidad es infinitamente pe-
quefia. Sin embargo, la probabilidad que este foco dure 112
horas, 23 minutos, 14 segundos y tres centésimas o menos es,
de seguro, positiva. Esta Gltima probabilidad es la probabili-
dad acumulada

F(x) = Prob (tiempo de vida del foco < x).
donde x = 112 hrs. 23 mn 14.03 s.

En resumen, con una variable aleatoria continua, el con-
cepto de funcién de probabilidad tal como se defini6 mas
arriba no se aplica, pero la funcion de distribucién acumulada
existe por lo general. Y es a partir de la funcion de distribu-
cion acumulada F(x) que se define la funcion de densidad
flx); es una funci6n que, por cada valor posible de la variable
aleatoria, da la tasa (velocidad, densidad) a la cual aumenta la
probabilidad acumulada en este punto de la funcién. Técni-
camente, la funcién de densidad de probabilidad es una deri-
vada (una pendiente) de la funcién de distribucién acumulada
de una variable continua:'® '

F)= %F(x)

Con el fin de entender correctamente los tests estadisticos,
es de suma importancia captar la diferencia entre una funcion

"% Con relacién en la funcion de distribucién acumulada, la densidad juega
el mismo papel que la velocidad con relacion a la distancia recorrida: en un
gréfico de la distancia recorrida en funcién del tiempo transcurrido, la pen-

- diente de la curva da la velocidad en ese instante. La derivada es la veloci-

dad instantanea, que es diferente de la velocidad promedio en un intervalo
dado la cual corresponde en una grafica de la distancia recorrida en la pen-
diente promedio en ese intervalo.
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de densidad de probabilidad y una funcién de distribucién de
probabilidad, porque los tests son, de hecho, razonamientog
sobre las probabilidades y se calculan estas probabilidades
con la ayuda de funciones de densidad de probabilidad. Aho-
ra bien, la ordenada de una funcién de densidad (su altura) no
es una probabilidad (cuando la ordenada de una funcién de
probabilidad si es una probabilidad). Por lo contrario, la su-
perficie debajo de una curva de una funcién de densidad es
una probabilidad; técnicamente esto es cierto ya que si f{x) es
la derivada de F(x) entonces se obtiene F(x) con la integral de
fixy.

De esta manera,
Prob (a < variable aleatoria < b)=F(b)F (a)

ficie debaj
Prob (a < var. aleatoria Sb):(sumr lcie aebajo )

de f(x)entreay b
: b .
Prob (z < variable aleatoria < b)= J. S (x)dx

a
Naturalmente,

[reds=1=F(0)
Se ilustra en la figura 1 la relacion entre la funcién de pro-

babilidad acumulada y la funcién de densidad de probabili-
dad de una variable aleatoria continua.

Figura 1
Funcién de probabilidad acumulada y funcién de densidad
Funcidn de distribucién acumulada

1..

0.9 1
F(a) 0.8
074 o
W
0.6 o :
Prob(a<var.alea.<b) ¢35 g
=FO-F@) o f1 &
8 :
g
o
ol
=
3 b 2 3

Funcién de densidad de probabilidad

0.5 1
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Esperanza matemética’ ' *
Ley normal

El promedio de una variable aleatoria continua en una pobl,.
cion infinita no puede calcularse por medio de la famogy
férmula: V

1 n
Hy =—’;lz=]:xi

(donde x; son los valores posibles de la variable aleatoria)

simplemente porque el niimero de valores posibles # es infi-
nito. EI concepto de esperanza matematica es una generaliza-
cién del promedio. Para una variable continua, la esperanza
matematica es'”

Ex)= [f()xax

 La ley normal es un ejemplo de la distribucion de probabili-
dad de una variable aleatoria continua. Es una distribucién
cuya funcién de densidad tiene la forma de una campana si-
métrica, como lo ensefia la figura 2. Esta distribucién es una
puena aproximacion de varias distribuciones de probabilidad
observadas de manera empirica. Es, también, la distribucion
asinttica hacia la cual tienden muchas otras distribuciones
(en el tema de distribucién asintética, vea 3.2).

Una de las caracteristicas mas importantes de las distribu-
ciones normales es no tener mas que dos parametros: el pro-
medio y la desviacion estandar. Esto significa que, en caso de
saber que una variable tiene una distribuciéon normal y de co-
nocer su promedio y su desviacién estindar, se conoce en-
tonces perfectamente su funcion de densidad de probabilidad.

Ademas, si la variable x tiene una distribucién normal con
un promedio £, y una desviacién estdndar o, entonces la va-

Asi, cuando hablamos del promedio de una variable alea-
toria continua en una poblacién, nos referimos a

M, = E(x)
Y cuando hablamos de la varianza de una variable aleatoria
continua en una poblacién, nos referimos a:

ol= E{ [x-Ex] }= T F@[x-E@] dx

riable “estandarizada”
X—H,

Oy

posee una distribucién normal de promedio 0 y desviacion
estandar 1.'”

Z =

En el marco de este curso, s6lo es necesario acordarse que
las formulas de calculo del promedio y de la varianza se pue-
den generalizar en el caso de una variable aleatoria continua.
Por lo que resta, la intuicidon que se tenga del concepto del
promedio y de la varianza a partir de las formulas de la esta-
distica descriptiva es suficiente.

" Referencias: Wonnacott y Wonnacott (1992, pp. 142-148).

102 para diferentes valores de la variable normal estandar, las tablas estadis-
ticas dan el valor de la densidad de probabilidad (ordenada de la funcién de
densidad normal) y de la probabilidad acumulada (ordenada de la funcién
de distribucién acumulada normal). Estas tablas nos informan también de
lo inverso, a saber, de el valor de la variable normal estandar que corres-
ponde a diferentes probabilidades acumuladas. Se encuentra lo equivalente
en el software Excel con las funciones NORMSDIST y NORMSIMYV, las
funciones que corresponden para las variables normales no esténdares son
NORMLIST y NORMINV.

" Referencias: Wonnacott y Wonnacott (1992, pp. 154-153, 184-183).
1% Si queremos comparar las dos formulas, se puede decir que _{ juega el
papel de 2 y f{x) el papel de (1/n).
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Figura 2
Distribucién normal

Funcion de distribucién normal cumulativa
F(X)

2.2.3 MUESTREO, ESTIMACION Y TESTS DE HIPOTESIS

En grandes rasgos, el proceso de la induccidn consiste en
usar las estadisticas relativas a una muestra con el fin de
aprender algo con relacién a los parametros de la poblacion.
Este proceso conlleva tres tipos de preguntas:

e ;Cudles propiedades conviene que la muestra tenga?
;Bajo cuales condiciones es razonable considerar esta
muestra como “representativa’?

e ;Cudles son las estadisticas de la muestra que se pue-
den usar para estimar el valor de los parametros de la
poblacién? ;Cuéles son las propledades de estos esti-
madores?

s ;Como se puede evaluar la fiabilidad de las estimacio-
nes obtenidas? De manera més general, ;qué se puede
afirmar de la poblacién y con qué grado de confianza?

Con relacién a este tercer tipo de preguntas, los principios

epistemologicos subyacentes a la induccién conducen a los

tests de hipotesis.

Se puede, por lo tanto, dividir la induccién estadistica en tres

partes:

e [.amuestra.

o La estimacion.

o Los tests de hipdtesis.

Nutmero de desviaciones estindar respecto al promedio

Funcion de densidad normal

2-2.3.1 Muestrario”

Un plan de muestreo debe contestar las preguntas siguientes:
1. ;Cémo seleccionar la muestra de manera a respetar las
condiciones que requiere el modelo de muestreo (sam-
pling model) que corresponde al modelo de relacién
entre la muestra y la poblaciéon? O, a la inversa, ;cudl

3 2 -1
Nimero de desviaciones estandar respecto al promedio

* Referencias: Wonnacott y Wonnacott (1992, cap. 23).
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modelo de muestreo refleja correctamente el modg de

seleccionar la muestra?
2. (Cuél tamafio de muestra es necesario para obtene
precisién y el nivel de confianza deseados?

Antes de definir el plan de muestreo, hay que escoger |a
unidad de observacién. Por ejemplo, en una encuesta a los
consumidores, la unidad de observacién puede ser la persona

o el hogar. El conjunto de las unidades de observacién consti:

tuye la poblacién de la que se quiere sacar una muestra. Y [5

poblacién también tiene que ser bien definida. Por ejemplo,
en una encuesta a los hogares, por supuesto, hay que circuns.
cribir el universo muestrario por limites geogréficos u otros.
Pero hay también que circunscribir el universo como concep-
to: por ejemplo, en una encuesta a los hogares, ;se quiere to-
mar en cuenta los hogares de una persona sola? ;Hogares
“colectivos™ (prisiones, conventos, cuarteles militares)? '

Seleccién

Mencionemos los tres tipos mas importantes de muestras.

La primera distincién que debemos operar en los métodos
de seleccion es entre aquellas que conducen a una muestra
aleatoria y las demas. Una muestra aleatoria es una muestra
que se constituye por medio de un método de seleccion que
permite conocer, para cada una de las muestras posibles, cual
es la probabilidad de que se seleccione. En la mayoria de los
casos, esto equivale a conocer, para cada individuo, la proba-
bilidad que se seleccione sabiendo que las probabilidades de
los individuos son independientes entre si (la probabilidad

que se seleccione a un individuo no se ve afectada en caso de

que se seleccione cualquier otro individuo).

Muestra aleatoria simple (sorteada): cada individuo de la
poblacién tiene igual probabilidad de ser seleccionado. Este
método de muestreo exige, por lo general, que se haga un in-
ventario previo de la poblacidn.

rla

Un inventario incompleto puede crear un sesgo; por ejem-

o, una seleccion aleatoria en el directorio telefénico descar-
: 4 . . - .

ta a priori los individuos que no tengan teléfonos o cuyo
teléfono es confidencial. Se cometera un error si los descarta-

dos son diferentes a los demas. Hay gtras posibilidades d§ ses-
,go en la recoleccion de datos. Por ejemplo, los que la ciencia
politica suele llamar los “electores discretos” (que no contestan
o “no saben”) quiza tienen en promedio una opinion diferente
de los que se expresan mas espontaneamente. . '

Se hace la distincion entre el muestreo SImple con o sin
reemplazo: en el primer caso, se sortean sycesxvamente los
individuos miembros de la muestra y despl.les de cada sorteo,
el individuo seleccionado vuelve a ser glegible dur.ante el soy—
teo que sigue (asi, un individuo puede ser seleccionado mas
de una vez en la misma muestra); en el segundo caso, se qUIt?
el individuo que ha sido seleccionado de donde se sorteara
1os demdas miembros de la muestra. :

El muestreo sistematico es un método que se acerca Qel
muestrario aleatorio simple.'® Consiste en seleccionar un in-
dividuo a cada n vez (lo que supone que los casos ya sean or-
denados: por ejemplo, el orden alfabético en fal directorio
telefonico o el orden de los nimeros de direccion en las ca-
lles. Para sacar una muestra sistematica, se divide el. tamafio
de la poblacién entre el tamafio de muestra que se quiere: eso
es el intervalo muestral n. Después, basta sacar al azar el
primer individuo y los demés siguen. By ‘

Muestra aleatoria estratificada: cuando la-poblacion se di-
vide en varias subpoblaciones (“estratos”) con parametros
que pueden ser diferentes, queremos que la muestra sea re-
presentativa no sélo de la poblacion en general sino también
de la subpoblacion.

Esta representatividad no implica forzosamente que cada
estrato de la muestra sea proporcional a la subpoblacion que

193 May (1993), p. 70.
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representa. De hecho, si buscamos la misma precision para
toda§ los estratos de la poblaci6n, es necesario que las subpo-
b!amones menos numerosas tengan una mayor representati-
vidad. Eso porque la precision en la estimacion de og
parametros no es proporcional al tamafio de la muestra. Re.
tomaremos este tema (vea capitulo 2-3, al final del apartadg
2-3.5).

_ Mientras que la muestra aleatoria simple exige un inventa-
rio de la poblacién, la muestra aleatoria estratificada necesita
un inventario por estrato. Eso no es siempre disponible. A
menudo se trata de aproximar la muestra aleatoria estratifica-
da gracias al muestreo por cuotas.' Este método consiste en
clasificar a los individuos al momento que son-seleccionados;,
hasta que se cumpla el nlimero esperado (cuota) en cada es-
trato. En una encuesta por cuestionario basada en el muestra-
Tio por cuotas, la primera parte del cuestionario sirve para
clasificar a los individuos; no se completa el cuestionario con
los individuos supernumerarios.

Muestra en racimos (cluster): este método consiste en di-
v‘idir la poblacion en grupos (racimos) para luego sortear un
cierto numero de éstos; los miembros de estos racimos selec-
cionados constituyen la muestra. Recurrimos a menudo a este
n}(fltodo cuando no se tiene un inventario previo de la pobla-
cién.

Por ejemplo, para efectuar una encuesta en los hogares de
una zona habitacional informal (donde los datos del censo no
son fiables), se puede subdividir la zona en cuadras de casas,
luego seleccionar una cierta proporcion éstas y proceder a la
entrevista en todos los hogares en el interior de las cuadras
seleccionadas. La induccién estadistica es mas dificil con una
muestra en racimos, porque las distribuciones muestrales de -
las estadisticas son mas complejas.

"% May (1993), p. 71.
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Por supuesto, hay métodos de muestreos no aleatorios

que, sin embargo, son adecuados en contextos no estadisti-
cos. Asi, encuestas de tipo cualitativo se basan a veces en el

método “bola de nieve” o en el método de saturacion. Pero

esos métodos muestrarios no son pertinentes aqui.

Tamafio

Por lo general, més grande es la muestra, mas probabilidad
tiene de ser representativa y mas alto es el grado de precision

de la estimacién para un mismo grado de confianza. Sin em-
bargo, el grado de precisién no es directamente proporcional
al tamafio de la muestra (examinaremos este fendmeno con
mas precision al momento de estudiar un test de hipétesis so-
bre el promedio; vea 2-3.5). Segun los analisis que queremos
efectuar, existen reglas que permiten determinar el tamafio de
la muestra requerida para alcanzar la precision y la confianza
deseadas. Pero los costos de la recoleccion crecen con el ta-
mafio.

2-2.3.2 Estimacion

e ;Cuales son las estadisticas de la muestra que se pue-
den usar para estimar el valor de los pardmetros de la
poblaciéon? ;Cuales son las propiedades de estos esti-
madores? :

En este momento, hacemos una distincion entre un esti-
mador que es una férmula, un método de calculo, y una esti-
macion o valor estimado como el resultado de la aplicacion
de esta formula. Un estimador es una variable aleatoria pues-
to que el mismo estimador que se aplica a datos de muestras
diferentes arroja, por lo general, valores estimados diferentes.
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T 7

Métodos - Jograr la comparacion): fuerza de la senal ausencia de ruidos
yde distorsion, ausencia de parasitos...
Existen tres enfoques:
I. Analogico.
2. Menores cuadrados. '
3. Maxima verosimilitud (Theil, 1971, p. 89, Freund
1962, p. 223).

2. Principio de los menores cuadrados. El principio de me-
nores cuadrados puede aplicarse sin necesidad de modelo
aleatorio. Consiste en “sintonizar” los valores estimados de
los pardmetros del modelo de tal manera que, cuando se apli-
ca este modelo a la muestra, sus errores de prediccion sean
tan pequeflos como se pueda. La expresion “menores cuadra-
dos” se refiere a la medicion de errores como la suma de los
cuadrados de los errores de prediccion, sabiendo que se mide
cada error con la diferencia entre un valor observado y el va-
lor predicho correspondiente. Esta medicion de errores es,
por lo tanto, el cuadrado de la distancia euclidiana generali-
zada entre la serie de las observaciones y la serie de las pre-
dicciones.

1. Estimacion segun el enfoque analdgico. El principio de es.
timacién anal6gica (conocido también como método de los
momentos) es snmple para estimar un parametro, se aplica a
la muestra la misma férmula matematica que a la poblacion.
Ejemplo: -

Para estimar el valor promedio z, de una variable x en

una poblacién, se calcula el promedio de la misma va-
riable en la muestra. '

-1y
n 7

Este procedimiento es totalmente mecénico. Sin embargo,
en general un estimador es la expresién matemética de un
principio de seleccion del “mejor” valor como estimacién del
parametro. Diferentes principios de seleccién conducen a di-
ferentes estimadores, sabiendo que los principios que mas se
emplean son el principio de minimos cuadrados y el principio
de maxima verosimilitud.

Se podria comparar la estimacion con el hecho de sintoni-
zar una radio: se prueba diferentes frecuencias hasta optimi-
zar la recepcién de la sefial para que, al final, el valor
seleccionado en el receptor sea un valor estimado del para-
metro que se busca, o sea la frecuencia de emisién. La fre-,
cuencia seleccionada dependerd del criterio de seleccién
usado (supongamos que se usa un solo criterio a la vez para

3. Principio del mdximo de verosimilitud. La aplicacion del
principio del méximo de verosimilitud se refiere directamepte
al modelo aleatorio seleccionado para representar la relacién
aleatoria entre la muestra y la poblacién o para representar el
caracter aleatorio del fenomeno estudiado. Por consiguiente y
contrario al principio de los menores cuadrados, el principio
del maximo de verosimilitud no puede aplicarse sin modelo
aleatorio. El principio del maximo de verosimilitud consiste
en “sintonizar” los valores estimados de los pardmetros del
modelo de manera que, suponiendo que estos valores fueran
los buenos, la muestra sea la mas “verosimil” posible. Se mi-
de la verosimilitud con la funcién de verosimilitud, la cual es

1% Hay que tener cuidado con seguir demasiado lejos esta analogia puesto
que cuando sintonizar un radio cuya frecuencia no se conoce se hace por lo
general a tientas, la aplicacién de uno u otro de los principios de estima-

~ ¢ién conduce, con frecuencia, a una férmula que permite calcular directa-

" Referencia: Wonnacott y Wonnacott (1992, cap. 18). mente el valor estimado correspondiente.
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la funcién de densidad de probabilidad de la muestra toman.
do los valores de los parametros. ,

Cuando maximizamos la funcién de verosimilitud, log pa~ ‘
peles de los valores observados de la muestra y de los para-
metros en la funcién de densidad de probabilidad sop
invertidos: en lugar de considerar los valores observados cg-
mo variables aleatorias cuya funcién de densidad de probabi-
lidad depende del valor de los parametros, son, al contrario;
los valores observados que se consideran como fijos y se
hace variar los valores estimados de los pardmetros de ta|
manera que la verosimilitud alcance su maximo. Los valores
seleccionados como valores estimados de los parametros son,
por lo tanto, los valores cuando la densidad de probabilidad
de la muestra es la mas grande (el modo de la distribucién) y;
por consiguiente, los intervalos alrededor de este punto tlenen
la probabilidad maés alta. :

En ciertas condiciones, los principios de los menores cua-
drados y del méaximo de verosimilitud conducen al mismo es-
timador. En algunos casos (como la estimacién del
promedio), este estimador es al mismo tiempo el estlmador
del proceso analégico.

‘en promedio” implica, en este momento, examinar la distri-
pucién de muestreo del estimador.

- por ejemplo, si queremos estimar la varianza de una va-
rlable en la poblacion por medio de los datos de la muestra, y
si aplicamos la féormula del método analégico

-—Z(x ~-n, )

podemos demostrar que obtenemos un estlmador sesgado: en
caso de repetir el calculo con muy grande nimero de mues-
tras (un infinidad), el resultado seria, en promedio, diferente
de la verdadera varianza. Es la razon por la cual usamos de
preferenma un estimador corregido con tal de eliminar el ses-
cro la férmula de este estimador no segado es

=L

De la misma manera, el estimador de la covarianza me-
diante la férmula del método analégico

: )
-Z(x,. —mx)(y,. —m,
n4

da un estimador sesgado de la covarianza entre x e y en la
poblacion, mientras que

P mx)(y,- - my)

es un estimador no sesgado.

Propiedades deseables”

Los estimadores son variables aleatorias de modo que sus
propiedades son las propiedades de su distribuciéon de mues:
treo.
2. Eficacia relativa: los estimadores “best unbiased”. En el
universo de las muestras posibles, los resultados que cual-
quier estimador no sesgado arroja y apuntan en promedio
hacia el objetivo que constituye el valor del parametro que se
pretende estimar. ;Como escoger, en estas condiciones, entre
dos estimadores no sesgados? Es obvio que se escogera el es-
timador que apunta mas al centro del objetivo y se evitara el
estimador que arroja resultados més dispersos.

1. Ausencia de sesgo. Entre las propiedades deseables de un
estimador, la ausencia de sesgo es de suma importancia. Un
estimador no sesgado es un estimador cuyo valor ser4 en:
promedio igual al valor del pardmetro estimado. La expresion

" Referencias: Wonnacott y Wonnacott (1992, pp. 262-266, 275-276);
Freund (1962, p. 215-220).
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_ Técnicamente, esta propiedad se traduce de la manera si-
guiente: si un estimador es suficiente entonces la probabili-
dad de la muestra (su verosimilitud) dada el valor estimado
s independiente del valor del pardmetro.

Es justamente la varianza que mide la dispersién de una
variable aleatoria alrededor de su promedio. Llamamos “va
ri.anza de muestreo” la varianza de un estimador en la pobla-
cién de las muestras posibles (es la varianza de |,
distribucién de muestreo); la raiz cuadrada de la varianza de
muestreo constituye el “error de muestreo” (sampling error),
Se dice que un estimador no sesgado es més eficaz que otrg
cuando su varianza de muestreo es inferior a la varianza del
otro. '

Llamamos “best unbiased” un estimador no sesgado cuya
eficacia relativa es superior a la eficacia de cualquier otro es.
timador no sesgado. Esta misma apelacién se usa de manera
mas restrictiva para una clase dada de estimadores. Por ejem- ,'
plo, en la clase de estimadores cuyo valor es una funcién |
neal de los datos, el estimador que detenta la mejor eficacia
relativa es conocido como el “Best Linear Unbiased Estima-
te” o “BLUE”. ‘

9.2.3.3 La légica fundamental de las pruebas de hipdtesis”
Volvamos a examinar el esquema del método cientifico estu-
diado en el apartado 2-2.1. La légica fundamental de este
proceso es el siguiente: ,
_e. Si una teoria (0 un modelo o una hipétesis) es verdade-
ra, entonces sus implicaciones son también verdaderas.
o Por lo tanto, si las observaciones contradicen las im-
plicaciones de una teoria, esta teoria no es verdadera;
es falsa.
" Con este razonamiento, se pretende aclarar algo de suma
importancia: jsi las observaciones no contradicen las impli-
caciones de una teoria, este hecho no nos da el derecho de
concluir que esta teoria es verdadera! Con mas precision, pa-
ra poder concluir que esta teoria es verdadera, es necesario
que no exista otra teoria posible que sea compatible con las
observaciones. En la practica, esta condicién es tan exigente
que nunca se cumple.
~_En resumen, al momento de confrontar las implicaciones
de una teoria con las observaciones, se rechaza la teoria
cuando las observaciones contradicen las implicaciones; en el
caso contrario, cuando las observaciones no contradicen las
implicaciones, no se puede todavia confirmar la teorfa, s6lo

queda en la categoria de “no rechazada”.'®

3. Convergencia. Otra propiedad deseable de un estimador es
que su precision sea superior en cuanto la muestra sea de ta-
mafio mas grande o, dicho de otra manera, que su varianza de
muestreo sea mas pequefia cuando la muestra es mas grande.
Se dice que un estimador es convergente si su varianza de
muestreo tiende hacia cero cuando el tamafio de la muestra
tiende hacia el infinito (la distribucién de muestreo tiende a
concentrarse en un solo punto).

4. Suficiencia. Finalmente, un estimador es suficiente cuando
incorpora toda la informacion contenida en la muestra con re-
lacion al parametro que se pretende estimar; en cuanto se cal-
culé el valor del estimador (a partir de los datos de la
muestra), no se podra aprender algo mas sobre el valor del
pardmetro aunque se examinen nuevamente los datos de la
muestra.

* Referencias: Blalock (1972), cap. 8, “The fallacy of affirming the conse-
quent”.

1% personalmente prefiero la expresion “no rechazada™ en lugar de la pala-
bra “aceptable” que usa Wonnacott y Wonnacott (1992) por el riesgo de
pasar de la categoria “aceptable” a la categoria “aceptada”, que no es lo
mismo. Se reconocers, aqui un parentesco con el falsificasionismo poppe-
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observador acabara por concluir que estas observacio-

Es esta misma logica de rechazo/no rechazo que prevalece !
‘ nes no son compatibles con su hipotesis.'”’

en los tests de hipdtesis. Sin embargo, existe una diferenciy
capital: en los tests de hipdtesis, la relacion entre las hipétegis En este ejemplo, nuestro viajero se contentara, de seguro,
y la muestra observada es aleatoria, lo que implica que el 1. con un enfoque intuitivo. En caso de los tests de hipdtesis,
zonamiento ya no puede ser determinista sino mas bien pro. est4 claro que se formaliza mucho mas el proceso; en particu-
babilista. : lar,

En una légica determinista, una observacidn es compati-
ble con la hipétesis o no lo es, es decir, no existe un punto -
termedio. En la l6gica probabilista, una observacién es mas o
menos compatible con la hipétesis: cuanto mas improbable
una observacion mientras que se supone la hipétesis verdade.
ra, menos compatible con la hip6tesis.
Para ilustrar esto, ensefiaremos un ejemplo un tanto caricaty-
ral:

¢ Se debe cuantificar las probabilidades de las cuales tra-
ta el razonamiento. (Si bien se sabe que el dromedario
no es parte de la fauna australiana, ;jcuél es la probabi-
lidad exacta de, no obstante, encontrar un dromedario?
¢De encontrar dos? ; Tres?);

e Se debe tomar la decision de rechazar la hipétesis bajo
criterios precisos, definido de antemano (;cudl es la
probabilidad arriba de la cual decidiremos que las ob-
servaciones son incompatibles con la hipotesis?)

Es la primera de estas dos exigencias la que, por mucho,

causa grandes dificultades tanto conceptuales como practicas.

En cuanto a la segunda, veremos que es, ni mas ni menos,

una exigencia de transparencia.

Consideremos la hipétesis de que el dromedario no es
parte de la fauna salvaje del continente australiano.
Supongamos que un viajero, con gran estupefaccién,
encuentre un-dromedario sin amo en el desierto austra-
liano. Esta observacion contradice su hipétesis. Sin
embargo, este dromedario pudiera haberse escapado de
un circo o de un zooldgico o bien pudiera ser un espe-
Jismo. La observacién de un dromedario no es imposi-
ble, mas bien es improbable: la observacion de un solo
dromedario o hasta de algunos no podria considerarse
como incompatible con la hip6tesis. Ahora bien, su-
pongamos que el mismo viajero ubique dromedarios
en diferentes momentos. Si la hip6tesis fuese verdade-
ra, estas repetidas observaciones serian extraordina-
riamente improbables. Al paso de tiempo, el

197 1 0s dromedarios salvajes son parte de la fauna de los desiertos austra-
lianos desde que fueron abandonados por caravaneros afganos, quienes los
importaron para asegurar las comunicaciones trans-continentales antes la
construccion del ferrocarril.

riano; para Popper, una hipdtesis que no es posible rechazar i6gica o empi-
ricamente no es “cientifica”.
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CAPITULO 2-3
LAS PRUEBAS DE HIPOTESIS’

2-3.1 INTRODUCCION A LAS PRUEBAS DE HIPOTESIS

Existen varios elementos que forman parte de la formulacién

de un test de hipdtesis:

e La poblacién (con mas exactitud, los parametros de la
poblacién), la cual corresponde a la realidad descono-
cida a propésito de la cual queremos probar una hip6-
tesis...

o La hipotesis, la cual es un enunciado con relacion a es-
ta poblacién (con mas exactitud, con relacion a uno o
varios pardmetros de esta poblacién) y de la cual no se
sabe si es verdadera o falsa.

e La muestra, es decir el conjunto de las observaciones
obtenidas de la poblacién a partir de las cuales busca-
remos decidir'® si consideramos la hipétesis como
verdadera o falsa.

* Referencias: Wonnacott y Wonnacott (1992, cap. 9) presentan los tests de
hip6tesis una vez que presentaron la estimacioén por intervalos (intervalos
de confianza). En estas condiciones, no es posible establecer un paralelis-
mo perfecto entre el manual de estos autores y el presente documento.

1% Observe que decimos claramente “decidir’ y no “determinar”. De
hecho, para “determinar”, necesitariamos llegar a una certeza. Por lo con-

241




* Lavariable-test, la cual es una estadistica de la muestr,’
que se usara para decidir si consideramos la hipétegi
como verdadera o falsa. :

 La probabilidad, la cual, en este contexto, es una megj.
cién inversa'® del grado de incompatibilidad del vajq,
observado de la variable-test con la hipdtesis.

e El nivel de significancia, el cual es el umbral de pro-
babilidad critica abajo del cual se decide que se juzga-
ran las observaciones (en sus formas resumidas en |3
variable-tests) lo suficientemente improbables comg
para ser incompatibles con la hip6tesis.

Estos elementos asi como las relaciones que los unen se re-
presentan en el diagrama 2a.

Diagrama 22

La légica de los tests de hipdtesis

Hipotesis

Poblacion
(parametro)

¢, Valor
compatible?

® Probabilidad = medicién )
de compatibilidad

e Nivel de significancia = A
criterio de decision
(no “determinacion™)

Muestra

r . . " t
(estadistica) Variable-tes

seguro de no cometer un error.

19% iCuidado con Ia doble negacién! Cuando mas grande estd la probabili-
dad, mas el valor observado es compatible con la hipétesis, por consiguien-
te, cuando mas pequeiia esta la probabilidad, més el valor observado tiende
a ser incompatible con la hipétesis. La probabilidad es efectivamente una
medicion inversa de la incompatibilidad. 3

trario, podriamos, en dado caso, “decidir” rechazar una hipétesis sin estar’

En caso de pretender formalizar el ejemplo de los drome-
darios australianos, podemos decir que:
e la poblacién estudiada es la fauna australiana salvaje;
o la hipétesis para probar es que el nimero de dromeda-
rios en esta fauna es nulo;
e la muestra se constituye del conjunto de animales ob-
servados hasta el momento del test;
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e la estadistica usada es el namero de dromedariog
servados.
’Pero dejemos de un lado este ejemplo, pues desarrollar]
mas no serfa muy congruente puesto que lo que hace falta en
este ejemplo es la posibilidad de medir el grado de incompa
tibilidad entre el valor observado de la variable-test y Ia hip6
’_fesis. De manera concreta, en el caso de los dromedarios, ¢
imposible construir un enunciado del tipo “Ubiqué X dror’ne
darios hasta el momento. Supongo que el dromedario no es
parte de la fauna salvaje australiana (o sea que supongo que
lc?s que vi eran animales escapados de un zoolégico o de un
circo). Si mi suposicién es cierta, la probabilidad de obsewar:
X dromedarios escapados son de ¥ en un millén”... En un test@
de hipétesis, es necesario poder cuantificar este Y. -
- Durante la formulacién de un test de hipétesis, el meollo
del problema es la seleccion de una variable-test. Es tan cier- -
to que varias de las variables-test que se usan con frecuencia
llevan el nombre de su inventor (Student,'® Fisher, Durbin-
Watson,...). Una variable-test debe poseer varias propiedades:
indispensables: :
1. El valor de una variable-test depende, al mismo tiem-
po, de los datos de la muestra y de la hipétesis que se
quiere probar. |

ob

En efecto, la variable-test constituye el enlace entre el
modelo (la hipétesis que se quiere probar) y las obser-
vaciones. Mide, en cierto modo, la distancia o la disi-
militud entre las observaciones y las predicciones del
modelo o de la hipdtesis.'"! La variable-test no tendria
ninguna utilidad si no fuera que incorpora la informa-

"% Student (estudiante) es seudénimo matemdtico W.S. Gossett (1876-
1937).

Plt‘tp://wwyv-gap.dcs.st—and.ac.uk/~histcry/Mathematicians/Gosset.html
.Es evidente con el Chi-cuadrado de Pearson que se utiliza para el test
de independencia en los cuadros de contingencia. Vea 4-1.
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cion contenida en la muestra, es decir si su valor fuera
independiente de las observaciones. No seria tampoco
de gran utilidad si su valor fuera lo mismo no impor-
tando la hipétesis especifica que se quisiera probar.
Mas bien, la variable-test debe permitir diferenciar en-
tre las hipotesis que decidimos rechazar y las que deci-
dimos no rechazar.

Se debe poder calcular el valor de la variable-test, es
decir que no debe depender de valores desconocidos
sino, mas bien, tnicamente de las observaciones y de
los datos de la hipétesis. '

La variable-test debe tener una distribucién de mues-
treo cuya forma generalizada es conocida y cuya forma
especifica depende del propio contenido de la hipdtesis
que se quiere probar.

Veremos mds tarde con un ejemplo el significado preciso
y concreto de esta tercera propiedad. Mientras, examinemos
un poco el aspecto aleatorio de la variable-test. De hecho, pa-
ra tener una distribucién de probabilidad (su distribucién de
muestreo), es necesario que la variable-test sea un variable
aleatoria. En cambio, acabado el sorteo de la muestra, los va-
lores observados ya no son aleatorios sino, mas bien, fijos
(asi como el nimero de dromedarios detectados, una vez que
hayan sido contados). La contradiccién existe solamente en -
las apariencias en cuanto recordemos la distincion entre una
variable aleatoria y los valores que puede tomar. En efecto, la
muestra sorteada es s6lo una de las muestras posibles. A cada
una de ellas corresponde un valor de la variable-test (es poco
probable que otros viajeros o el mismo viajero en otro mo-
mento hubieran visto el mismo niimero de dromedarios). An-
tes de sortear la muestra, existia por lo tanto una multitud (y
en algunos casos, una infinidad) de valores posibles de la va-
riable-test. En otras palabras, imaginando que nos encontra-
mos justo antes del sorteo, entonces la variable-test es, por lo
tanto, claramente una variable aleatoria a la cual se asocia
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una distribuciéon de probabilidad (la distribucién de myeg
treo). ’

Este concepto no es tan exdtico como parece y para de-

~ ci6n y la muestra. Esto implica que la seleccion de una varia-
‘ple-test y la especificacién del modelo de muestreo van de la
‘mano. El modelo de muestreo contiene, usualmente dos ele-

mostrarlo, los lingilistas gustan citar este ejemplo de dos tity- . mentos:
los de periddico: V e Una hipétesis en cuanto a la forma general de las leyes
de probabilidad que rigen el fenémeno estudiado en la
' Hombre mordido por un perro i poblacion.

o La especificacion del proceso de muestreo.

~ Una vez que se determiné la probabilidad de lo que se ob-
serv6, siempre y cuando se supone que la hipétesis es verda-
dera, sélo falta decidir si el resultado conduce o no al rechazo
de la hip6tesis. Para determinar esto se compara esta probabi-
lidad con el umbral de probabilidad critica, escogido previa-
‘mente, abajo del cual pensamos que las observaciones son lo
suficientemente improbables para ser incompatibles con la
hipétesis. Este umbral critico se llama nivel de significancia
porque es el nivel de probabilidad debajo del cual se decide
considerar el desacuerdo entre las observaciones y la hipote-
sis como estadisticamente significativo.

A fin de quedar con las ideas bien claras, se formaliza el
argumento 16gico del test de hipétesis clésico en el cuadro
que sigue. En este enunciado, los términos en cursivas y entre
corchetes son las “variables” del argumento. Para aplicar el
argumento a un caso particular, se reemplaza estas variables
con los datos pertinentes del caso particular. Por consiguien-
te, se presenta un poco el argumento como una féormula ma-
tematica donde calculamos el resultado con reemplazar las
variables por su valor. Una tabla subsiguiente presentara el
“yalor” que debe tomar cada “variable” para aplicar el argu-
_mento al test de una hipétesis simple sobre un promedio.

I Perro mordido por un hombre |

En los dos casos se emplean las mismas palabras; s6lo se
modificé un tanto su orden. Entonces, jpor qué el segundo ti-
tulo es digno de la portada de la seccion de policia de Lq
Prensa'? y no el primero? Claro esta que el segundo relata un
evento sorprendente, sorprendente porque su probabilidad ex
ante era muy pequefia. . :

De la misma manera, consideramos a una persona que
acaba de ganar la loterfa como una persona con mucha suerte
s6lo porque, ex ante, la probabilidad de que fuera ella era
muy pequefia. '

Resumiendo, la distincion entre el valor observado y su
distribucién ex ante es andloga a la distincién entre lo que
efectivamente acontecié y lo que esperabamos. Siendo poe-
tas, podriamos decir que el evento que se realiza no borra el
recuerdo de lo que se esperaba de él sino todo lo contrario, la
sorpresa nace del choque entre los dos.

Para efectuar un test de hipdtesis es necesario, por lo tan-
to, poder medir la sorpresa, es decir, determinar, suponiendo
que la hipdtesis que queremos probar sea verdadera, cudl era
la probabilidad de observar lo que observamos antes de ob-
servarlo (lo cual se resume con la variable-test). Para poder
determinar esta probabilidad, se tiene que definir un modelo
de muestreo, es decir un modelo de la relacion entre la pobla-

N2 s . . . -
Diario de circulacién nacional en México.
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Argumento del test de hipétesis clasico

Modelo de muestreo, hipétesis y implicacioneg
(silogismo) i
Si es cierto {modelo de muestreo},
entonces {variable}'" tiene la distribucién {distri-
bucion de muestreo}. V
Ahora bien

si es cierta {hipdtesis},

entonces {variable} es igual a la estadistica {va-
riable-test}.

Por lo tanto

si son ciertos a la vez {modelo de muestreo} y
{hipotesis},

entonces {variable-test} tiene la distribucién {dzs-,
trzbuczon de muestreo}.

2. Regla de decision: definicién de la zona de rechazo
Se rechazard {hipdtesis} si el valor observado de {va-
riable-test} pertenece a un conjunto de valores extre-
mas cuya probabilidad es inferior o igual a {nivel de
significancia}.'*
Teniendo

o ladistribucion {distribucion de muestreo},
e la orientacién del test (bilateral o unilateral, a

hipétesis complementaria Hy),

" el conjunto de valores extremos que tiene una probabi-
lidad igual al {nivel de significancia} se define con
{zona de rechazo}.

3. Decision
Ahora bien, el valor observado de {variable-test} {for-
ma / no forma} parte del conjunto de valores extremos
que se define con {zona de rechazo}.
Por lo tanto, la regla de decisidn seleccionada lleva a
{rechazar | no rechazar} {hipctesis}.

la derecha o a la izquierda, dependiendo de la

'3 Esta variable, ni es una estadistica, ni es un parametro. No es un estadis-
tica porque su valor depende de parametros pero, tampoco es un pardmetro
ya que su valor depende también de una estadistica.

"'* Seria mas sencillo hablar en términos de la probabilidad del valor obt
servado. Sin embargo, se trata de una variable aleatoria continua lo que
implica que la probabilidad de un valor especifico es infinitamente peque-
fia. Esta es la raz6n por la cual se razona en términos de un conjunto de va-
lores extremos que se define con uno o dos valores criticos (dependiendo si
se hace un test unilateral o bilateral).
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2 3.2 CASO MODELO: UN TEST DE HIPOTESIS SIMPLE
SOBRE UN PROMEDIO

Ahora que expusimos la l6gica fundamental de los tests de
hipétesis, examinemos cuales son las etapas a seguir para
aplicar esta légica. Lo haremos basindonos en un caso mode-
lo: un test de hipdtesis simple sobre un promedio.
Ejemplo:
queremos estudiar el tiempo que pasan los habitantes de la -
Isla de Montreal en escuchar la radio. El indicador posible
(la variable x) podria ser el nimero de minutos durante los
cuales un individuo escucho la radio el miércoles 23 de
septiembre 1998. El promedio desconocido . podria ser

el nimero promedio de minutos de audiencia radiofénica
de los habitantes de la Isla de Montreal ese dia.'” En

"5 Observe que el promedio buscado podria ser, por ejemplo, el niimero
promedio de audiencia radio durante un miércoles cualquiera del periodo
del primero de septiembre al 30 de octubre de 1998. Este promedio dife-
rente se refiere, también, a una poblacién diferente. Sin embargo, si todas
las observaciones se efectuaron el miércoles 23 de septiembre. la muestra
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cuanto a la muestra, supondremos que encierra 25 obse
vaciones y que el tiempo promedio de audiencia de 5
muestra es igual a 110 minutos, con una desviacién estan.
dar s, = 20. La hipdtesis que se quiere probar podria ser
que, en promedio, los habitantes de Montreal escucharop
la radio este dia durante cien minutos:''®
HO Ny 100
De manera mas general, queremos estudiar en una poblai
cién dada, una caracteristica que se representa con la variable
x. Nos interesa g, el promedio de x en la poblacién. Este

Diagrama 2b

La légica de los tests de hipotesis

Hipotesis
Hy: 4=100

Poblacién de la
isla de Montreal Lo

(parametros : 4, 0, ...) l

LValor/
compatible?

&)

promedio g, es desconocido. Sin embargo, disponemos de
una muestra obtenida en la poblacion y podimos calcular m,,

el promedio de x en la muestra. Se trata, ahora, de probar la
hipétesis Hy que el “verdadero” valor del promedio es igual a

un valor especifico dado el cual se reconocera con la letra
griega gamma: .
HO T TY ,

Para complementar la presentacion, el diagrama 2b, como
anexo, es una copia del diagrama 2a pero con los datos de

A 4

nuestro ejemplo de test de hipdtesis simple sobre un prome- Muestra
dio. n=25
Estadisticas: |=———{ Variable-test
m=110
s =20

El meollo del problema:
seleccion de una variable-test

. . I . e ex post valor observado
corre el riesgo de no ser representativa de esta poblacién més amplia, al

menos que se crea que los comportamientos son similares durante todos lo§:
miércoles del periodo seleccionado (aunque hubo mal tiempo el mxercoles
pero no asi el 16...).
18 Esta claro que nadie nos impide testar la hipdtesis que g, = m, = 11
Sin embargo, esta hipotesis especifica no es més que una entre una infin

dad de posibilidad. ‘

Para medir la sorpresa:
un modelo de muestreo
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forma cambia un poco con el valor de # tal como lo ilustra la

Las diferentes etapas a seguir para probar una hlpotes,s
son las siguientes:
1. Seleccionar una variable-test; .
2. Verificar que el modelo de muestreo asociado a esta
variable es aceptable;
calcular el valor de la variable-test;
. seleccionar un nivel de significancia;
detectar los valores criticos de la variable-test (zona
de rechazo);
6. comparar el valor de la variable-test con los valores
criticos y tomar la decisién de rechazar o no la hipéte-
sis
Veamos ahora con mas detalle en qué consiste cada una de
estas etapas en nuestro ejemplo.

figura 3: Se dice que esta variable posee una distribucién de
Student con n — 1 grados de libertad.'”.

Figura 3
- Comparacion entre la distribucion de Student y la normal
seglin el nimero de grados de libertad
Funcién de densidad

05"

O

2-3.2.1 Primera etapa: seleccion de la variable-test

Por el tipo de usuarios que somos, no podemos pensar en in-
ventar por completo una variable-test. Mas bien, se trata de
seleccionar una entre las que pone a nuestra disposicion la es-
tadistica. En este caso particular, se aplicara el test de Stu-
dent, el cual usa la variable-test que sigue:

-+~ 5 grad.lib. — 30 grad.lib. x Normal

n p—
Ly = .___“._._y__

( «/E) ,
La seleccion de esta variable se justifica puesto que, bajo-

ciertas condiciones (las examinaremos mas tarde), la variable
m,— U,

mos con el nombre de distribucién de Student. La distribu-
cién de Student se parece a la distribucién normal pero su

Se calcula, por consiguiente, el valor de la variable-test
con simplemente sustituir el valor y con s en la férmula an-

terior. De esta manera se puede afirmar que si la hipdtesis Hy
es verdadera, entonces y= 1.y la variable-test posee, una

posee una distribucién conocida la cual designa- distribucion de Student con n — 1 grados de libertad:

" No obstante, para valores de » superiores a 30, la distribucion de Stu-
dent se asemeja lo suficiente a la normal para considerar, con frecuencia,
que la variable posee una distribucién aproximadamente normal.
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Las condiciones que siguen son suficientes''®
e En la poblacién, la variable x posee una distribucién
(aproximadamente'”®) normal con un promedio g, y

Si Hy es verdadera, entonces ¢, | =

_m -
(/ ) (5)

Es importante observar que, en formula de calculo de [,
variable-test #, _;, la desviacién estandar que se emplea eg

una diferencia tipo o, desconocido.

e La poblacion es de gran tamafio y en ella se sorted una
muestra aleatoria simple de tamafio 7.

Estas condiciones constituyen un modelo de muestreo que
especifica la forma general de la distribucién de la probabili-
dad de x en la poblacién y el tipo de muestreo. En cuanto a la
distribucién de probabilidad de x, puede ser un hecho decla-
rado o una hipétesis dependiendo del contexto. En cuanto al
tipo de muestreo, se tom6 claramente la decision al momento
“de la constitucién de la muestra: en una muestra aleatoria
simple, cada individuo tenia la misma probabilidad de formar
parte de la muestra.

Es responsabilidad del investigador decidir si las condi-
ciones que constituye el modelo de muestreo son aceptables.
No se aplica el test sobre el modelo de muestreo, por lo tanto
no se cuestionard mas en el marco de este test.'”™ El test se
aplica inicamente sobre la hipétesis H,.

efectivamente la desviacion estindar de la muestra

2= ( -m, )

n—1
y no la desviacion estandar de la poblacién

s I oy
ot =23 )

Es posible verificar que esta variable-test posee las cuali-
dades de requisito. Para empezar, su valor depende al mismo
tiempo de los datos de la muestra (m,, s,, y #) y de la hipéte-

sis que se quiere probar (7). Luego, este valor no es una in- ;
cognita puesto que se puede calcular. Finalmente, esta
variable-test posee una distribucion de muestreo cuya forma
general es conocida (distribucién de Student) y cuya formar
particular depende de que trata la hipétesis (el promedio 1, ).

2-3.2.2 Segunda etapa: ;Es aceptable el modelo de mues-

P ''8 Estas condiciones son suficientes pero no necesarias. En caso que estas
reo!

condiciones se realicen y que H, sea verdadera, entonces la variable-test 4,.,
tendrd una distribucion de Student. Sin embargo, existen otros grupos de
condiciones bajo las cuales la variable-test #,_, tendrd tamblen una distribu=
cion de Student.

""" Es imposible que la variable tenga una distribucién exactamente nor-
‘mal puesto que no puede tomar valores negativos cuando una variable
normal si puede.

120 Es cierto que existen tests de “nivel superior”, para nombrarlos de algu-
na manera, que se aplican sobre algunos aspectos del modelo de muestreo.
Sin embargo, estos mismos tests se basan en modelos aleatorios mas gene-
rales, los cuales a este nivel, no se cuestionan. Es posible imaginar un test
del modelo de muestreo del test del modelo de muestreo... No obstante.
poco importa la “altura” del nivel al cual nos elevamos, siempre existira en
el nivel superior un modelo de muestreo que no se cuestiona.

Escogimos el test de Student porque, bajo ciertas condicid—i ‘
nes, la variable

m,— M,

(/)

posee una distribucion de Student. ;Cuales son, pues, estas
condiciones? '
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2-3.2.3 Tercera etapa: cdlculo del valor de la variable-tesy

Una vez seleccionada la variable-test, solo basta calcular g

valor al reemplazar los simbolos por su valor numérico.
En nuestro ejemplo del tiempo de audiencia radiofdnicy
Y

el tamafio de la muestra es de n = 25, el promedio de x en I3

muestra m, = 110 y la desviacion estandar s, = 20; la hipéte-
sis que se quiere probar es

Hy: =100
m,—y 110-100

) B

2-3.2.4 Cuarta etapa: seleccion del nivel de significancia

Entonces, 1,, =

Debemos, ahora, seleccionar un umbral de probabilidad criti-

co abajo del cual juzgaremos que las observaciones son lo su=:
ficiente improbables como para ser incompatibles con la

hipétesis. Los valores que mas se emplean en ciencias socia-
les son 1%, 5% y 10%. Para nuestro ejemplo, se tomara 5%.

2-3.2.5 Quinta etapa: detectar los valores criticos de la va-
riable-test (zona de rechazo)

Siguiendo, consultemos una tabla estadistica (vea al final del

capitulo la “Tabla de valores criticos del test de Student”).

Con esta tabla, nos enteramos que, con #— 1 =24 grados de

libertad, existe una probabilidad de 0.05 (o sea, de 5%) que
tyy <=2.064 o que £y > 2.064

De manera general, la tabla estadistica del ¢ de Student’

nos entrega los valores criticos &
n— 1 grados de libertad, existe una probabilidad de & que
< —9)1—](0‘) ot, 1> +9n-1(a)

lp-1
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)—1() para los cuales, con

‘Nota: Algunos autores emplean la anotacién ¢ para

a,n—1
-designar los valores criticos de la distribucion de Student;.
En esta anotacién, o es el nivel de significancia (aqui,
0.05) y n— 1 es el nimero de grados de libertad (aqui, 24).
Para evitar cualquier confusion entre los valores criticos y
la variable-test misma, evitaremos esta anotacion y, mas

bien, designaremos los valores criticos con 8,_(): aqui

en nuestro ejemplo.
6,4(0.05) =2.064

2—3.2.6 Sexta etapa: comparacion del valor de la variable-
test con los valores criticos y toma de decision

En este momento tenemos en nuestras manos todos los ele-
mentos necesarios para concluir. Calculamos la variable-test
t,_1 =2.5. Con la tabla estadistica, nos enteramos que si H

es verdadera, este valor es bastante improbable, es decir que
la probabilidad de observar un valor tan alejado de cero es de
menos de 5%. Puesto que seleccionamos 5% como nivel de
significancia, decidimos rechazar H,. Esto significa como

conclusion que el promedio de x en la poblacién no es igual a
100 porque pensamos que nuestras observaciones son proba-
blemente incompatibles con esta hipotesis.

De manera general, rechazamos la hipdtesis, teniendo un
nivel de significancia de ¢, si f,_; < -6,_{(@) o t,_| >

+9,l_1(0£).

Esta claro que si el valor de la variable-test no hubiera re-

basado los valores criticos (lo que hubiera podido suceder
con otra muestra), no hubiéramos rechazado la hipdtesis.

257



Para resumir, seguimos las etapas siguientes:

= Aplicacién del argumento al test
1. Seleccionamos una variable-test que tuviera |ag

de una hipétesis simple sobre un promedio

propiedades de requisitos, es decir el 7 de Student,
2. Examinamos las condiciones bajo las cuales el tes

Formulacion general Ejemplo: n=25; m, = 110;
5, =20; =0,05

de Student se aplica (el modelo de muestreo) y de-

{hipotesis}
cidimos que eran aceptables.

Ho: pe =7 Ho: 42, = 100

3. Calculamos el valor de esta variable-test (f,4 = 2.5)

{modelo de muestreo}
o En la poblacién la variable x tiene una distribucién (aproxi-
‘madamente) normal, con un promedio x4, y una desviacion

estdndar o, desconocidos.

4. Seleccionamos un nivel de significancia (=5 %).
5. Detectamos los valores criticos en la tabla estadisti.
ca: si la hipotesis es verdadera, existe una probabj.
lidad @ de que la variable caiga al exterior del
in_tervalo definido por los valores criticos ~6,_(a)

e La poblacién es de gran tamafio y en ella se sorte6 un mues-
tra aleatoria simple de tamafio...

n l ' 25

6,_1(a) (en nuestro ejemplo, la probabilidad de,
que z‘24 sea inferior a —2.064 o superior a +2.064 es

de 5%). '
6. Comparamos el valor de la variable-test (124 2.5)

{variable}
My = fy 110 -,

) ()

con lOS Valores CrlthOS VlStOS en ]a tabla_ En nues- {dlSﬁ ibucion de muestreo}: distribucidon de Student con...

tro ejemplo constatamos que si la hipétesis fuera n—1 grados de libertad | 24 grados de libertad
verdadera, las observaciones tal como se resumie- {variable-test}

ron en la variable-test hubieran sido improbables tp =5l _110-100_, o
(probabilidad inferior a 5%). Y, puesto que esta (S-\‘ f) (2/,/_)
probabilidad era inferior al nivel de sngmﬁcanma “ 55
seleccionado, rechazamos la hipdtesis. a <{Nivel de significancia}—> :

Orientacion del test = {zona de rechazo}:

. ' . . test bilateral
La tabla que sigue da el “valor” que se necesita atribuir a

cada “variable” en el argumento del test de hipotesis clasico Ha: iy Hi' ;f *‘5’&61400
con el objetivo de aplicar el argumento al test de una hipéte- = b=, () 0 = 1y<—2.064 0
sis simple sobre un promedio. ty1>+6, () 14>2.064

O test unilateral a la derecha
Ha: 272 4,246,420 | Hy:p>100 = 1,>1711

O test unilateral a la izquierda
Hp <y = 1,1<-6,.,20) l Hy @ 11,<100 = 1,,<~1.711
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Examinemos nuevamente el criterio de seleccion del nive] Figura 4

de significancia. ;Qué hubiera pasado si hubiésemos selec. Test de Student (bilateral)
cionado un criterio diferente, 1% por ejemplo? La tabla, ep 15
anexo, nos informa que 6,4(0.01) =2.797 es decir que, con 0.975 (0.9 -
—1 = 24 grados de libertad, la probabilidad que t, < -2.797 0.8
0 que fyy > 2.797 es de 0.01 (o sea 1%). Por consiguiente, s 0.7 -
hubiésemos seleccionado un nivel de significancia de 1%, ¢] 0.6 -
valor de la variable-test (2.5) se hubiera encontrado en el in- 0.5
terior del intervalo delimitado por los valores criticos —2.797 /]
0.4

y +2.797. Asi que, con este criterio mas exigente, no podri
mos rechazar la hipétesis.jSin embargo, esto no significa
tampoco que aceptariamos la hipdtesis!
En términos generales, més pequefio es el nivel de signi
cancia seleccionado, mas grande es el valor critico. En caso
de comparar las decisiones que se tomarian con dos umbrales
de significacion diferentes, es evidente que existen hipétesis,
las cuales corresponden a valores de la variable-test, que.
encontraran arriba del valor critico para el nivel de signifi-
cancia mas elevado pero abajo del valor critico para el nivel
de significancia mas exigente (el mas pequefio). Tales hipdte-
sis se rechazarian con el nivel de significancia mas elevado
(menos exigente) pero no con el nivel de significancia ma
pequefio (mas exigente). F
La relacion entre la seleccion del nivel de significancia
los valores criticos y 1a zona de rechazo se ilustra en la figur,
4. ‘

N
K
[=]
St
N,

Nivel de significancia
a=0.025 +0.025

e hemcsassusnemogenn

Zona de
rechazo ‘ rechazo
ala de-

recha

Como una sintesis, el diagrama 2c es una copia de la es
tructura del diagrama 2a pero integra el conjunto de concep
tos que acabamos de explicitar, los cuales intervienen en u
test de hipotesis.
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Diagrama 2c¢

Método de
seleccion
de la

muestra o

(-

La logica de los tests de hipotesis

Forma de distribu-
cidn de variable en la
poblacién

O

Poblacion
(parametro)

Sorteo

d

!
v 1

V4
Grados

libertad

entra en
el calculo
de...

e

Muestra

(estadistica)

Py

Super-hipdtesis
modelo de muestro

Tamafio de
poblacién
Familia de
distribucio- |
nes (forma -
general)

Parametros

/

Distribucion de muestreo

AN

Variable-test

LN \T/ 7!
(Grado de in-
compatibilidad?
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2-3.3 UN POCO DE TERMINOLOGIA
EN RELACION CON LOS TESTS DE HIPOTESIS'

2-3.3.1 Hipdtesis simple, hipdtesis compuesta; hipotesis nula,
hipdtesis complementaria

Acabamos de exponer el proceso de todos los tests de hipote-
sis simples. Una hipétesis simple es una hipétesis que especi-
fica en su totalidad la distribucion de la variable-test: en la
practica, una hipétesis simple atribuye un valor-Gnico a un
parametro. Una hipétesis que albarca una serie de valores po-

sibles es una hipdtesis compuesta.. Por ejemplo:

e hipdtesis simple: 1, =0
o hipdtesis compuesta: 2, > 0

-~ En un test de hipétesis simple, la hipétesis que se quiere
probar es con frecuencia [lamada la hipétesis nula™ y se de-
signa con Hy. Cuando un test conlleva al rechazo de la hip6-

tesis, implica, logicamente, que aceptamos la hipdtesis

 complementaria (alternate hypothesis) la cual se designa, a
menudo, con Hy. La hipétesis complementaria de una hipo-

tesis simple es, por lo general, una hipétesis compuesta. Por
ejemplo:

L] HO CHE 0

e Hp:p#0

_ "Referencias: Freund (1962), cap. 11.

2! Segiin Knapp (1996), esta expresion tiene varias explicaciones: (1) la

_ hipétesis que se quiere testar es, a menudo que el valor del pardmetro es

nulo; (2) es la hipétesis neutral segiin la cual nada sale de lo ordinario; (3)
con frecuencia, el investigador desea que los datos “anulan™ esta hipotesis

(por lo personal, considero esta ultima explicacion muy ligera).
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2-3.3.2 Nivel de significancia, zona de rechazo y errores g, Situacién (inobservable)
tipo Iy II Hj es verdadera Hy es falsa
Una vez seleccionado el nivel de significancia, el conjuntg ¢ [ Rechazar H Nivel de signifi- Potencia
los valores de la variable-test cuya probabilidad de realiy k- 0 cancia o 1-5
cién se encuentra abajo del nivel de significancia se llama . 3

a
zona de rechazo (o regién critica o zona critica), del test (vea Cﬂi No rechazar Ho (1-a) B

figura 3).

Un test estadistico se basa en un razonamiento probabjl;
ta. Su conclusién no es, por consiguiente, cierta es mas bien
solamente probable. Siempre habra ciertos riesgos al momep.
to de tomar decisiones a la luz de un test estadistico.

La tabla que sigue resume los diferentes tipos de errores
que se puede cometer:

En el habla de la estadistica, el error del tipo I correspon-
de al error que se comete cuando se rechaza la hipdtesis
mientras que, de hecho, era verdadera. La probabilidad de
cometer un error del tipo I es la probabilidad de que la varia-
‘ble caiga en la zona de rechazo aunque Hj, sea verdadera. ;Y

‘cudl es esta probabilidad? jEs, por definicidn, el nivel de sig-
nificancia seleccionado! Si H, es verdadera, la probabilidad

Situacién (inobservable)

¢ de cometer un error del tipo I es el nivel de significancia
seleccionado para el test. La seleccion del nivel de signifi-
“‘¢cancia es, por lo tanto, una seleccion del nivel que se acepta
arriesgar de cometer un error del tipo I en caso que Hy sea

H, es verdadera Hy es falsa

Rechazar H, Error de tipol | Buena decisién

2z

Decision

efectivamente verdadera.
Un error del tipo II consiste en aceptar (mas bien no re-
chazar) una hipotesis cuando ésta es falsa. En caso que Hy

No rechazar Hy | Buena decision | Error de type IT |

sea falsa, la probabilidad Sde cometer un error del tipo II es
- dificil de evaluar dado que existen, en estas condiciones, va-
rias distribuciones posibles para la variable-test. En caso de
poder evaluar esta probabilidad, entonces la probabilidad de
- evitar un error del tipo II (1-/) se llama la potencia del test.

En condiciones ideales, deseariamos un test cuyas proba-
 bilidades de los dos tipos de errores fueran muy pequefias (&
y f pequefios). Sin embargo, podemos lograr entender de
manera intuitiva que, para un test dado, mas o es pequefio y
mas fes grande. En efecto, cuando & es pequefio, la zona de
rechazo es pequefia también, lo que aumenta la probabilidad

En cada una de las situaciones posibles, las probabllldadesyf"
asociadas a estas posibilidades son:.

" Referencias: Wonnacott y Wonnacott (1992, p. 344-345, 349-350 y 354-
357). ‘
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de no rechazar Hy y, por consiguiente, esto aumenta 3 En re.

sumen, la decision que se toma basandose en un test de hipc")-
tesis es una apuesta donde hacemos un compromiso entre dog

riesgos de errores: el riesgo de error de tipo I o el riesgo de

error de tipo II. Un buen test de estadistica es, por lo tanto, up
test que, para cualquier nivel dado de probabilidad de error

de tipo I, posee la mas pequefia probabilidad posible de error

de tipo II; en otras palabras, el mejor test es el test mas poten-
te para cada nivel de significancia.

2-3.3.3 Distribuciones asintéticas”

El modelo de muestreo no siempre permite especificar por

completo la distribucién de muestreo de una variable-test. A

menudo se puede lograr resolver este problema con la distri-

bucidn asintdtica de la variable-test. En efecto, se puede de-
mostrar que varias distribuciones de muestreo tienden a

aproximarse de una distribucién conocida a medida que el ta-

mafio de la muestra aumenta. Esta distribucién conocida se
Hlama una distribucidn asintotica. Cuando la muestra es lo “su-
ficiente grande” se puede tomar la distribucion asintética co-
mo aproximacion de la distribucién de muestreo exacta.

Por ejemplo, la distribucion asintética de una distribucion
de Student es la distribucion normal (vea figura 3). En este:

caso particular. No existen verdaderos problemas y se podra

especificar por completo la distribucién de muestre de la va-
riable-test para cada valor de nimero de grados de libertad.

No obstante, al momento de rebasar un cierto tamaiio de
muestra (y de niimero de grados de libertad que esto implica),

se considera que la distribucioén de Student es tan proxima de
la normal que ya no vale la pena referirse a la distribucién’
exacta. En la practica, cuando la distribucién de Student tiene

" Referencias: Wonnacott y Wonnacott (1992, pp. 224-228).
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_mas de 30 grados de libertad, se estima, con frecuencia, que

la muestra es “lo suficiente grande”.
2-3.4 TESTS UNILATERALES (ONE-SIDED TESTS)

El ejemplo que se present6 en el apartado 2-3.2 era un test bi-
lateral (two-side test). En este test, se concede la misma im-
portancia a las desviaciones tanto hacia arriba como hacia
abajo con relacion a la hipétesis nula.

L

- Sin embargo, en algunas circunstancias, importa s6lo una
de las dos posibilidades. Por ejemplo, supongamos que un

~ comprador quiera asegurarse que un producto respete una
_ norma de calidad promedio. Digamos que se mide la calidad

con un indicador x y que la norma que se debe respetar es que

el valor promedio z, del indicador de calidad x sea, por lo

menos, igual a y. Para decidir aceptar el lote (la poblacion), el
comprador examina una muestra obtenida del lote y calcula
la calidad promedio m, de esta muestra. Estd claro que el
comprador no se decepcionara si la calidad promedio del
producto rebasa la norma. En este caso, la hip6tesis comple-
mentaria no es Hy : 4, # y sino, mas bien Hy @ g, > ¥

Dicho de otra manera, rechazar H significa, para el
comprador, aceptar el lote, es decir aceptar la hipdtesis de
que la calidad del lote rebasa la norma. En estas condiciones,

- la zona de rechazo se sitiia de un solo lado del cero, a la dere-

cha. La l6gica es simple: si m, es lo suficiente grande para
que se rechace la hipétesis Hy : 4, = ¥ entonces, con mucha
maés razon, se rechazara cualquier hipétesis Hy’: g, = y para

cualquier valor 7’ < y. Debemos notar que este razonamiento
induce al comprador para aceptar inicamente el lote cuando
la calidad promedia de la muestra rebasa la norma con un
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Si el umbral significacién que se escogi6 es de 0.005,
con 99 grados de libertad, ¢l valor critico de sitiia entre
2.626 y 2.632 (vea la tabla de los valores criticos del test
de Student)'*. No podemos rechazar Hj y el comprador

no aceptara el lote.

margen suficiente.'” En otras palabras, cuando un compradq
no acepta el lote, no es porque rechaza la hipétesis que el lote
respeta la norma, sino mas bien es porque se siente estadistj.
camente hablando, incapaz de rechazar la hip6tesis de que ¢
lote no respeta la norma.

Por ofra parte, debemos recordar que la aplicacion de yp
test unilateral cambia la relacion entre el nivel de significan
cia y los valores criticos que definen la zona de rechazo. Por
ejemplo, si la zona de rechazo que se usa se define con
thq > 2.064 al lugar de 1,4 <-2.064 o t,4 > 2.064 entonces, la

probabilidad de rechazar H,, mismo si esta hipétesis fuera

verdadera, no es de 5% pero de 2.5%. El nivel de significan-
cia de este test unilateral seria, por lo tanto, de 2.5%. Se ilus-
tra esa situacion en la figura 5a. f

En este ejemplo, la zona de rechazo se encuentra a la de-
recha del cero. Existe, obviamente, circunstancias cuando la
zona de rechazo estaria a la izquierda.

Ejemplo:'™®
Un comprador debe decidir si acepta un lote de 100
000 tubos catédicos. La norma de calidad exigida es que
el tiempo de vida promedio de los tubos del lote sea por lo
menos de 1200 horas. Se efectiian algunos tests en una
muestra de 100 tubos que revelan un tiempo de vida pro-
medio de los tubos de 1265 horas. Teniendo una diferen-
cia tipo de 300 horas, la hipétesis que se quiere probar es-
Hy: o, = 1200

Se define la estadistica tcon

m, — 1265-1200

AR

122 Para un test unilateral con un nivel de significancia igual a «, este mar-
gen es el margen de error bilateral asociado a un nivel de confianza d¢.-
(1-2@). Vea 2-3.4.
12 Se toma este ejemplo de Wonnacott y Wonnacott (1991, pp. 333-334).

=217

1% Claro esta que hubiéramos podido calcular el valor critico exacto por
medio de la funcién TINV del software Excel de la misma manera que se
calculd los valores de la tabla.
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Figura Sa
Test de Student (unilateral)

| O

|
0.8 - 2

0.7 1

0.6 - ,

n '
s T T U ¥ T7
)

3 2 o 0 1 2

Nivel de significancia :
a=0.025

0.5

quierda del valor
critico =0.975

Zona de\
rechazo
a la de-
recha

-3 -2 -1 0 1 2
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El argumento l6gico del test de hip6tesis que se formalizd
en el cuadro al final del apartado 2-3.1 se aplica también a un
test unilateral. Se puede aplicar a un test de hip6tesis unilate-
ral a la derecha efectuando en la tabla del apartado 2-3.2 que
da el “valor” que es necesario atribuir a cada “variable”, la
sustitucion que sigue:

Para un test unilateral a la derecha (H, : 2, > ) con 24
grados de libertad y &= 0.05,

{zona de rechazo} =t,_;>+6,_1(2 @) =1y4>1.711
al lugar de

{zona de rechazo} =t,_; <-6,_(a) o
tn-—-l > +6,,_1(a') = t24 <-2.064 o t24 >2.064

2-3.5 TEST DE PROBABILIDAD CRITICO SIN UMBRAL
DE SIGNIFICADO PRE-DETERMINADO (P-VALUE TEST)"

Los tests estadisticos clasicos se efectiian comparando el va-
lor calculado de una variable-test con los valores de referen-
cias que se encuentran en las tablas. Sin embargo, para varias
variables-tests que se emplean con frecuencia los paquetes de
aplicacién de estadistica procuran hoy en dia el nivel de sig-
nificancia con el cual el valor de la estadistica estaria exac-
tamente al limite de la zona de rechazo.”” Este nivel de
significancia se llama la probabilidad critica (p-value). En la
presentacion de resultados, se procura de mas en mas el valor
de esta probabilidad en lugar de indicar si se rechaza o no la
hipétesis con el nivel de significancia de 1%, 5% o 10%. Es
ésta, una manera de entregar los resultados con un maximo
de transparencia lo cual deja el lector libre de escoger el nivel

" Referencias: Wonacott y Wonnacott (1992, pp. 333-337).
125 En caso de que se trate del 7 de Student, es posible encontrar su valor
con la funcién del logicial Excel.
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de significancia y decidir estar de acuerdo o no con el recha.
zo de la hipétesis. a
En seguida se ilustra el test de probabilidad critica en layy ‘
figuras 5b y 5c; luego, se representa su argumento 16gico en
el cuadro siguiendo el modelo exhibido en el apartado 2-3.1.

Figura 5b
Test de de probabilidad critica (Student bilateral)

] S m e ————
0.990173 5.0 -

0.8 -
0.7 -
0.6

0.5/

0.4 4

opl  [0:009827

U T T T 1

0 1 2 i3

Nivel de significancia
o= 0.009827 + 0.009827

Zona de rechazo
Zona de rechazo

uperficie debaj
de la curva entre ;
los valores criti- :
0.980346 :
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Figura 5¢
Test de de probabilidad critica (Student unilateral)

1.5

0.990173 Fo g -

Argumento del test de probabilidad critica
(test de hipétesis sin nivel de significancia predeterminado)
1. Modelo de muestreo, hipdtesis y implicaciones
(silogismo)

0.8 4 Si es cierto {modelo de muestreo}, ~
- entonces {variable}'” tiene la distribucién {distri-
bucion de muestreo}.
061 Ahora bien
03 si es cierta {hipdtesis},
0.4 - entonces {variable} es igual a la estadistica {va-
03 riable-test}.
0.2 ' Por lo tanto '
0.1 4 si son ciertos a la vez {modelo de muestreo} y
. {hipotesis},
'3 2 _'1 ° 0 1 2 ‘; entonces {variable-test} tiene la distribucion {dis-
: . : ' tribucion de muestreo}.

Nivel de significancia :
a=0.009827

2. Evaluacion de la credibilidad de la hipétesis
Teniendo
o ladistribucion {distribucion de muestreo},
e la orientacion del test (bilateral o unilateral, a

la derecha o a la izquierda, dependiendo de la
hipétesis complementaria Hy),

0.5

Zona de rechazo

el conjunto de valores extremos cuyo limite es definido
por el valor observado de {variable-test} tiene una pro-
babilidad igual a {probabilidad critica}.

Por lo tanto, si es cierta {hipdtesis}

entonces, el valor observado de {variable-test} forma
parte del conjunto de valores extremos con una proba-
bilidad igual a {probabilidad critica}.

Superficie debajo
de lacurvaa la iz-

quierda del valor
critico = 0.990173

-3 -2 -1 0 1 2 3

126 Esta variable, ni es una estadistica, ni es un parametro. No es un estadis-
tica porque su valor depende de parametros pero, tampoco €s un parametro
ya que su valor depende también de una estadistica.
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3. Conclusion:
Se determina si la {probabilidad critica} {es / no es}
suficientemente pequefia para concluir que las observa-
ciones son con toda probabilidad incompatibles con
{hipétesis} para, luego, {rechazar | no rechazar}
{hipotesis}.

Se rechazara todas las hipétesis por las cuales
Ip1< _‘9n~1(a) 0L 1> +€n—-l(a)
o sea, en el caso de nuestro ejemplo,
g <=2.064 0 1,4 > +2.064
El total de las hipdtesis que NO se rechazaria con un nivel de

significancia & se define, por lo tanto, de la manera siguien-
te:

2-3.6 INTERVALOS DE CONFIANZA -6, _(a)< F2]
¥ MARGENES DE ERRORES (ESTIMACION DEL PROMEDIO)’ n-1 Ty <t6,_(a)
o sea, en el caso de nuestro ejemplo,

~2.064 <1,, <+2.064
Al reemplazar 7,_|, obtenemos

En el ejemplo que se exhibio en el apartado 2-3.2, rechaza-
mos la hipétesis que g, =100 con un nivel de significancia
de 5%. Podriamos repetir el test con otras hipGtesis, con
=101, £, =102, .., g, = 110, etc. Al efectuar el test para

m, —

- 9"__] (a) < s y) < +€n-l (a)

(‘\/;

todos los valores posibles, podriamos hacer un inventario de
las hip6tesis que no se rechazarian (es decir, que serian
“aceptables”) con un nivel de significancia de 5%. El conjun-
to de hipétesis que no se rechace con un nivel de significan-
cia dado constituye un intervalo de confianza.™ -
Existe, sin embargo, una solucién mas directa para llegar
al mismo resultado. Se sabe que para cualquier hipdtesis po-
sible del tipo . = % se tendré la variable-test
m.—y

R S

(/)

es decir, en nuestro ejemplo,
10—y

]

* Referencias: Wonnacott y Wonnacott (1992, pp. 286-296).
127 | 4 terminologia estadistica tradicional distinguia entre la estimaci
“puntual” y la estimacion “por intervalo”, esta ultima refiriéndose a los i
tervalos de confianza.

o sea,

0@ )< - < 0@/
—m, =0, (a)(%;) <—y<-m, +6,, (a)(%;)
m 46, (a)(%;) oy >m—0,, (a)[%;)
m, =6, (a-)(%;) <y<m, +0,, (a)(%;)

0, en nuestro ejemplo,
110-2.O64E2%)< y <110+ 2.064(2%)

101.744 < y< 118.256
Asi que, siempre y cuando yno forme parte del intervalo

tn—l -
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([101.744; 118.256] en nuestro ejemplo), la hipotesis no se
rechazara con un nivel de significancia de o (5%). Esto im-
plica naturalmente que se formule la hipdtesis compuesta:

C: m,— 6"—1 (a)(%};J <H <m + Qn—l (a)(%‘j‘

es decir, en nuestro ejemplo, donde 8,_,() = 2.064,
110 —2.064 (20/5) < g1, <110 +2.064 (20/5)

;Cual es la probabilidad de que la condicién C sea verda-
dera? De cierta manera, esta pregunta no tiene sentido puesto
que la muestra misma nos da los valores de 1, s, y n mien-
tras que g, es desconocida pero fija; por lo tanto nada es

aleatorio en el enunciado de la condicién C. Sin embargo, si
imaginamos que estamos justo antes del momento del sorteo
de la muestra,'® sabemos que por cualquier valor fijo pero
desconocido de g, existe una probabilidad de a (5% o 0.05

en nuestro ejemplo), que los valores de m, y de s, extraidos
de la muestra no respeten la condicién C. Dicho de otro mo-
do, antes de sortear la muestra, existe una probabilidad de
(1-c) de que la condicion C se respete (95% o 0.95).

El intervalo

el els)

se llama un intervalo de confianza cuyo nivel de confianza se
define con
1 — a=1 — nivel de significancia

(en nuestro ejemplo, 0.95 =1 — 0.05).

El intervalo de confianza y el nivel de confianza son indi-
sociables. Hablar de un intervalo de confianza sin mencionar
su nivel de confianza, es como reportar el resultado “parcial”
de un juego deportivo con sélo anunciar el nimero de goles

128 B¢ decir, justo antes de conocer los valores de m.ys,.
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que contd uno de los dos equipos sin mencionar el numero de
goles que contd el otro...

De manera paralela, se calcula el margen de error: si se
considera m, como valor estimado de s, diremos que el

s .
margen de error esde +6, _, (a)( %—) con un nivel de con-
n

fianza de 1 — o (en nuestro ejemplo + 8.256 con un nivel de
confianza de 95% o como se acostumbra mencionar en los
reportes periodisticos de sondeo, “19 veces de 20”). Tal co-
mo el intervalo de confianza, el margen de error pierde todo
significado al no ser acompafiado de su nivel de confianza.
Puesto que x, es fijo, no es una variable aleatoria y su va-

lor no depende de una distribucion de probabilidad, no es del
todo riguroso afirmar que el valor del parametro se encuentre
en el intervalo de confianza con una probabilidad de 95%.
Es, de por si, la razén por la cual la estadistica emplea una
formulacion diferente cuando se trata de “confianza” (proba-
bilidad subjetiva). En cambio, es exacto concluir que, al mo-
mento de sortear muestras repetidas de la misma poblacién,
la diferencia entre el valor estimado del parametro y su ver-
dadero valor seria inferior al margen de error'® en 95% de los
casos; es lo que significa el famoso “19 veces de 20” a saber
que, en promedio, de 20 muestras diferentes, habria 19 para
las cuales no se rebasaria el margen de error.

Es importante notar aqui que el proceso de induccion es-
tadistica nos permite formular un enunciado afirmativo en
lugar de un no rechazo. Sin embargo, esta afirmacion, muy
matizada de por si, se infiere de una légica de no rechazo:
afirmamos que, en un conjunto dado de hipdtesis, existe pro-
bablemente una que es verdadera y calificamos este “proba-

% Este margen es, sin embargo, diferente de una muestra a otra puesto su
valor depende de la diferencia tipo de la muestra s,.
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blemente” con una evaluacién de la confianza que se dicta de
manera afirmativa.

El cuadro de la pagina siguiente resume el desarrollo que
permite definir un intervalo de confianza o un margen de
error.

Dos conclusiones se pueden sacar de lo anterior:

1. El ejemplo del promedio muestra con claridad que,

mientras mas el nivel de confianza seleccionado es al-
to, mas el intervalo de confianza ha de ser amplio y
mas el margen de error es grande; es decir, cuanto més
ganamos en confianza, menos precision se tiene.

2. Este ejemplo ilustra, también, cémo la precision de las
estimaciones depende del tamafio de la muestra. Cuan-
do se trata de estimar el promedio al momento de au-
mentar el tamafio de la muestra, el margen de error
disminuye con la raiz cuadrada del tamafio de la mues-
tra.”® La ganancia de precisién es menos que propor-
cional al aumento del tamafio de la muestra: algo muy
parecido a la ley de los rendimientos decrecientes de la
economia, trasladada al campo de la estadistica.

Presentamos las nociones de intervalos de confianza y de
margen de error en el contexto de la estimacion del promedio
de una variable aproximadamente normal, con la ayuda de
una muestra aleatoria simple obtenida de una poblacién de
muy gran tamafio. Esta claro que estas nociones se pueden
aplicar en otras situaciones donde las conclusiones que aca-
bamos de sacar siguen validas.'!

13 Hay, también, una ganancia de precision cuando el nimero de grados de
libertad, asociados al t de Student, aumenta; en la tabla, podemos ver como
los valores criticos 8,_() disminuyen cuando el nimero de grados de li-

bertad aumenta. Sin embargo, a medida que nos aproximamos de 30 grados
de libertad, las ganancias son cada vez menores.

B Aunque las conclusiones siguen siendo validas en otras situaciones, €s
importante recordar que la forma particular de las férmulas depende del
modelo de muestreo que se defini6 en el apartado 2-3.2.

280

Intervalos de confianza y margenes de error

Formulacion general Ejemplo: n=25; m, = 110;
5, =20; a=0,05

{variable-test}
m.—y 110100

by = =25

L=

Hipétesis rechazadas con un nivel de significancia de (5 %)

<=6y 1(@) 0 1,_1>+6,_(a) | 154<~2.064 0 1,,>2.064
Hipétesis no rechazadas con un nivel de significancia de
a(5 %)
—0, (@) < ty_y <+B, () [ ~2.064<1,4<+2.064

nt -Hn_l(a)(%;) <y<m,+6,, (a)(sx/[; ) A

110~ 2.064(2%)< y <110+ 2.064(2%)

110-8.256<y<110+8.256
101.744<y<118.256

Antes de sortear la muestra e independientemente del valor de
m,, existe una probabilidad de (1-a) (95 %) que se respete la

condicion C: ,,, _ e s,
m,~0,, (Ol)( //;) <y, <m +06,, (a)( //;)

El intervalo de confianza...

[mx -6, (a)(%;) g+, (a)(%;)]
fio- 2.064(2%); 110 + 2.064(2%)]

| [101.744 ; 118.256]

...y su nivel de confianza
1—-o=1-nivel de significancia I 0.95=1-0.05

Margen de error con un nivel de confianza de (1-a) (95 %)

EX (a)(%;) l +8.256
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2-3.7 DETERMINACION DEL TAMANO REQUISITO
DE UNA MUESTRA (ESTIMACION DEL PROMEDIO)

¢ Como determinar el tamafio de la muestra en funcion del ni-
vel de precision deseado? En el contexto de la estimacion del
promedio, observamos que el valor del margen de error de-
pende de la desviacion estandar de la muestra s,, de tal mane-
ra que ninguna férmula permite conocer el grado de precision
mientras no se efectue el sorteo de la muestra. A lo miés, se
puede determinar el tamafio necesario para que, en los peores
de los casos, el margen de error esté aceptable. ;Pero qué
queremos decir con “en los peores de los casos™? Es evidente
que el peor de los casos es el caso cuando, en la muestra sor-
teada, la desviacion estandar es la mas grande. Examinemos
esto en detalle.
Vimos que el margen de error se define con

& =‘i0n—-1 (a)(%;’l—)

Buscamos determinar n, el tamafio de la muestra. Las ta-
blas estadisticas nos procuran lo valores de &, ;(2) y el valor
de s, es desconocido en cuanto no se haya sorteado la mues-
tra. Asi que éstos son los pasos que se debe seguir:

1. Decidir el margen de error aceptable &.

2. Escoger el nivel de confianza deseado (1 — ).

3. Detectar en la tabla los valores de §,_;(a) para los di-

ferentes tamariios de la muestra n.

4. Formular con relacién a s, la hipétesis del peor, o sea
del mas grande valor de s,, que se puede obtener en la
muestra.

5. Resolver para n, la ecuacién siguiente.
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Jn=6,, (oc)(s% ) |
o]

Por ejemplo, supongamos que el margen de error acepta-
ble sea de 10 (¢= 10), el nivel de confianza deseado de 90%
(= 10.10) y la hipotesis del peor s, = 20. Tendriamos, enton-

ces:
e [6’ 11 (a)(s%ﬂz - [9r1~1 (0.1 0)(2% 0)]2

n = 4[8,_1(0.10)]?
Puesto que 8, _;() depende de , se trata de una ecuacidn

en forma implicita. Se puede resolver con aproximaciones
sucesivas.

Solucién con aproximaciones sucesivas
Podemos iniciar el proceso de aproximaciones suponiendo
una muestra de gran tamafio (# — o). por el cual la tabla
nos da

6,,(0,10) = 1.645

Entonces

ng = [gn—l (a)(s%)}z = [911~I (0.1 O)]z

no = 4[1.645F =10.8
lo que significa que la muestra podria ser méas pequefia
que el infinito al mismo tiempo que mas grande que 10.8.
En cambio, con z =11 (11 es el primer nimero entero su-
perior a 10.8), tenemos

91 1_1(0.10) = 1812 Yy

n, =4]60,0(0.10)] =4[1.812] =13.1>11
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lo que significa que la muestra debe ser mas grande que
11. Con n=13 (13 es el primer nimero entero inferior a
13.1). tenemos

6y3-1(0.10)=1.782y

n, =416, (0.10)F = 4[1.782] =12.7<13
Esto significa que la muestra podria ser mas pequefia. Sin
embargo con n =12

6;,_1(0.10)=1.796 y

4[6,1(0.10)2 =4 x (1.796)2 = 12.9> 12
Por lo tanto, la muestra debe ser mas grande.
Conclusién: puesto que 12 no es suficiente y 13 es mas
que suficiente para obtener el margen de error deseado, se
necesita una muestra de tamafio 13.

Se puede verificar el resultado calculando el margen de
error: '

£=10_, (a)(%;) = 1.782(2y Jﬁ) =9.885<10

2-3.7.1 Caso en que el margen de error aceptable se fija en
términos relativos

Por lo general, nos interesa mayormente el margen de error
en términos relativos, o sea en fraccion del promedio estima-
do (fraccién que expresamos, con mas frecuencia, como un
porcentaje):

v/

= + ———
m OO

Vemos que el método de determinacion del tamafio de la
muestra requerido es esencialmente lo mismo cuando se des-
ea fijar el margen de error en porcentaje del promedio esti-
mado. La unica diferencia es el hecho de formular la
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hipétesis del peor con relacién al coeficiente de variacion s,
/m,, en lugar de con relacién a la desviacién estandar. La

ventaja de este enfoque es de permitir la construccion de una
tabla de uso general que da el tamaiio de la muestra requerido
en funcién del margen de error relativo aceptable y del coefi-
ciente de variacion.

2-3.7.2 Caso en que el promedio buscado es una proporcién’

Puede ocurrir que no sea facil formular la hipétesis del peor
con relacién a la desviacién estandar o del coeficiente de va-
rianza. No obstante, existe una clase de situaciones que no
requieren de hipdtesis: esto sucede al momento de querer es-
timar una proporcion. Por ejemplo, no interesa saber cual
proporcién de una poblacion es favorable a algin proyecto de
planificacion urbana. Se realiza un sondeo y se define una va-
riable dicotémica que representa las respuestas a las pregun-
tas sobre el proyecto de planificacion.

x;=1 si el sondeado i es favorable

x; =0 si el sondeado i no es favorable
En estas condiciones, tenemos

>

7 Nimero de respuestas favorables

n Niimero total de respondientes

El promedio m, es, por lo tanto, la proporcién de personas
favorables en la muestra; tal proporcién se acostumbra repre-
sentar con la letra p (por la p e proporcién) mejor que con #1,.
Se pretende estimar g, la proporcién de personas favorables

en la poblacién con un cierto margen de error.
Para determinar el tamafio de la muestra requerido, es ne-
cesario especificar lo que llamamos la hipétesis del peor.

" Referencias: Wonnacott y Wonnacott ( 1992, pp. 232-240 y 309-311).
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Ahora bien, es posible demostrar que, para una variable dico-
téomica
2
s=p(1-p)
donde el valor de p se encuentra, forzosamente, entre cero y
uno. Es posible demostrar también que, para todos los valores
de p contenidos entre cero y uno, s, alcanza su méximo cuan-
do p = 0.5 lo cual implica que 5,2 =0.25 y 5, = 0.5. Se resuel-

ve de esta manera el problema para especificar la més grande
desviacion estandar posible.

Nota: Puesto que la variable estudiada es una variable di-
cotdmica, no es posible pretender que tenga una distribu-
cion normal en la poblacién. Siendo riguroso, esto implica
que el test de Student y sus procedimientos respectivos no
se aplican en el caso de una proporcion. Sin embargo, si
se trata con una poblacién de muy grande tamaifio y que,
en ella, se sortea una muestra aleatoria simple, la estadis-
tica matematica nos indica que el test de Student es
aproximadamente valido con la condicién de que z, no

sea muy alejado de 0.5.

Obviamente, existen tablas de estadisticas que procuran el
tamafio de la muestra requerido en funcién del margen de
error aceptable para diferentes hipdtesis emitidas con el mas
grande valor posible de m, (o sea de p).

Hay que tener un especial cuidado con no confundir el
error relativo sobre un promedio que no es una proporcion y
el error absoluto sobre una proporcion. Por ejemplo, se esti-
ma que en promedio el 23 de septiembre de 1998 los habitan-
tes de la Isla de Montreal escucharon la radio durante 120
minutos con un margen de error de doce minutos (con un ni-
vel de confianza de 95%), se calcula un margen de error rela-
tivo de 10% (12/120). Por otra parte, si se dice haber
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estimado al 80%, la poblacion de los habitantes de Montreal
que escucharon la radio durante por lo menos diez minutos el
23 de septiembre de 1998, con un margen de error de més o
menos 10% (con un nivel de confianza de 95%), hay ambi-
giiedad: ;Son 10% de 80% o 10% simplemente? Dicho de
otra manera, jel intervalo de confianza con 95% de nivel de
confianza se extiende de 72% a 88% o de 70% a 90%? Es,
por lo general, la segunda interpretacién correcta, porque
hablar de un porcentaje de un porcentaje es un tanto trastor-
nado (ademas si de hecho el intervalo de confianza se exten-
diera de 72% a 88%, la empresa de sondeo ganaria mucho
con proclamar que su margen de error es de 8% en lugar de
decir que es de 10% de 80%).

2-3.8 OTROS TESTS EMPLEADOS CON FRECUENCIA

Hasta el momento, hablamos del test de Student y de un solo
uso que corresponde al test de una hipotesis simple sobre una
media. Existen otras aplicaciones del test de Student. Por
ejemplo, cuando se compara dos muestras, el test de Student
sirve a testar la hipétesis que los dos promedio son iguales'.
En caso de rechazar la hipétesis que los dos promedios son
iguales, se rechaza automaticamente que los las dos muestras
provienen de la misma poblacién. Tenemos
Ho:py =9

En el caso muy particular cuando las dos muestras tienen el
mismo tamafio », tenemos:

m —my, —0

bypoyy = 5"
(n-1) (S['*"sy )
Jn

Por lo general, si las dos muestras son de tamafio n; y 1, res-
pectivamente:

- 132 Wonnacott y Wonnacott (1992, pp. 299-307).
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my—my—0

t2(n-l) =
J(nl =15, +(n; =Ds,

ny i, —2

mn,

Otro test empleado con frecuencia es el test de 32 (chi al
cuadrado). Puede emplearse para, por ejemplo, probar una
hipétesis simple sobre una varianza. En efecto, en una mues-
tra aleatoria simple sorteada de una poblacién normal de gran

tamafio, la variable
2

R
()
n-1

posee la distribucién del %2 con n — 1 grados de libertad.”* El
cuadro que sigue procura el “valor” que se debe atribuir a ca-
da “variable” en el argumento del test de hipdtesis clasica
con el fin de aplicar el argumento al test de una hipétesis so-
bre la desviacion estindar (vea el cuadro ubicado al final del
apartado 2-3.1).

Mencionemos también el test F de Fisher, del cual trata-
remos al momento de estudiar el anélisis de regresion. La dis-
tribucion F de Fisher depende de dos pardmetros: el niamero
de grados de libertad del numerador y el nimero de grados de
libertad del denominador (el significado de estas dos expre-
siones se aclarara un tanto en el contexto de los tests F sobre
las regresiones). Puede emplearse para, por ejemplo, probar
un coeficiente de correlacion simple. En la hipétesis cuando

el “verdadero” coeficiente de correlacion p=0, la variable-
test

133 Wonnacott y Wonnacott (1002, cap. 17).
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2
rZ

posee la distribucion F' de Fisher con 1 grado de libertad en el
numerador y (n — 2) grados de libertad en el denominador. En
esta expresion, r es el coeficiente de correlacion de la mues-
tra: :
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Aplicacion del argumento al test de una hipétesis simple
sobre la diferencia tipo

Formulacién general Ejemplo: n=25; m, = 110; |
5,=20;,a=0,05

Hy:o.= ¥ <{hipdtesis}— Hg: 0, =70

{modelo de muestreo}
e En la poblacién la variable x tiene una distribucién (aproxi-
madamente) normal, con un promedio £, y una desviacion
estandar g, desconocidos.

e La poblacién es de gran tamaiio y en ella se sorted un mues-
tra aleatoria simple de tamafio...

s <«{variable}— 652

{distribucién de muestreo}: Distribucién del 2 con...

n—1 grados de libertad 19 grados de libertad
{variable-test}
2 S2 2 652
T =75 Ao = 75— =163
4 / 70
A )
a «{Nivel de significancia}— 0.05

Orientacion del test = {zona de rechazo}:
test unilateral a la derecha

Hy: 6272 2p 1221 (9 Hy 1 6,70 = 22,9>30.144
O test unilateral a la izquierda
Hp: 0,<r= 22 1<201(@) Hp @ 0,<70 = #2,4<30.144

2a «{Nivel de significancia}—> 0.10

Test bilateral asimétrico
Hy : 0 #70

= 7219<10.117 0
219730144

HA: O};t}/
:>,12n_1<,152"_1(1—a) o

Zzn—l>xzn~l(a)
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Tabla de los valores criticos del test de student (test bilateral)

Grados de Probabilidad
libertad 0.10 0.05 0.01
1 6.314 12.706 63.656

2.920 4.303 9.925
3 2353 3.182 5.841
4 2.132 2.776 4.604
5 2.015 2.571 4.032
6 1.943 2447 3.707
7 1.895 2.365 3.499
8 1.860 2.306 3.355
9 1.833 2.262 3.250

10 1.812 2.228 3.169

11 1.796 2.201 3.106

12 1.782 2.179- 3.055

13 1.771 2.160 3.012

14

15

16

17

18

19

20

1.761 2.145 2.977
1.753 2.131 2.947
1.746 2.120 2.921
1.740 2.110 2.898
1.734 2.101 2.878
1.729 2.093 2.861
1.725 2.086 2.845

21 1.721 2.080 2.831
22 L.717 2.074 2.819
23 1.714 2.069 2.807
24 1.711 2.064 2.797
25 1.708 2.060 2,787
26 1.706 2.056 2.779
27 1.703 2.052 2771
28 1.701 2.048 2.763
29 1.699 2.045 2.756
30 1.697 2.042 2.750
40 1.684 2.021 2.704
50 1.676 2.009 2.678
60 1.671 2.000 2.660
70 1.667 1.994 2.648
80 1.664 1.990 2.639
90 1.662 1.987 2.632
100 1.660 1.984 2.626
o 1.645 1.960 2.576

Fuente: Valores calculados con la ayuda de la funcion TINV del logicial Ex-
cel.
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CONCLUSION DE LA SEGUNDA PARTE

¢ Qué debemos recordar de todo lo anterior?

Nuestro punto de partida fue el siguiente: los métodos de
induccion estadistica son una expresion matematica de prin-
cipios epistemoldgicos gracias a los cuales se pueden inferir
proposiciones de alcance mas general (con relacion a la po-
blacién) a partir de la informacion que se obtiene de un con-
junto de datos particulares (una muestra).

La idea clave del proceso es que toda muestra no es mas
que un individuo entre la poblacidn, usualmente infinita, de
todas las muestras posibles. Entendemos asi, la naturaleza
aleatoria de la relacién entre la muestra y la poblacién, entre
las estadisticas observadas y los parametros desconocidos.
Sélo la teoria de las probabilidades nos permite delimitar la .
irreducible incertidumbre con el fin de poder hablar con luci-
dez de lo que es la realidad de donde provienen nuestras ob-
servaciones fragmentarias.

Se formaliza el proceso inductivo con el test de hipétesis
cuya légica nos conduce a enfrentarnos con dos problemas
mayores. Para empezar, esta logica de los tests de hipotesis
se fundamenta en el principio de no-contradiccion, es decir
que si las observaciones no son compatibles con la hipétesis
examinada, entonces es necesario decidir no aceptar esta
hipétesis, o sea rechazarla. En cambio, que las observaciones
sean compatibles con la hipétesis no prueba nada puesto que
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existen otras hipétesis que pudieran ser igual de compatibles
con las observaciones. Para llegar a un enunciado afirmativo,
es necesario delimitar el conjunto de hipétesis compatibles,
lo que se logra al definir un intervalo de confianza y un mar-
gen de error.

La segunda dificultad mayor consiste en que la induccion
estadistica es probabilista. La “compatibilidad” no es mas
que una cuestion de grados, es decir que las observaciones no
son mas que mas o menos compatibles o incompatibles con
la hipétesis. Asi que jAdios certidumbre! La conclusion que
se saca de los tests de hipétesis es una decision, la cual no es
impuesta de manera contundente por los hechos. No tomar
decisiones a la ligera se convierte, en estas condiciones, en la
responsabilidad social del investigador.
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ANEXO2-A
RECORDANDO ALGUNAS FORMULAS
COMUNES EN ESTADISTICA

Para una presentacion mas detallada, el lector puede referirse
a Gilles (1994), caps. 3 a 5, asi como los apartados 6.1, 6.2y
8.1. De igual manera, puede consultar el capitulo 2 de Won-
nacott'y Wonnacott (1992).

Nos contentamos aqui con reproducir algunas féormulas de
mediciones entre las mds cominmente empleadas en estadis-
tica. En el caso de algunas de ellas, daremos dos férmulas, es
decir la férmula que se aplica a la poblacién y la otra que se
aplica a la muestra. Acabamos de estudiar en la induccion es-
tadistica las razones que motivan esta distincién (se emplea
para una muestra una formula que produce un estimador no .
sesgado del parametro correspondiente a la poblacion). En
cambio, puesto que la estadistica descriptiva no distingue en-
tre la poblacion y la muestra, es, por lo general, la formula de
la poblacién que se emplea.

Simbologia
n = numero de observaciones
x; = valor de la variable X en la i observacion

y; = valor de la variable Y en la i? observacion
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2-A.1 MEDICIONES DE TENDENCIA CENTRAL Muestra: s, =1/s2

} ‘ : e Coeficiente de variacién
e Promedio ‘ :
) I3
. 1 Poblacion: C, =—%
L. 134 — 2
Poblacion:™ x, _(-’;) Ei X; ( Sy
S
1 Muestra: C, = %
Muestra: m, =(-—)§ x; *
n

e Mediana: es el valor X de la variable X cuando 50%
de la poblacién o de la muestra tienen valores inferio-
res a X mientras 50% tienen valores superiores.

e Modo: en una poblacién o una muestra finita, es el va- :

. . .y 1
lor la mas frecuente de la variable X cuando se agrupan . Poblacién: o, == (x; - 1) - ,)
las observaciones por clases; es la clase con la fre- e
cuencia mas alta; en una poblacién infinita, es el valor:

2-A.3 MEDICIONES DE ASOCIACION

o Covarianza

con la més grande densidad de probabilidad corres- Muestra: s, = -I—IZ(xi —m )y —m ),)
pondiente. (R
e Coeficiente de correlacion simple
2-A.2 MEDICIONES DE DISPERSION ’ -
Poblacién: p,, =—>—, con~1<p,, <+l
e Varianza Ox Ty
Poblacién: o2 = lZ(xi - ) Muestra: r = *o ,con—l <ry, <+l
n f X S, 8

xy

Muestra: s2 = ;-132 (x; —m,)

i

e Desviacidn estindar

Poblacién: o, =4o?

134 | 55 formulas que se exhiben en este anexo se aplican a poblaciones fini-
tas. Se pueden generalizar estas formulas para poblaciones infinitas por
medio del concepto de esperanza matematica.
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INTRODUCCION A LA TERCERA PARTE:
UNA CLASIFICACION DE LOS METODOS
DEL ANALISIS MULTIVARIADO

En un sentido amplio, el analisis multivariado designa un
conjunto de métodos de analisis que tratan mas de una varia-
ble al mismo tiempo. En particular, se requiere del analisis
multivariado para: :

Medir el grado de asociacién entre dos o varias varia-
bles.

Estimar los parametros de una relacion entre dos o va-
rias variables.

Evaluar hasta qué punto las diferencias entre dos o va-
rios grupos de observaciones son significativas.
Intentar predecir a cual grupo pertenece un individuo a
partir de sus demas caracteristicas.

Buscar discernir una estructura en un conjunto de da-
tos.

Varias técnicas de andlisis multivariado necesitan distin-
guir entre las variables dependientes y las variables indepen-
dientes. Las variables dependientes son aquellas cuyo valor
se quiere predecir; se conocen las demés como las variables
independientes.”® Es posible clasificar los métodos de anali-

135 Se encontra abajo una discusién de los términos “variable dependiente”
y “variable independiente”.
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sis en funcién, por una parte, del niimero de variables depen-
dientes e independientes y, por otra parte, de que sean, las
unas o las otras, variables discretas o continuas."®

La tabla que sigue presenta una clasificacion de algunos
métodos de analisis multivariado.

Variable Variables in- M
. . étodo
dependiente dependientes
. ...con?2
2 variables | A ngiis de | dimensio-
' categoricas tabla de nes
Ninguna ~ : .
Mis de 2 contin- ... COn mas
variables gencia  |de 2 dimen-
categdricas siones
Discretas Analisis de varianza o
Continua (categdricas) Regresion multiple
Continuas y/o Reeresién miltiol
‘discretas et multipie
2 : binomial
Categé- |categorias)/Continuas y/of Logito |
rica | Midsde?2 discretas probit ... multino-
categorias mial

Esta parte de la obra trata del anélisis de regresion. El ana-
lisis de regresion es un método de andlisis de los datos que se
aplica cuando nos basamos en un modelo tedrico formalizado
con una relacién entre una variable dependiente continua y
una o varias variables independientes continuas o discretas.

136 Se infiere esto de la escala de mediciones de cada variable (ver cap. 1-
1): las variables categoricas son discretas mientras que las variables racio-
nales y las variables de intervalo se consideran, cominmente, como conti-
nuas. En cuanto a las variables ordinales, pocos modelos son, de manera
especifica, idéneos para su tratamiento; en la practica, se tratan como si
fueran continuas pero, al momento de interpretar los resultados, es impor-
tante tomar en cuenta el hecho de que son variables ordinales.
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La regresion es lineal siempre y cuando la forma funcional de
la relacion sea lineal."’

Antes de empezar de pleno el estudio del anlisis de re-
gresion, examinemos con més detenimiento la distincion en-
tre las variables dependientes e independientes,
particularmente desde el punto de vista del examen de las re-
laciones de causalidad. Los términos “variable dependiente”
y “variable independiente” provienen de las ciencias experi-
mentales cuando el investigador fija de manera “independien-
te” el valor de algunas variables (por ejemplo, la dosificacion
de un tratamiento) con el objetivo de observar luego el efecto
sobre la variable “dependiente”. En un modelo con una tinica
ecuacion, la variable “dependiente” es conocida también co-
mo “enddgena”, es decir que se determina en el interior del
modelo, cuando las variables independientes son exdgenas
puesto que se determinan en el exterior del modelo. Estas
mismas variables independientes son denominadas, también,
“estimuli”; en este caso, las variables dependientes son “res-
puestas”. En inglés, se emplean los términos predic-
tor/criterion, stimulus/response, task/performance, input/output.

Esta multitud de términos es sintomatica de los numerosos
significados conceptuales o tedricos que puede representar la
relacion entre una variable dependiente y una variable inde-
pendiente. Las variables independientes son, a veces, califi-
cadas de “explicativas”. Antes bien, esta expresion requiere
emplearse con prudencia por la fuerte connotacién de causa-
lidad que implica. Es posible que la relacion sea puramente
estadistica, de tal manera que la variable independiente pueda
permitir “predecir” el valor de variable dependiente sin “ex-
plicar” este valor.

137 Cuando no es posible traducir un modelo teérico con una relacion li-
neal, hay que usar la regresion no lineal a la cual se aplica el método de es-
timacion del méximo de verosimilitud.
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Por ejemplo, seria posible observar una relacion inversa
entre la variable dependiente “variacion de las ventas de me-
nudeo de las tiendas de regalos con relacion al mes anterior”
y la variable “variaci6n de la temperatura promedio con rela-
cién al mes anterior”. Parece mas que evidente que no es el
frio el que incita a la compra de regalos sino, més bien, la
llegada de la Navidad. En nuestro hemisferio, esta la casuali-
dad que este acontecimiento coincide con la llegada del in-
vierno, pero en Australia, pasa lo contrario. Ahora bien,
existe efectivamente una relacion causal entre la tendencia a
vestir ropa mas caliente (variable dependiente) y la tendencia
a la baja estacional de la temperatura (variable independien-
te). Lo que nos permite distinguir una relacién causal (la se-
gunda) de una relacién no causal, es el modelo tedrico que
poseemos.del fenomeno.

En particular, esto implica que los tests de hipétesis que
podriamos aplicar a la relacion entre variable dependiente y
variable independiente no serian aptos para demostrar una re-
lacion de causalidad. Lo mas que estos tests de hipotesis nos
permitirian, seria constatar si la hipétesis de causalidad es o
no rechazada por las observaciones. Ilustramos este punto
con el diagrama que presentamos a continuacion, el cual
puede compararse con el diagrama del método hipotético-
deductivo del capitulo 2-2.
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Hipétesis tedrica de causalidad

s

Relacion entre una variable dependiente y
y una variable independiente x
J
Especificacién de la forma de la relacion :
5 y=a+bx

\

Formalizacion
Operacionalizacién
A

N2 .
Confrontacion con las observaciones
(test de hipdtesis)
’ J

(operacionalizacion, medicion)
Hipétesis operacionales

Confrontacion con las observaciones
Si hay contradicci6n revision
o desecho de la teoria o de la
formalizacion o de la operacionalizacion

Para resumir, la relacion entre una variable dependiente y
una variable independiente no es necesariamente una relacién
causal. La interpretacién que hagamos de esta relacion, el
significado que le queramos dar dependen del modelo tedrico
que sirve de punto de partida. Ademas de la relacion causal,
es posible distinguir, en orden decreciente del contenido ted-
rico:
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o Modelos de simulacion, algunas veces llamados mode-
los de previsién condicional, los cuales se apoyan en
un modelo teérico que representa el funcionamiento
del fenémeno'® y que se conciben para contestar a las
preguntas del tipo “;qué pasaria (o qué hubiera pasa-
do) si...?”

e Modelos de proyeccion que buscan contestar a la pre-
gunta “;qué va a pasar si la tendencia se mantiene?” o,
a partir de un modelo mas desarrollado del fendmeno,
“;qué va a pasar si los parametros de las relaciones en-
tre las variables siguen idénticas?”

o Modelos de prevision que, de manera puramente
pragmatica, buscan contestar a la pregunta “;qué va a
pasar?” y que, en funcion de este objetivo, pueden, con
todo derecho, explotar relaciones de simple asociacion
estadistica.

138 E} c6mo més que el porqué de los modelos de relacion causal.
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CAPITULO 3-1
EL MODELO LINEAL GENERAL Y SU ESTIMACION
CON EL METODO DE LOS MINIMOS CUADRADOS

3-1.1 EL MODELO LINEAL EN SU FORMA GENERAL

Para un modelo tedrico determinista, la forma general del
modelo lineal™ se define con

k
Yi=Pixi+ Paxpp +eok Brxy = Zﬂjxij
Jj=1
donde el indice suscrito 7 designa un individuo en la po-
blacién o una observacion en la muestra, y; es la variable de-
pendiente y x;;, X;, ..., X son las variables independientes.
Los coeficientes /5 son los parametros desconocidos del mo-
delo que se pretende estimar.
Por lo general, una de las variables independientes y a
menudo la primera es una constante: x;; = 1 para todo /

Es posible escribir entonces el modelo de la manera siguien-
te:

139 para ser precisos, tendriamos que referirnos a un modelo lineal general
con variable dependiente tnica, puesto que el modelo lineal general puede
contener varias variables dependientes.
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k
yi=Y By xy =P+ By xin+e+ P xik
J=1 .
Se usa la expresion “constante del modelo” para designar
al mismo tiempo la variable independiente cuyo valor es
constante (x;;) y el parametro que se le asocia ((By)-

3-1.1.1 Ejemplo de un modelo lineal

Pretendemos estudiar la relacién que existe entre el tamafio
de la ciudad mas grande (variable dependiente denotaFla
PLAR) y la poblacion total y el PIB per capita del pais (va‘na—
bles independientes denotadas PTD 'y GNPC.’ respectlya—
mente). Uno de los modelos que podriamos considerar, seria:

Si fijamos los valores de los parametros By, £, y.psy sise
conoce la poblacion total y el PIB per cépita de un pais, es po-
sible calcular lo que predice el modelo en cuanto a la pobla-
cién de su ciudad més grande. Por ejemplo, supongamos que
fijamos'’

By =3500
By =0.01
B3=0.1

Presentamos los datos con relacion a Brasil y Costa-Rica
en 1990, extraidos de latabla 1 de Lemelin y Polése (1995):

140 Etos valores son cercanos a los valores estimados con el método de los
menores cuadrados ordinarios que se aplicé a los datos de 1990 que se pre-
sentaron en la tabla 1 de Lemelin y Polése (1995). ~Les valore§ estimados
exactos son ) = 3431, B = 0.01324 y = 0.09375. El coeficiente de de-

terminacién maltiple de la regresion es de 0.26.
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PLAR PTOD PURB GNPC

. (°000)  (*000)  (‘000) ($US)

7 Brasil Sao Paulo 17395 150368 112643 2680
13 Costa Rica San José 1016 3015 1420 1900

A partir de estos datos, el modelo predice que, en 1980, la
poblacién de Sao Paulo era de, en miles:
3500+ (0.01 x 150368) + (0.1 x 2680) = 5272
y la poblacién de San José,
3500 +(0.01 x 3015) + (0.1 x 1900) = 3720
Es féacil darse cuenta que estas predicciones son de muy
mala calidad. La diferencia con los valores observados es de
12 123 en el primer caso y de —2704 en el segundo. Es toda-
via prematuro concluir que el modelo no sirve con sélo dos
observaciones. Sin embargo, podemos sospechar que la rela-
cion lineal no es la més adecuada para el fendmeno que se es-
tudia.
En el ejemplo anterior, el modelo cuenta con tres pardme-
tros. Se asocia a cada pardmetro una variable independiente.
El parametro f; es la constante del modelo, es decir que su

variable independiente asociada es una constante. Asi que si
quisiéramos ser totalmente explicitos, tendriamos que presen-
tan los datos de la forma siguiente:

Cons- PLAR PTOT PURB GNPC
tante  ('000) ('000) ('000) ($ US)
7 Brasil Sao Paulo 1 17395 150368 112643 2680
13 Costa Rica San José 1 1016 3015 1420 1900

Ahora, se escribe el calculo de las “predicciones” como si-
gue:
(3500 x 1) +(0.01 x 150368) + (0.1 x 2680) = 5272
(3500 x 1) + (0.01 x 3015) + (0.1 x 1900) = 3720
Como los demds, se multiplica, entonces, el parametro /3

por el valor de la variable correspondiente. Es importante
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siempre tener en claro que la constante es una de las variables
del modelo, particularmente cuando se cuenta el nimero de
variables independientes (en este caso, tres). Es de igual ma-
nera importante cuando el modelo cuenta con variables inde-
pendientes dicotomicas (nombradas variables mudas) con el
fin de no introducir redundancias en el modelo (vea capitulo
4-2).

Nota:
Algunos autores escriben

u :
yi= Y. Bixj=Po+Bixa+Paxint+ By
j=0
Es la razén por la cual al momento de dar el niamero de

variables independientes, es necesario precisar si incluye
o no la constante (hay k& + 1 = k variables contando la
constante). Este detalle es importante al momento de con-
tar el niimero los grados de libertad que se asocian a algu-
nas variables-test. En este trabajo se incluye siempre la
constante en el nimero de variables independientes (que
indicamos con una k por lo general).

Cuando el modelo no tiene mas que dos variables inde-
pendientes incluyendo la constante, se trata de la regresion
lineal simple:

yi= o+ fx;

Se estudiara aqui solamente el caso general de la regre-
sién lineal miltiple cuyo caso particular es la regresion sim-
ple.
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3-1.1.2 La representacion de las relaciones no lineales en el
modelo lineal

El modelo lineal general permite representar relaciones no li-
neales siempre y cuando sean lineales con relacién a los pa-
rametros o bien linealizables. Algunos ejemplos nos
ayudaran a ilustrar lo que esto significa.

Ejemplo 1: la transformacion logaritmica:

La relacion exponencial
PLAR;=RURB }

1
es lineal cuando tomamos los logaritmos:

Por lo tanto, en estas condiciones, las variables del mode-
lo ya no son PLAR y PURB sino maés bien In PLAR ¥
In PURB.

Lemelin y Polése (1995) estimaron los parametros de esta
relacion; se efectuaron los célculos con los logaritmos nepe-
rianos.'' Se presentan los resultados en la tabla 2 del articulo:
In K=2.067y h=0.636. A continuacién, damos los valores
redondeados para Brasil y Costa-Rica en 1990 que se calcula-
ron a partir de la tabla 1 de Lemelin y Polése (1995):

In PLAR In PURB

(‘000)  (°000)

7 Brasil Sao Paulo 9.76 11.63
13 Costa Rica San José 6.92 726

! Como es posible observar al momento de aplicar los logaritmos nepe-
rianos en la relacién exponencial. El valor estimado del parametro 4 no tie-
ne influencia de la seleccion de la base de los logaritmos (el nimero
trascendental e para los logaritmos neperianos o 10 para los logaritmos
comunes). La constante estimada, Log X o In K, depende, sin embargo, de
la seleccion de la base.

309




A partir de estos datos es posible calcular que el modelo
“predice” que, en 1990, la poblacién de Sao Paolo era de, en
miles:

EXP[2.067 + (0.636 x 11.63)] = EXP(9.46) = 12883
y aquella de San José,
EXP[2.067 + (0.636 x 7.26)] = EXP(6.68) = 800‘ ’

La linealizacion de un modelo con su transformacion lo-
garitmica es un procedimiento frecuente. Se examind antc?-
riormente al momento del ajuste de una curva de tendencia
(vea 1-2.3):

yr=yo (14+7)
llega a ser
log y, = log yg + t log(1+r)
No obstante, en este caso el exponente t es una de las dos

variables independientes del modelo (la ofra es la constante)

y log yt es la variable dependiente mientras que y0'y log(1+
r) son los parametros que sé pretende estlrp’ar. o

En economia se aplica la transformacion logaritmica a la
funcién de produccion Cobb-Douglas, que se define con:

Y,=AKPTE

donde:

Y es la cantidad producida;

K es la cantidad de capital empleado;

T es la cantidad de mano de obra empleada.

A, By C son los parametros. N o
Al momento de aplicar la transformacion logaritmica, el mo-

delo llega a ser lineal:
log Y;=logA4 +B log K;+C log T;

Ejemplo 2: el afiadido de variables independientes:

Larelacion
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+c¢In GNPC; +d (In GNPC))?

encierra tres variables independientes (incluyendo la constan-
te) pero una de ellas aparece, al mismo tiempo, en forma li-
neal y en forma cuadratica. No obstante, es posible tratar esta
relacién como si fuera una relacién lineal. Para esto, sélo
basta considerar que GNPC y (In GNPC)2 son dos variables
diferentes. Incluyendo la constante, el modelo cuenta, enton-
ces, con cuatro variables independientes.'* A

Obviamente, se puede generalizar este procedimiento.
Asi, la relacién cibica

Yi=Br+ Boxi+ By x? + fy x
llega a ser lineal cuando se define

z;1 =1 (constante), zjy =x;, z3 =x2 et z;y = x,3
Se puede escribir, entonces, el modelo en la forma de una re-
lacion lineal:

4
Vi=Ph+Brzp+ Pzt Bazig = Zﬂjzij

Jj=l1
Este procedimiento permite, también, linealizar polino-
mios de cualquier grado, particularmente Gtiles para estimar
superficies de tendencias. La estimacion de superficie de ten- .
dencia puede servir para describir las variaciones en el espa-
cio de los valores de una variable como, por ejemplo, el
precio de las casas. Es efectivamente un modelo descripti-
vo,'" puesto que la relacion no se basa en ninguna teoria. Los

"2 Se puede comparar este procedimiento con el uso, en el teatro o en el

cine, de mas de un actor para representar un mismo personaje en edades di-
ferentes.

"> Del mismo modo que el ajuste de una curva de tendencia temporal es un
modelo descriptivo, A menudo se usa un modelo descriptivo como com-
plemento de un modelo tedrico (vea, en particular, los trabajos de Francois
Desrosiers y Marius Thériault de la Universidad Laval sobre los precios
inmobiliarios en la regién de Quebec).
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datos que se requieren son los precios de venta de los inmue-
bles y su localizacién, en coordenadas XY™, Un polinomio
de segundo grado se define como
Zi=Bo+ X P+ Vi B+ X2 By + Y7 B+ X; Vi s

Este modelo cuenta con seis variables independientes: la
constante, X;, ¥;, X2, Y2, y X;¥;.. En un polinomio de tercer
grado, tendriamos las cuatro variables suplementarias si-
guientes: X3, Y3, X2Y; y X;Y2. Cuanto més alto es el grado
del polinomio, mas compleja puede ser la superficie que des-
cribe. Pero, por otro lado, més alto esta el nimero de varia-
bles independientes. Veremos coémo el niimero de parametros
que se puede estimar es limitado por el namero de observa-
ciones.

3-1.2 (‘_,CUANDO‘INTERVIENE LO ALEATORIO?

En el analisis de regresion se busca conocer los pardmetros
de la relacién entre los y; y los x;;. Ahora bien, si el modelo

te6rico determinista fuera verdadero, entonces cada observa-
cién se conformaria con exactitud al modelo; en estas condi-
ciones, para conocer sus parametros ,Bj, solo bastaria
recolectar, con relacion a y; y los Xy, tantas observaciones

como haya parametros y resolver un sistema de k ecuaciones
(una para cada observacion ) con k desconocidas, o sea los

ﬂj).MS

144 o un sistema de informacion geografica (SIG) se registra la situacion de
los objetos en el espacio en la forma de coordenadas como la posicion de
un punto en ¢l plano cartesiano; estas coordenadas son, a veces, la latitud y
la longitud geograficas de la posicién pero no necesariamente.

145 Se emplean métodos similares en ciertas circunstancias. Se conoce, en-
tonces, mas bien como una «calibracién” del modelo en lugar de una “es-
timacion”.
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Asi, en fisica, la velocidad v de un objeto en caida libre es

igual al tiempo transcurrido t multiplicado por la constante de
aceleracion a',

v=at
De esta' relacion, se infiere que la distancia recorrida d es
proporcional al cuadrado del tiempo de caida:
1
d=-at?
2
.P_uesto que la ley de aceleracién de la gravedad es deter-
minista, s6lo basta una sola observacion precisa del cuerpo

en caida. para conocer el valor de la constante a. Al medirdy
t, es facil calcular el valor de a.

De manera idéntica, si el modelo
In PLAR;=In K+ h In PURB;

fuera exacto, los valores observados para Brasil y Costa-Rica
permitirian definir un sistema de dos ecuaciones lineales de
dos desconocidas:

9.76 =In K + 11.63 h (Brasil)

6.92 =In K+ 7.26 h (Costa Rica)
La solucién de este sistema es

Ink=2.20

h=0.65

jEstariamos en la gloria! Sin embargo, estamos concientes -

gue los modelos, y particularmente en ciencias sociales, son
demasiados simples, afin mas si son lineales, para representar
toda la complejidad de lo real. Nuestros modelos tedricos no
son mas que aproximaciones y, aunque sean buenos, solo de
manera aproximativa, las observaciones se conforman a ellos.
De modo que, si estimaramos los k pardmetros con [a ayuda
de k observaciones, seria muy probable que una nueva obser-
vacién (k + 1) fuera incompatible con el modelo (desde un

146 1a constante de aceleracién de la gravedad es igual a 980.621 cm/s2, o
sea 32.1725 pies/sz, al nivel del mar.
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datos que se requieren son los precios de venta de los inmue-
bles y su localizacién, en coordenadas XY'*. Un polinomio
de segundo grado se define como
Zi=Po+ X P+ Y B+ XP By + Y2 B+ X; Vi s

Este modelo cuenta con seis variables independientes: la
constante, X;, ¥}, X2, Y2, y X;¥;.. En un polinomio de tercer
grado, tendriamos las cuatro variables suplementarias si-
guientes: X3, Y3, X2Y; y X;Y/. Cuanto més alto es el grado
del polinomio, mas compleja puede ser la superficie que des-
cribe. Pero, por otro lado, mas alto esta el nimero de varia-
bles independientes. Veremos como el nimero de parametros
que se puede estimar es limitado por el niimero de observa-
ciones.

3-1.2 LCUANDO INTERVIENE LO ALEATORIO?

En el analisis de regresioén se busca conocer los parametros
de la relacion entre los y; y los x;;. Ahora bien, si el modelo

teérico determinista fuera verdadero, entonces cada observa-
cién se conformaria con exactitud al modelo; en estas condi-
ciones, para conocer sus pardmetros f, so6lo bastaria
recolectar, con relacién a y; y los x;, tantas observaciones

como haya parametros y resolver un sistema de k ecuaciones
(una para cada observacion i) con k desconocidas, o sea los

ﬂj)'MS

8 B0 oun sistema de informacién geografica (SIG) se registra la situacion de
los objetos en el espacio en la forma de coordenadas como la posicion de
un punto en el plano cartesiano; estas coordenadas son, a veces, la latitud y
la longitud geograficas de la posicién pero no necesariamente.

145 Qe emplean métodos similares en ciertas circunstancias. Se conoce, en-
tonces, mas bien como una “calibracion” del modelo en lugar de una “es-
timacion”.
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Asi, en fisica, la velocidad v de un objeto en caida libre es

igual al tiempo transcurrido t multiplicado por la constante de
aceleracion a'*.

v=at
De esta relacion, se infiere que la distancia recorrida d es
proporcional al cuadrado del tiempo de caida:
dziaﬂ
2
Puesto que la ley de aceleracion de la gravedad es deter-
minista, s6lo basta una sola observacion precisa del cuerpo

en caida para conocer el valor de la constante a. Al medir d'y
t, es facil calcular el valor de a.

De manera idéntica, si el modelo
In PLAR;=In K+ h In PURB;

fuera exacto, los valores observados para Brasil y Costa-Rica
permitirian definir un sistema de dos ecuaciones lineales de
dos desconocidas:

9.76 = In K + 11.63 A (Brasil)

6.92 =1In K+ 7.26 h (Costa Rica)
La solucidn de este sistema es

Ink=2.20

h=10.65

iEstariamos en la gloria! Sin embargo, estamos concientes

que los modelos, y particularmente en ciencias sociales, son
demasiados simples, aiin mas si son lineales, para representar
toda la complejidad de lo real. Nuestros modelos tedricos no
son mas que aproximaciones y, aunque sean buenos, solo de
manera aproximativa, las observaciones se conforman a ellos.
De modo que, si estimaramos los k parametros con la ayuda
de k observaciones, seria muy probable que una nueva obser-
vacion (k + 1) fuera incompatible con el modelo (desde un

146 1 a constante de aceleracion de la gravedad es igual a 980.621 cm/s2, o
sea 32.1725 pies/sz, al nivel del mar.

313



punto de vista determinista); dicho de otra manera, la
(k + 1)iesima ecuacién seria contradictoria con las demds."’

Por ejemplo, afiadamos a las observaciones efectuadas so-
bre Sao Paolo y San José los datos relativos a Toronto (calcu-
lados a partir de la tabla 1 de Lemelin y Polése, 1998):

In PLAR‘ In PURB
('000) ('000)

7  Brasil Sao Paulo 9.76 11.63
9 Canada Toronto 8.15 9.93
13 Costa Rica San Jose 6.92 7.26

Si aplicamos a Toronto los coeficientes que se calcularon

anteriormente, obtenemos:

In PLAR =2.20 + 0.65 In PURB

In PLAR =2.20 + (0.65 x 9.93) = 8.65 = 8.15
No se verifica la ecuacion en el caso de Toronto. De hecho,
sabemos que no existe solucién para el sistema siguiente de
tres ecuaciones y dos desconocidas: '

9.76 = In K + 11.63 h (Brésil)

8.15=InK+9.93 4 (Can.)

6.92 = In K + 7.26 h (Costa Rica)

Generalizando, con una muestra de n observaciones y k
parametros para estimar (uno para cada variable independien-
te), es posible construir un sistema de n ecuaciones con k
desconocidas. En caso que el niamero de observaciones sea
superior al nimero de pardmetros para estimar, el nimero de
ecuaciones es, entonces, superior al nimero de desconocidas.

7 £n 1as ciencias llamadas exactas como la fisica. es comin enfrentarse
con un problema muy similar. Los errores de medicién introducen un ele-
mento de inexactitud en las observaciones con que, lo mismo cuando los
modelos son leyes “deterministas”, subsiste un cierto grado de imprecision
con telacién a los valores de los parametros {como en el caso de la cons-
tante de aceleracion de la gravedad).
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Ahora bien, usualmente, un sistema de este tipo no tiene so-
lucién porque las ecuaciones son incompatibles entre si.

Por lo tanto, aunque un modelo sea una buena aproxima-
cion de la realidad, subsiste, no obstante, una diferencia entre
las predicciones del modelo y las observaciones. La ausencia
entre las variables independientes de numerosos factores se-
cundarios cuya influencia es pequefia (modelo incompleto y
demasiado simple), es parte de la explicacion de esta diferen-
cia. Esta sitnacion se traduce por un “error” que no parece ser
sistematico sino, mas bien, fruto del azar. Con el fin de tomar
en cuenta este error, se afiade una variable aleatoria en el
modelo tedrico:

k
yi=D B xy+u
-

El término aleatorio u; es, también, conocido como térmi-

no de error, error estocastico o simplemente error o bien per-
turbacidén (disturbance term). Es importante entender que los
valores que tome el término aleatorio son igual de inobserva-
bles que los parametros de la relacion, todo lo que podemos
observar son los valores de la variable dependiente y las va-
riables independientes.
Por ejemplo, el modelo
In PLAR; =In K + h In PURB;

es un modelo tedrico determinista. Sin embargo, el modelo
en el cual se basa la estimacidn de los parametros y los tests
de hipdtesis que aparecen en Lemelin y Polése (1995) es, en
realidad,

In PLAR; =In K + h In PURB; + u;,
donde u; es un término aleatorio.

Asi, acabamos de descubrir la tercera “puerta” por la cual
se introduce lo aleatorio en el analisis de regresion. Descri-
bimos estas tres puertas como sigue:
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[...] existen tres ‘puertas’ por las cuales se introduce lo alea-
torio en los modelos: :

1. Para empezar, existe la naturaleza aleatoria que ya
mencionamos del vinculo entre una muestra 'y la po-
blacién de donde se obtuvo.

2. Las variables operacionales son medidas imperfectas
de los conceptos y se puede considerar que el error
de medicién es aleatorio (o sea que se determina al
azar). Es posible por lo tanto, representar con un mo-
delo aleatorio la influencia de los errores de medicién
que intervienen al momento de traducir las hipdtesis
tedricas en hipdtesis operacionales (entre los prime-
ros modelos aleatorios, justamente hay que mencio-
nar los modelos de la “teoria de los errores” en
ciencias fisicas).

3. Finalmente, algunos fenémenos son, por naturaleza,
aleatorios y no pueden representarse adecuadamente
con modelos tedricos no aleatorios. En estos mode-
los, el azar es el reflejo de, por un lado, una indeter-
minacién fundamental (como en fisica de las
particulas) y, por el otro, una multitud de factores in-
observables (como suele suceder en ciencias socia-
les'*®) cuyas manifestaciones aparecen como reglas
gracias a leyes de probabilidades”. (Capitulo 22).%

148 pensemos, en particular, en los modelos de utilidad aleatoria (random
utility) subyacentes a los modelos de selecciones discretas (discrete choice)
logit, probit, etc. Vamos a encontrar este tipo de modelos en el apartado 4-

49 Este pasaje es inspirado de Malinvaud, quien escribe: “Se sabe que se
justifica el uso del calculo de las probabilidades para el andlisis de los da-
tos de estadistica con una u ofra de las dos consideraciones siguiente. 0O
bien, se asimila el fenomeno estudiado como un proceso que encierra una
determinacion aleatoria de algunas magnitudes; en este caso, se consideran,
entonces, las magnitudes como aleatorias en el universo (NDLA: 0 sea en la
poblacién) asi como en la muestra observada. O bien, la seleccién de las
unidades observadas es el resultado de un sorteo aleatorio; la composicion
de la muestra es, entonces aleatoria y, por consiguiente, los datos obtenidos
también aunque sean datos sobre magnitudes no aleatorias” {Malinvaud,
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Seguin esta concepci6n, aunque los datos englobaran la to-
talidad de la poblacién estudiada, el elemento aleatorio no
desapareceria puesto que el aspecto aleatorio se debe no tanto
por la relacién entre la poblacién y la muestra sino mas bien,
por la relacién entre el modelo determinista (la ley matemati-
ca), cuyos parametros son desconocidos, y las observaciones
las cuales se alejan del modelo de manera aleatoria:'™ asi, las
observaciones dejan de ser incompatibles con el modelo para
ser simplemente, desde el enfoque de la probabilidad, mas o
menos compatibles con el modelo. Agreguemos, sin embar-
g0, que, en este contexto, la distinciéon entre poblacion y
muestra sigue subsistiendo pero esta distincion vale, prime-
ramente, por el hecho que los valores que toman los términos
aleatorios inobservables se sortean de la poblacién infinita de
los valores que el proceso aleatorio subyacente a cada uno de
los términos aleatorios podria generar. Esto altimo nos per-
mite entender que es posible que se engendren los valores de
los términos aleatorios asociados a diferentes observaciones
gracias a procesos aleatorios diferentes. Es para ilustrar esto
que, en algunos contextos, se mencionan los términos aleato-
rios en plural.

Por lo tanto, en un primer nivel, la combinacién de un
término aleatorio y un modelo determinista permite acomo-
darse con el caracter aproximativo del acuerdo entre el mode-
lo y las observaciones. Para ir mas all4, es necesario
caracterizar las distribuciones de probabilidad de los términos
aleatorios u;. Tendremos, entonces, un modelo aleatorio y se-

1969, p. 62). Malinvaud prosigue diciendo que el primer tipo de justifica-
cidn le parece mas apropiado en el contexto de la econémetria.

130 Hay algo de la caverna de Platén en esta concepcién (ver en el anexo el
texto de la alegoria). Tratamos con la realidad observable como si fuera el
reflejo imperfecto (la sombra proyectada) del modelo tedrico determinista
(lo ideal). El término aleatorio del modelo representa las imperfecciones de
la realidad observable. La induccién estadistica busca discernir lo “ideal”
(en el sentido que le daba Platdn a esta palabra) a través de su reflejo.
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remos capaces de aplicar los métodos de induccién estadisti-
ca con el fin, en particular:
e de estimar los parametros de las distribuciones de pro-
babilidad de los términos aleatorios;
e de estimar los parametros de las distribuciones de
muestreo de los estimadores;
e de efectuar unos tests de hipotesis.

3-1.3 EL ESTIMADOR DE LOS MINIMOS CUADRADOS
ORDINARIOS

Para complementar la simbologia empleada, se conviene
lo que sigue:
b;: valor estimado del parametro 4.
;2 valor de y; “predicho” o calculado por el modelo
tal como se estimo. '
Tenemos por definicion:

Ji=) by
7
e;: residuo calculado (o “grror”) de la regresion para

la jesima gbservacion
Tenemos por definicion:
e;=yi—Pi=yi— D, by
J
NB: No se debe confundir e;, el residuo calculado (obser-

vable), con el término aleatorio correspondiente u; inob-

servable.

3-1.3.1 Definicidn

Aunque no se haya complementado la especificacion del.mo-
delo aleatorio, es posible aplicar el método de los minimos

318

cuadrados (vea el enunciado de este principio en el apartado
2-2.3). Sélo es necesario reconocer que el modelo no es mas
que una aproximacion y que las observaciones no se confor-
man mas que aproximadamente a él.

El principio de los minimos cuadrados consiste en escoger
los valores estimados b; que minimizan la suma de los cua-

drados de los residuos (o “errores™). Esto significa minimizar
la suma de los cuadrados de las diferencias entre los valores
observados de y; y los valores “predichos” ; :

2
Z(yi~5'i)2=z yi=Dbixg | =3 e?
i r | ;

i

La expresion Z(y, —j)i)z es, por lo tanto, el cuadrado
H
de la distancia euclidiana generalizada entre los valores ob-
servados de la variable dependiente y los valores predichos.
Se define la solucién de este problema de minimizacién con
el estimador de los minimos cuadrados ordinarios.

Se presentan, con frecuencia, los resultados de la estima-
cién en unas tablas: vea las tablas 2 y 4 de Lemelin y Polése
(1995), la tabla 1 de Heikkila et al. (1989) o la tabla 1 de Ri-
chardson et al. (1990).

3-1.3.2 Algunas propiedades del estimador de los minimos
cuadrados ordinarios

Estimador lineal

Este estimador es lineal, es decir que se calcula cada b; como
una funcién lineal de los y; o con maés exactitud, como una
suma ponderada de los y;:
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bj=Y Vi
i

donde cada uno de los coeficientes w); depende del conjunto
de los xgh."!

Suma de los residuos nula

Cuando el modelo de regresion tiene una constante, como en
la mayoria de los casos, la suma de los residuos la regresion
es nula:

Zei =0
i

No se exhibe aqui la demostracion porque se necesita, pa-
ra el efecto, la escritura matricial.

Relacién entre los promedios

Cuando el modelo tiene una constante, el promedio de los va-
lores predichos es igual al valor predicho a partir de los valo-
res promedios de las variables independientes y estos dos
valores son iguales al valor promedio observado de la varia-
ble dependiente:

my =mj =2.b; Mxj
J

Se deduce esta propiedad de la previa.

by

Demostracion:
Sabemos que Ze,- =0

1

151 Para ser mas preciso, wj; €s el elemento j,i de la matriz (X ’X)”1X ' Ob-
serve que el hecho que el estimador sea lineal no es una consecuencia de
que el modelo sea lineal.
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Ahorabien e; = y; - J; = y; —ijxij
y

Zyi _ZJA’I' EZ()’:‘ “ﬁi)EZei =0
3 i i i
ZJ’:‘ =ZJ71'
i ;
Pero, puesto quel

25 = 2 Dby |=2bs| Xy

J J

entonces
D=2
i i

implica que
zi:,J’i E;f’i Egbj ny

() 3

(=3 ()

!

Ahora bien
1
my = (;)Z Yi
1 n
ms, = ; z Vi
i
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1
s (2)55
i

Por lo tanto, tenemos

my -_-:mj} =2b1 mxj
J

3-1.4 EL COEFICIENTE DE DETERMINACION MULTIPLE
Y EL ANALISIS DE LA VARIANZA

3-1.4.1 Construccién del coeficiente de determinacién multi-
ple

El coeficiente de determinacion multiple es una medicion de
asociacion que pertenece a la familia de las mediciones de
similitud; con mas precision, es una medicién del grado de
acuerdo entre el modelo y las observaciones. En estadistica,
una medicién de este tipo se llama “medicién de ajuste”
(goodness of fit measure).

El coeficiente de determinacion multiple se basa en un
analisis de descomposicién' de la variabilidad de la variable
dependiente donde se calcula esta variabilidad con la suma de
los cuadrados de las desviaciones con relacion a la media:

Z(}’i "my)2 =(n ”DS%

i
En estadistica, este tipo de andlisis de descomposicion se
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llama una “analisis de varianza”.

152 Sobre el andlisis de descomposicion, vea 1-2.2.

153 Hay una forma més especializada de andlisis de varianza que permite
examinar la relacion entre una variable dependiente y varias variables in-
dependientes categoricas, descomponiendo la varianza de la variable de-
pendiente entre la varianza dentro los grupos (definididos  por
combinaciones de categorias de las variables independientes) y la varianza
entre los grupos. Abordaremos este tema en el apartado 4-2.
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Primera etapa: descomposici6n de la variabilidad

Cuando e.l m_o‘delo tiene una constante, es posible descompo-
ner la variabilidad en dos componentes:'*

Z(yi "'my)z =Z(Yi "5’1’)2 +Z(f’i __my)z

i

Principio de demostracion:

Z(yi —my)2 =(n—1)st,

!

Si fif:sarrollamos el miembro de la izquierda de esta
expresion, obtenemos:

;(Yi "my)z =Z[(yi "j’i)+(j’i ‘my)]z

;(yi ‘””y)z =Z()’i —5’i)2 ‘*‘Z(j/i “’”y)z
+2Z(J'i “f’i)(j'i “my)

. S]e’;l)tgede mostrar que, si el modelo tiene una constan-
e 4 M 155
, €l ultimo término es nulo'*, de tal manera que:

> =my P =30 =50 + 2 -m,

i

154
En caso de que no haya constante, la descomposicién ya no es vélida.
Puede hasta ocurrir que R2 sea negativo.

155 : :
Se requiere de la escritura matricial para esta demostracion.
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Segunda etapa: interpretacion de los elementos de la des-
composicion

En la expresion Z(yl —-j),-)z +Z(j/i ~m,, )2 , el segundo
i i

término es una medicion de la variabilidad de los valores
predichos por el modelo: es la parte “explicada” de la varia-
bilidad. El primer término es una medicién de la variabilidad
de los residuos: es la parte de la variabilidad que el modelo
no prevé. Por lo tanto, tenemos:

Variabilidad | _ Variabilidad Variabilidad
total residual “explicada”

De esta interpretacion, se infiere la simbologia siguiente
la cual se usa frecuentemente en las salidas de los paquetes
de aplicaciones estadisticas:'*®

e SST: Suma de los Cuadrados Totales

(Sum of Squares Total)

= Z(yi ---my)2 =(n—l)s_’3",

e SSM: Suma de los Cuadrados del Modelo
(Sum of Squares Model),
ya que, cuando existe una constante, 71, = 1y,

=3 (i-ms Y =20 —my ) =15}

2

156 \g obstante, tenga cuidado porque €s posible encontrar la simbologia
siguiente: SSR por Sum of Squares Regression en lugar de SSM y SSE por
Sum of Squares Errors €n lugar de SSR.

e SSR: Suma de los Cuadrados de los Residuos
(Sum of Squares Residuals)

= Z()’z ‘f’i)z =Ze?

En resumen:

Variabilidad Variabilidad | Variabilidad
total residual “explicada”
SST SSR SSM

Sum of Squares, Sum of Squares, Sum of Squares
Total | Residuals Model
= +
- 2
Z(«"i~my)2 Z(yi“‘f’i)Z zi:(‘]i-mﬁ)‘
i d y ?
=(”_])s§ =Ze,2 =ZI:(,‘7,“”1‘\-')-
! =(n- l)sé

"l::ercera etapa: construccion de una medicion de ajuste
(“goodness of fit”)

E}I c.o?ﬁciente dfa determinacién miltiple es la parte de la va-
riabilidad “explicada” en la variabilidad total:

RZ _ Variabilidad «explicada»  SSM
Variabilidad total ~ SST

O bien, puesto que SST=SSR+SS.

2 - M
SSM=SST—SSRy ememes
el

i

SST (n-1)s>

Rfecordemos que el método de los minimos cuadrados
consiste en tomar, como valores estimados de los paraimetros

los valores de los coeficientes que minimizan Ze,-z .Ala

325




luz de la formula enunciada arriba, entendemos que usar el
método de los minimos cuadrados es lo mismo que escoger
los valores de los coeficientes que maximizan R? bajo la es-
pecificacién, es decir en el marco del modelo seleccionado.”

El valor del coeficiente de determinacién multiple es, por
lo general, presentado en las tablas de resultados: vea las
tablas 2 y 4 de Lemelin y Polése (1995).

3-1.4.2 Campo de variacién del coeficiente de determinacion
multiple (valores extremos)

El coeficiente de determinacién varia entre cero y uno. En
efecto, matematicamente hablando, SST, SSM 'y SSR son su-
mas de cuadrados y, por consiguiente, su valor no puede ser
negativo. Ademés, SST = SSR + SSM, lo que nos permite de-
ducir que ni SSR, ni SSM pueden exceder el valor de SST. Fi-

SSM

nalmente, puesto que R%= ST se deduce de lo anterior

que el coeficiente de determinacion no puede ser inferior a
cero o superior a uno. Examinemos ahora en que circunstan-
cias R? podria alcanzar estos valores extremos.

El coeficiente de determinacién es igual a uno cuando
SSR = 0, es decir, cuando el modelo reproduce perfectamente
las observaciones que sirvieron para estimar los parametros
de este mismo modelo. Es igual a cero cuando SSR = SST, es
decir, cuando SSM = 0. Pero, ;en qué circunstancias es posi-
ble tener SSM = 0?7 Bueno, para empezar, SSM es una suma
de cuadrados:

157 Como lo veremos més tarde, esto no es lo mismo que comparar los R?
de diferentes modelos después de haber estimado los parametros de cada

uno de ellos con el propésito de obtener para cada modelo el RZ mas ele-
vado posible con el método de los menores cuadrados.
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SSM:Z(j’i _’"y)2
i

Por lo tanto, sélo es posible tener SSM = 0 cuando todos
los términ iy
os de la suma son nulos, o sea, si ;= m,, para cada

observacién 1. ;;Cémo puede ocurrir esto? Es posible mostrar

que ocurre esta situacién cuando, a partir de un modelo gene-
ral -

k
Yi=Pixp+ Paxpp+eo+ Prxy = Zﬂjé\}j
J=1 "
los coeficientes estimados con el método de los minimos

cuadrados son todos nulos con excepcién de la constante. En
estas condiciones, ‘

b2=b3=...=bk=0
y tenemos
Vi=by=m,

donde m,, es un valor de b1 como se estimé con el método de

los minimos cuadrados ordinarios en este caso.

En resumen, que el coeficiente de determinacién sea nulo
muestra que no es posible detectar una relacién entre la va-
riable dependiente y las variables independientes; de hecho
al momento de estimar los parametros del modelo, todas la; '
variables independientes desaparecen con excepcién de la
constante, porque se multiplican por un coeficiente cuyo va-
lor se estima en cero.

(Es rgalmente el coeficiente de determinacion miltiple
una medicién de simifitud, como lo afirmamos al principio?
Para. convencerse, solo basta ver que SSR es el cuadrado de
la distancia euclidiana generalizada entre el conjunto de los
valores observados y el conjunto de valores predichos por el
modelo. Es, por lo tanto, una medicién de disimilitud. La ra-

. SSR
zon T es, por consiguiente, una mediciéon de disimilitud
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Asi que RP=1-2==0

cuyo campo de variacion se extiende también de cero de uno.

3-1.4.3 Relacion entre R y el coeficiente de correlacion sim-
ple

Es posible mostrar que el coeficiente de determinacion, R, es
igual al cuadrado del coeficiente de correlacién simple entre
los valores observados y; y los valores predichos J;.

2
P
r2= 244 -R2
» S8
ey

3-1.4.4 Coeficiente de determinacion ajustado

Cuando se respetan las hipétesis clasicas (se definen estas
hipétesis mas abajo), el coeficiente de determinacion ajusta-
do

SSR
R W =
R 1n_k(1 ) SS%:—I)

es un estimador no sesgado del “verdadero” coeficiente de
determinacion.

El coeficiente de determinacién ajustado puede interpre-
tarse como un modo de tomar en cuenta el nimero de varia-
bles independientes en la evaluacién del desempefio de un
modelo. En efecto, es posible, por lo general, aumentar el co-
eficiente de determinacion R? con solo afiadir variables inde-
pendientes en el modelo aunque la presencia de variables
suplementarias no se base en una hip6tesis teorica.
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Podemos observar en Ia formula del coeficiente de deter-
e e =92
minacién ajustado R“ que, al momento de afiadir variables.

R 2 puede disminuir a condicién que K2 no aumente lo sufi-
ciente para compensar el incremento de k. Existen, sin em-
bargo, otros procedimientos aun mas fiables par; decidir
hasta que punto es oportuno afiadir o quitar tal o tal variable:
estos otros procedimientos son los tests de hipétesis. .

Se pfeser.l"[a, por lo general, el valor del coeficiente de de-
terminacién ajustado en las tablas de resultados vea las
tablas 2 y 4 de Lemelin y Polése (1995), la tabla 1 de

Heikkila et al. (1989) o la tabla 1 de Ri
(1960) e Richardson et al.
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. CAPITULO 3-2
LA INDUCCION ESTADISTICA APLICADA A
LA REGRESION MULTIPLE

Hasta el momento vimos cémo estimar los parametros de un
modelo teérico formalizado con una relacién lineal. El méto-
do de estimacién que decidimos usar, a saber el método de
los menores cuadrados, consiste en escoger el valor de los pa-
rametros para minimizar los errores de prediccion que se co-
meten al momento de aplicar el modelo a las observaciones,
mismas que sirvieron para la estimacién.

Si no se fuera mas all4, el anélisis de regresion no seria
mas que un modo de resumir las relaciones que se observan
en los datos entre las variables, es decir, el analisis de regre-
sién seria entonces una técnica de estadistica descriptiva (es,
de por si, uno de los usos legitimos del anlisis de regresion).
Sin embargo, por lo general, el analisis de los datos tiene co-
mo fin descubrir la relacién subyacente cuyos parametros son
desconocidos pero que sirve para relacionar las variables en-
tre si. _

Recordemos el contexto en el cual situamos el anélisis de
regresién. De principio, admitimos que el modelo (determi-
nista) del cual pretendemos estimar los pardmetros no es mas
que una aproximacion de la realidad; subsiste una diferencia
entre las predicciones del modelo y las observaciones. Se re-
presenta este “error” no sistematico con el término aleatorio
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de la relacion. El objetivo que se pretende es reconocer el va-
lor de los parametros (coeficientes) de la relacién. Pero no es
posible observar directamente estos pardmetros. Se revelan
indirectamente a través de los valores observados de las va-
riables que el modelo relaciona. El problema es que, en las
observaciones, la relacién se ve afectada a causa del término
aleatorio cuyo valor no es més observable que el valor de los
pardmetros de la relacion.

En estas condiciones, s6lo los métodos de la induccién es-
tadistica pueden permitirnos limitar la incertidumbre que
afecta la estimacién de los pardmetros. Asimismo, la aplica-
cién de estos métodos exige que completemos el modelo
aleatorio con asociar al modelo determinista un modelo de
muestreo, el cual sera un modelo de relacion aleatoria entre la
muestra y la poblacién. ;Qué constituye la poblacion y qué
constituye la muestra en la regresion miltiple? En este con-
texto, se considera que el valor (inobservable) del término
aleatorio asociado a cada observacién es una muestra de ta-
mafio 1 que se sorted del conjunto infinito de valores posibles
que podria tomar el término aleatorio en este caso; este con-
junto infinito de valores posibles constituye una poblacién.
Por lo tanto, con n observaciones, existen n muestras de ta-
mafio 1 que se sortea de n poblaciones. No se excluye, al
principio, que estas n poblaciones sean diferentes entre si; no
se excluye tampoco que sean idénticas (lo que equivale a de-
cir que los valores de los términos aleatorios se sortean de-
ntro de una misma poblacién). ;Suponemos que las n
poblaciones son idénticas? La respuesta forma parte del mo-
delo de muestreo. Sin embargo, el modelo de muestreo se
constituye sobre la base de hipdtesis sobre las distribuciones
de probabilidad de los términos aleatorios. Emitir la hipétesis
que estas distribuciones de probabilidad son idénticas equiva-
le a emitir la hipétesis de que las poblaciones son idénticas.

Un poco mas tarde examinaremos nuevamente las hipote-
sis que constituyen el modelo de muestreo de la regresion li-
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neal clasica. Para estudiar los procedimientos de induccion
estadistica, sdlo basta, de manera provisoria, saber que en el
marco de este modelo de muestreo es posible estimar los pa-
rametros de las distribuciones de muestreo de los estimadores
de los parametros.

1. El estimador b; del parametro B; es no sesgado. En

otras palabras, el estimador de los menores cuadrados
posee una distribucién de muestreo cuyo promedio es
igual al valor del pardmetro.

2. Existe también un estimador no sesgado de la varianza
de muestro O'bjz de cada uno de los coeficientes esti-
mados b, y de la covarianza de muestra de cada par de
coeficientes estimados, oy, 4, .

i0h

Simbologia:
2 . .
s b~ valor estimado de la varianza de muestro 02 .
J
Esos valores estimados se entregan en los paquetes de es-
tadistica.

3-2.1 UNOS EJEMPLOS DE PRUEBAS DE HIPOTESIS

3-2.1.1 Test bilateral de una hipdtesis simple sobre el valor
de un coeficiente (test de Student)

Queremos probar una hipétesis simple del tipo:
HO : 'Bj =c

Por ejemplo, Lemelin y Polése (1995) estimaron los parame-
tros del modelo siguiente:

In PURB = B + f3, In PTD

+ B3 InGNPC + B, (In GNPC)?
Este modelo equivale a
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,n(PURB)z In PURB - In PTD
PTD

PURB
I 3 +(B, -1)n PTOD
(PT@) B +(B2-1)

+ B3 InGNPC + B4 (InGNPC)?
Queremos probar la hipétesis de que el coeficiente 3, es

igual a uno:
HO . & =1

. Porqué esta hipétesis? Porque, en caso que esta hipotesis
sea verdadera, esto significa que el grado de urbanizacion
PURB
PTOT
bras, poco importa el tamafio de la poblacién de un pais, se
determina la fraccion de la poblacion que vive en zona urba-
na con el PIB por capita. Con un ejemplo concreto, sif2=1,
el modelo predice que el grado de urbanizacion de China con
1.1 billones de habitantes en 1990 es el mismo que el grado
de urbanizacién de Kenia, que cuenta con 24 millones de
habitantes, porque los dos paises poseen un PIB por capita de
US$370.00 (vea la tabla 1 de Lemelin y Polése, 1995). ;Po-
demos rechazar esta hipétesis?

es independiente de la poblacion total; en otras pala-

Recordemos los pasos a seguir para efectuar un test de

probabilidad critico (sin umbral de significacion prede-

terminado — p-value test): '

1. Escoger una variable test.

2. Verificar que el modelo de muestreo asociado a es-
ta variable test sea aceptable.

3. Calcular el valor de la variable test.

4. Determinar el valor de la probabilidad critica co-

rrespondiente;
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gufr} Juzguemos que esta probabilidad critica es lo
su’tl‘mente pequefia o no (cuanto mas la probabilidad
critica es pequeiia, menos las observaciones son

compatibles con la hipétesis y mas el rechazo pude
ser categorico).

Vamos a aplicar el test de Student que, en caso de un test

de !npotesw S}mple sobre un coeficiente de regresion, usa la
variable test siguiente: ’

bj“C

Sbj

Lk =

donde b; i 4
; €s el valor estimado del parametro By S, € el va-

lor estimado de la diferencia type de muestreo de 4. Se pue
J i

de observar una analogia evidente entre esta variable test yla

variable test que se usa ipdtesi
para el test de una hipéte i
sobre un promedio: pofests simple

my—y
)
Jn
donde el denominador (S%/;) es la desviacidén estandar de

muestreo del promedio.

| La sg!ef:cxon de esta variable test se justifica porque, en
as condiciones del asi ion i
modelo clasico de la regresion lineal

by =

bj-pB;

~—;;——~ posee una distribucién de Stu-
J

dent con n- k grados de libertad, cuando n es el niimero de

observaC{ones y k, el nimero de variables independientes del

modelo (incluyendo la constante).

normal, la variable
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En el caso que nos interesa, el valor de la variable test se
define con:"®
= 2Oy 0145
0.0279321
El ntmero de observaciones n es igual a 64 (Lemelin y
Polése, 1995, tabla 2); el nimero de variables independientes
k es igual a 4. Tenemos, por lo tanto, 60 grados de libertad.
La probabilidad critica asociada a este valor para el test bila-
teral es de 0.314 0 31.4% (esta probabilidad critica se calculd
con la funcién TDIST del programa Excel;'™” Lemelin y Pole-
se (1995, p. 322) presentan los resultados de un test equiva-

lente).
Al menos de escoger un umbral de significacion muy alto

(superior a 0.314), no se puede rechazar la hipétesis que
S, = 1. Por tanto, la hipétesis no rechazada tampoco es pro-

bada. Sin embargo, es legitimo mantenerla.
3-2.1.2 Test de hipétesis de un coeficiente nulo

Sucede, a menudo, que queramos probar la hipétesis

Hol ﬂ] =0
Por ejemplo, en el modelo
lnPURB=,81 +ﬂ2 In PTO

+ 3 InGNPC + B4(In GNPC)?

el valor estimado del parametro Sy que presentan Lemelin y
Polése (1995, tabla 2) es de —0.045. Este valor parece peque-

el calculo que sigue proviencn direc-
doras. los cuales se reproducen en el
totalidad en Lemelin y

158 | os valores que se emplean para
tamente de los resultados de computa
anexo 3-A. Sin embargo, no se encuentran en su

Polése (1995). .
139 Note que el valor de la estadistica t sirve de argumento en la funcion

TDIST no puede ser negativo. El usuario debe, por lo tanto. tomar en cuen-
ta que la distribucién de Student es simétrica.
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no”sm embargo ;es, “de manera significativa, diferente de ce-
ro”? En ofras palabras, jes posible rechazar la hipétesis de
que este coeficiente sea nulo y se pudiera entonces quitar |
variable correspondiente? R
Para pr‘opar este tipo de hipdtesis, s6lo basta aplicar el test
que describimos con anterioridad, pero con ¢ = 0. La varia
ble-test toma, entonces, la forma siguiente: . -
bj —-C b_/
Ly f = - =~ cuando ¢ =0
bj %bj
En nuestro ejemplo,'®

leg—q = :—O—Q£5—3 =-3.368
0.01345

La probabilidad critica asociada a este valor en un test bi-
lateral con 60 grados de libertad es de 0.0013 o 0.13% (esta
probabilidad critica se calculé con la funcién TDIéT del pro-
grama Exc_el). Con una probabilidad critica tan pequefia, es
casi imposible no rechazar la hipétesis. Diremos que el co’eﬁ-
ciente es, de manera significativa, diferente de cero con un
umbral de significacién de menos de 1%, con mas precisién
de 0.0013, lo que representa un tanto mas que 0.1%.

Es tan .coml'm probar este tipo de hipétesis que los paque-
tes de aplicacion lo efectlian autométicamente: es el “¢* que
reportan los logiciales de aplicacion estadistica. Los logicia- '
les procuran, también, el valor critico correspondiente.

Las tabla.s’ de resultados de los articulos cientificos presen-
tan tambxeq, una evaluacion del grado de significacion de
cada coeficiente. Lemelin y Polése (1995) reportan la pro-

160
tamléﬁf v;lolres que se emplean para el cilculo que sigue provienen direc-
e de los resultados de computadoras, los cuales se reproducen en el

anexo 3-A. Sin embargo, no se e i i
Dotes (1995, g ncuentran en su totalidad en Lemelin y
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babilidad critica. Richadson et al. (1990) dan el valor del t
de Student y Heikkika et al. (1989) presentan los dos.

Algunos autores dan la desviacion estandar de cada coefi-
ciente estimado (de por si, al conocer el valor estimado del
coeficiente, es posible calcular su desviacion estandar a
partir de su estadistica t y viceversa, puesto que

L ). Cuando se presenta inicamente la desviacion
Sp:

J
estandar o el valor t de Student, se identifica, por lo gene-
ral, por medio de llamadas, los coeficientes que son, de
manera significativa, diferentes de cero con un umbral de
significacién de 1%, de 5% o de 10%.

fpg =

3.2.1.3 Test unilateral de una hipdtesis simple sobre el valor
de un coeficiente (test de Student)

En algunas ocasiones es pertinente aplicar un test unilateral
(vea capitulo 2-3). Por ejemplo, el modelo
PLAR;=K PURB/!

predice que la ciudad mas grande de un pais crece mas rapido
o menos rapido que el resto de la poblacion urbana depen-
diendo de si el valor del exponente, el pardmetro h, es supe-
rior o inferior a 1 (con la intencion de facilitar las referencias
al articulo, guardamos, en este momento, la misma simbolo-
gia). En particular, si # <1, el modelo predice que el peso re-
lativo de la ciudad més grande disminuye a medida que crece
la poblacién urbana. ;Es posible rechazar esta hipdtesis de
que h=1?

Lemelin y Polése (1995, tabla 2) estimaron los parametros
del modelo una vez después de haber sufrido una transforma-
cion lineal

In PLAR;=In K+ h In PURB,;
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El valo.r efstirflado de A es 0.636. Se efectiia el test unilate-
ral de la hipétesis Hy: = 1 con, como hipétesis complemen-
taria, Hy: A< 1.

pa zona de rechazo se sitaa, por lo tanto, a la izquierda, es
decir que, para rechazar Hy y aceptar 1 </, es necesario que
la diferencia 1 — % sea lo suficiente grande como para juzgar

muy improbable que 42> 1. La variable test
>1. e /
el t de Student:'s!  uevaments,

o, <L _0836-1_
sp, 00426

Con n - k= 62, la probabilidad critica unilateral asociada
aun valc:r absoluto tan grande del ¢ de Student es menor que
0.0001."* Podemos, pues, decidir con toda confianza recha-
zar Hy y aceptar la hipétesis de que la importancia relativa de

la ciudad més grande disminuye a medida que la poblacién
urbana crece (lo que sorprendera a mas de uno...).

3-2.1.4 Intervalos de confianza y mdrgenes de error

Es obvio que, como en el caso del promedio, la variable test
1, puede emplearse también para definir intervalos de con-
fianza del tipo

b_] = Spy 6’n_k(a) < @ < b_] + Sp; 0,.1(c)
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Los valores que se emplean 2 i i

: para el calculo que sigue provienen direc-

:}n;:gtg ie lsas sahgas de computadoras, las cuales se reproducen en el

X0 3-A. Sin embargo, no s i i
ﬂglése (1955) g € encuentran en su totalidad en Lemelin y
. Parz.i t=4, la funcién TDIST del logicial Excel da una probabilidad cri-
ica _umlateral Qe 0.0000857. Abajo de esta probabilidad, la funcién TINV
;xgﬁleza a arrojar resultados aberrantes. Nada nos garantiza que la funcién
t tST nos dé ‘resultados vélidos para valores de ¢ superiores a 4. Por lo
anto, es prfafenble y ademds suficiente, cerciorarse de que la probabilidad
critica asociada a ¢ = 8.54 sea inferior a 0.0001.
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con un nivel de confianza de (1-@). El margen de error co-

rrespondiente, con el mismo nivel de confianza, es igual a 3T2.] .3 Test de una o varias relaciones lineales entre coefi-
ts, 0 . cientes (Test F de Fisher)
£ 0, (o)

Por ejemplo, calculemos un intervalo de confianza del pa-

] El test de Student permite examinar una sola hipGtesis al
rametro f; en el modelo

_ mismo tiempo; ademas esta hipétesis se emite Gnicamente
In PURB = B + o In PTOT ' con relacion a un solo coeficiente. El test de Fisher es mucho
9 - mas polivalente; de hecho, permite examinar varias hipotesis

+ B3 InGNPC + Sy (ln GNPC) ‘ al mismo tiempo y permitef) examinar hipétesis que azocian

més de un coeficiente. Como en el caso del test de Student, el
test de Fisher exige que se respeten las condiciones del mo-
delo clésico de la regresion lineal normal. No detallaremos,

Con n — k grados de libertad y un nivel de confianza de 0.99
(99%), los valores criticos del ¢ de Student son —2.66 y +2.66
[644(0.01) = 2.66; valores que se calcularon con la funcién

TINV del logicial Excel. Dado que b;=-0.0453 vy . en este momento, la .r{lecénica del.test de Fisher, sin embargo
Sp; = 0.01345 el intervalo de confianza de £ con 99% se de- ' daremos a continuacion algunos ejemplos de su uso. )
fine con: - —
~0.04530.01345:2.66) < f < ~00453+(0.013452,66) caeals por medio de s ol sttt
—-0,0811 < f3;, <-0,0095 SSRy,
y el margen de error con un nivel de confianza de 99% es (—;——J
igual a - Fomnk =rgemy,
+0,01345 x 2,66 = + 0,358 (n_k)

En este momento, se deducen los intervalos de confianza
igual como en el caso de un test de hipétesis simple sobre
un promedio; el conjunto de hipétesis que no se rechaza-
rian con un nivel de significacion de a se define con

bj -—C
-6,,_k (o)< S

<48, (@)

bj

- n_k(a) Sbj < (bj —-c)< +49n_k(a) Sbj

=b; - 6, (@) Sp;<—¢< —b;+ G,_(2) Sb;
+b; + 6, (@) Sp;>+C¢> +b; — 6, 1(@) Sp;

bj— 6, () Sp;<C€< bi+ 6, () Sp;
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donde p es el niimero de las restricciones lineales simulta-
neas que constituyen la hipétesis y SSRH es la suma de
los cuadrados de los residuos que se obtuvieron bajo las
restricciones (es decir, cuando estimamos los parametros
del modelo forzandolo a respetar la hipétesis).

De esta manera, Lemelin y Polése (1995) estimaron los
parametros de los modelos siguientes (para facilitar las refe-
rencias al articulo, usamos en este momento la misma simbo-
logia):

InPLAR = p"+ q'In PTOT

+7'InGNPC +t'(InGNPC)? + s In PURB
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In PLAR=In K+ h In PURB
La hip6tesis que queremos probar que es aceptable (o sea
no rechazado) dejar de lado las variables que estan ausentes
en la segunda ecuacion. De hecho, esta hipétesis la constitu-
yen tres hipétesis simples:

H1: q’:O
Hy:#'=0
H3: t'=0

Las probabilidades criticas que podemos encontrar en la
tabla 2 de Lemelin y Polése (1995) permiten concluir que,
consideradas una por una, ninguna de estas hipétesis se pue-
de rechazar: para H;, la probabilidad critica es de 0.484; para
H,, es de 0.189; para Hj, es de 0.173. Pero, cada uno de estos

tres test de hipétesis se basa en un modelo de muestreo donde
aparecen las otras dos variables: en el primer caso, por ejem-
plo, dado que el modelo contiene las variables In GNPC y
(In GNPC)2, sélo es posible rechazar la hipétesis que g'=0.
;Qué sucede, entonces, con la hipétesis que los tres coefi-
cientes sean nulos al mismo tiempo? Es justamente este tipo
de hipétesis de que el test de Fisher permite examinar. Leme-
lin y Polése (1995, p. 323) reportan que la aplicacion de este
test arroja una probabilidad critica de 0.53 para la hipétesis
que g', v,y t'y son nulos de manera simultinea, por lo tanto
no es posible rechazar esta hipétesis.

Consideremos, ahora, la funcién de produccion Cobb-
Douglas:

Y=A4KBTC

donde

Y es la cantidad producida;
K es la cantidad de capital empleada;
T es la cantidad de mano de obra empleada;

A, By C son los parametros;
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Al momento de aplicar la transformacién | itmi
O -
delo se vuelve lineal: garitmica, el mo
log Y=. logA+BlogK+ClogT
Una dg lgs hipétesis que queremos examinar en este modelo
es la siguiente:

Hy: B+C=1

Esta hipétesis tiene un especial interés porque, si
B + C=1, se trata de una funcién de produccién con re’ndi-
mientos constantes a la escala. Esto significa que, si aumen-
tamos (o disminuimos) todos los factores de'pro’ducci()n de
manera proporcional, entonces la produccién aumenta (o
disminuye) en la misma proporcién.

No es tan complicado demostrar esta propiedad. Teniendo
KQ, Tyy Yo, los valores iniciales de K, Ty ¥, y teniendo A

la proporcion segiin la cual aumentamos las cantidades de
los factores, entonces

Y=A(AK)B (ATp)C =28+ C 4 KB T C= 18+C y,
ysiB+(C=1,
Y=/1YO

No es posible aplicar el test de Student a la hipétesis “Hy: -

B+C = 17, porque no se trata de una hipétesis con un para-
metro sino, mas bien, de una hipédtesis sobre una relacion en-
tre dc?s parametros. Sin embargo, el test de Fisher permite
examinar este tipo de hipotesis.

G.eneralizando y de manera mas formal, el test de Fisher
permite probar cualquier hipdtesis que podamos expresar con
una o varias restricciones lineales con relacion a los coefi-
cientes. Una restriccion lineal con relacion a los coeficientes
By, B, s, etc. se escribe como sigue:
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k
Dwj By =wi Brrwy By +otwy B =c
J=1 o
; ntes que el usuario definié en fun-
donde ¢ y los w; son constantes q

cion de la restriccion que desea representar.
La hipétesis que mas se acostumbra probar con el test de

Fisher (pero no forzosamente la més interesante) es:
H02ﬂ2=ﬁ3=... ﬂk:O

Es la hipétesis de que todos los coeficientes _de la regre-
si6n, menos la constante 3y, sean nulos; se constituye, por lo
tanto, esta hipdtesis con (k1) hipétesis simples. Dicho de
otra manera, es la hipotesis de que el “verdadero” valor del
coeficiente de determinaciéon multiple R? es cero y que ?l R?
calculado no es méas que la correlacion fortuitZ} que los terrr'n~
nos aleatorios causaron. Los logiciales dc_e aplicacion estadis-
tica proporcionan de manera aut_ométlca el valor de la
variable-test asociada a esta hipdtesis.

3-2.2 ESPECIFICACION DE UN MODELO DE MUESTREO:
LAS CONDICIONES DEL MODELO CLASICO
DE REGRESION LINEAL NORMAL

Hicimos hincapié de que la validez de los test de hipdtesis
que acabamos de describir depende de la validez del modelo
de muestreo sobre el cual se fundamentan. Por lo tanto les
vamos a echar un ojo a continuacion.
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3-2.2.1 El modelo cldsico de la regresion lineal’

El modelo de muestreo clasico se constituye de cuatro hipo-
tesis. Estas hipdtesis son bastante generales, en el sentido de
que imponen pocas restricciones para la forma general de la
distribucidn de probabilidad del término aleatorio.

Las dos primeras hipétesis tratan con los parametros de
las distribuciones de probabilidad de los términos aleatorios:

HI1: Para cada observacion, el valor del término aleatorio es
sorteado de una poblacién tedrica de promedio nulo; por
consiguiente: E(;) = 0 para todo i.

H2a): Para todas las observaciones, las poblaciones tedricas
de donde se sortean los valores de los términos aleatorios
tienen la misma varianza:'®
072 = o2 para todo i.

H2b): Para cada observacion, el valor del término aleatorio es
estadisticamente independiente de los valores de los tér-
minos aleatorios de las demas observaciones:'*

o;; =0 para todas las combinaciones i,/ cuando ij.

Veremos, con mas detalle, lo que significan estas condi-
ciones al momento de examinar lo que sucede cuando no se

respetan. La tercera hipétesis circunscribe el papel de lo alea-
torio en el modelo:

H3: Las variables independientes x;; son no aleatorias.

" Referencias: Kennedy (1992, pp. 43-45).

'3 Esta propiedad se llama “homoescedasticidad” (de la palabra griega
opog, igual y okedaoig, dispersion). Lo contrario es “heteroescedastici-
dad” (de la palabra griega etepoc, otro).

4 Esta propiedad se llama la ausencia de autocorrelacién.
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La hipotesis H3 exige, en particular, que se midan los va-
lores de las variables independientes sin error. Entre las otras
situaciones que no son compatibles con esta condicion, men-
cionemos la presencia de los valores atrasados de la variable
dependiente del lado de las variables independientes, como
sucede, por ejemplo, en un modelo donde la tasa de desem-
pleo de cada mes depende, entre otras cosas, de la tasa de
desempleo del mes anterior (un modelo del tipo
Ci=a+bC_y+--).

Mencionemos también los sistemas de ecuaciones simul-
taneas donde la variable dependiente de una ecuacion aparece
entre las variables independientes de otra (por ejemplo, un
modelo donde el PIB depende del consumo y los demas com-
ponentes de la demanda mientras que el consumo depende
del PIB: Y=C+Xy C=a+ bY). En estas circunstancias, se
deben adaptar los métodos con el fin de tomar en cuenta el no
respeto de H3. '

Finalmente, la cuarta hipdtesis se refiere a las relaciones
entre las variables independientes y al nimero de observa-
ciones.

H4: Existe menos parametros para estimar que observaciones
y no hay redundancias entre las variables independien-
tes.'®

“No hay redundancias” significa, aqui, que ninguna varia-
ble independiente puede representarse como una combina-
cion de las demas; es decir, las variables independientes son
linealmente independientes entre si. H4 no es tanto una hip6-
tesis como una condicion de aplicacion, puesto que se puede
determinar con un analisis de datos si esta condicién se res-
peta.

'3 Técnicamente, esto se traduce por la condicion que el rango de la matriz
X deorden n x k, sea igual a k <n.
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Al momento de combinar las hipétesis H1 hasta H4 con el
modelo lineal general que se expuso en el apartado 1, definen
un modelo aleatorio que acostumbramos designar como el
“modelo clasico de la regresion lineal”. La especificacion de
este modelo de muestreo es, no obstante, incompleta puesto
que el tipo de la distribucién de probabilidad de los términos
aleatorios no se define. Sin embargo, cuando las hipétesis H1
hasta H4 se respetan, el estimador de los menores cuadrados
ordinarios posee varias propiedades deseables. Se demuestran
estas propiedades en el teorema de Gauss-Markov.

3-2.2.2 Propiedades del estimador de los menores cuadrados
bajo el modelo cldsico de la regresion lineal: el teorema de
Gauss-Markov

En este momento, nos contentaremos de enunciar, sin demos-
trarlas, las principales conclusiones del teorema de Gauss-
Markov'®. Estas condiciones se refieren, en particular, a los
parametros de la distribucidén de muestreo de los coeficientes
estimados ;. Este teorema establece, por lo tanto, los funda-
mentos de los tests de hipétesis aplicables a los coeficientes
estimados b; .

Cuando las hipétesis HI hasta H4 se respetan, entonces .
los resultados del método de los menores cuadrados tienen
las propiedades siguientes:

1. El método de los menores cuadrados produce estima-

dores no sesgados de los pardmetros B En otras pala-

bras, cada uno de los coeficientes estimados bj posee
una distribucién de muestreo cuyo promedio (la espe-

' El matematico Carl Friedrich Gauss (1777-1855) es el inventor de la
distribucion normal y del método de los menores cuadrados (en 1794
Gauss aplico el método por primera vez para la estimacién en 1801 de la
trayectoria del asteroide Ceres); Andrei Andrelevitch Markov (1836-1922)
es, en particular, el autor de un teorema limite central.
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ranza matemdtica) es igual al “verdadero” valor del
coeficiente ,Bj
2. El método de los minimos cuadrados produce, tam-

bién, un estimador no sesgado de o2 el cual correspon-
de a la varianza comtn de los términos aleatorios. La
variable aleatoria

n SSR
> 05 =%
i

n—k —k

es un estimador no sesgado de ¢?.

3. El método de los menores cuadrados produce, también,
un estimador no sesgado de la varianza de muestreo
Op, 2 de cada uno de los coeficientes estimados b; ' y

de la covarianza de muestreo de cada par de coeﬂmen—
tes estimados b -

4. En el conjunto de todos los estimadores de los ,@ que

son lineales y que no son sesgados, el estimador de los
minimos cuadrados b; es el “mejor”, o sea posee la

mas alta eficacia relativa (con relacion a las propieda-
des deseables de los estimadores, vea el capitulo 2-2).
En otras palabras, es el estimador cuya distribucién de
muestreo posee la mas pequefia varianza; es cuando
decimos que el estimador de los minimos cuadrados es
BLUE (“Best Linear Unblased Estimate™).

3-2.2.3 El modelo cldsico de la regresion lineal normal

Vimos que el modelo de muestreo que se define combinanfio
el modelo lineal general con las hipdtesis H1 hasta H4 es in-

7 Los logiciales de aplicacion estadistica procuran automaticamente estos
valores estimados.
168 1a matriz estimada de las varianzas-covarianzas se define con

XXy SSR 7 (n=k)
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completo. Asi, antes de efectuar cualquier test de hipotesis es
necesario complementar la especificacion del modelo de
muestreo; esto es, tenemos que especificar la forma de la dis-
tribucién de los términos aleatorios u;.

HS5: Cada uno de los términos aleatorios posee una distribu-
cién normal.

Puesto que la distribucién normal posee tnicamente dos
parametros (el promedio y la varianza), al combinar H1, H2 y
HS, se alcanza una especificacion casi completa de la d1str1—
bucidn de los términos aleatorios:

Los términos aleatorios poseen distribuciones normales
idénticas con un promedio nulo; ademas, son independientes
entre si, es decir, el tnico parametro desconocido es su va-
rianza comun o2.

Baséandose en las hipétesis H1 hasta H5, deducimos que
se obtienen los valores de los términos aleatorios de una
misma poblacion.

Claro esta, la seleccion de la distribucién normal es muy
comoda. Para empezar, en estas condiciones, los estimadores
poseen también una distribucién normal,'® puesto que una
combinacion lineal de variables normales es también una va-
riable normal y que los estimadores de los menores cuadra- -
dos son lineales con relacién a los y; (y, por lo tanto, con
relacion a los términos aleatorios ;). Luego, la distribucién
normal es de relativo facil manejo por encerrar inicamente
dos parametros.

Pero, jen qué nos basamos al momento de pretender que
la distribucién de términos aleatorios es, efectivamente, nor-
mal? Esta pretension es, a veces, solamente una implicacién
del modelo tedrico o de la naturaleza del fenémeno estudia-

' Es esta propiedad, en particular, la que permite aplicar el test ¢ de Stu-
dent.
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do. Sin embargo, la justificacién de mas rigor se refiere al
teorema limite central. Basidndose en algunas variantes de es-
te teorema, si el término aleatorio de la regresién representa
la influencia combinada de un gran numero de variables fal-
tantes en el modelo, entonces se puede considerar que la dis-
tribuciéon normal es una aproximacién razonable de la
distribucién de la influencia combinada de las variables fal-
tantes.'”

La suma de la hipé6tesis H5 completa la especificacion del
modelo de muestreo, conocido también como “modelo clasi-
co de regresion lineal normal” (es decir, el modelo clasico de
regresion lineal, més la hipdtesis de normalidad de los térmi-
nos aleatorios). Cuando se respetan las hipdtesis H1 hasta
HS, la estadistica facilita al investigador toda una gama de
variables-tests que permiten efectuar diversos tests de hip6te-
sis de diferentes tipos. En particular, ya vimos como se podia
aplicar el test t de Student y el test F' de Fisher.

No obstante, es responsabilidad del investigador decidir si
las condiciones H1 hasta H5 que constituyen el modelo de
muestreo son aceptables y si, por consiguiente, los tests que
dependen del modelo son validos."" En efecto, al tratar con
los tests clasicos, como el test de Stndent del cual dimos al-
gunos ejemplos, el mismo modelo de muestreo no se discute.
La decision de aceptar o no las hipétesis H1 hasta H5 puede
basarse en consideraciones a priori. Sin embargo, es posible
validarlas luego con, para empezar, un examen visual de los
residuos de la regresién y luego, con mas rigor, con la aplica-
cién de tests de diagnostico. Estos tests de hipdtesis son, por

170 Gujarati (1992, p. 93); Theil (1971, p 368-370). Freund (1962. pp. 185-
188); Malinvaud (1969, pp. 268-271).

" Es 1a raz6n de ser de la observacién que podemos leer al pie de la p. 19
de Lemelin y Polése (1995): “Stricly speaking, however, the classical hy-
potheses under which the tests are exact are not fully realized [...]".
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asi decirlo, tests de “nivel superior” que se aplican, justamen-
te, a ciertos aspectos del modelo de muestreo.'”

Resumen: especificacion de un modelo aleatorio

Condiciones del modelo cldsico de regresicn lineal:

H1: Para cada observacion, el valor del término aleatorio es
sorteado de una poblacién teérica de promedlo nulo:
E(u;) = 0 para todo i.

H2a: Para todas las observaciones, las poblaciones tedricas
de donde se sortean los valores de los términos aleatorios
tienen la misma varianza:

o/ = ¢ para todo i.

H2b: Para cada observacion, el valor del término aleatorio es
estadisticamente independiente de los valores de los tér-
minos aleatorios de las demas observaciones:

o;; = 0 para todas las combinaciones i,/ cuando izj.

H3: Las variables independientes x;; son no aleatorias (en

particular sus mediciones se efectiian sin errores).
H4: Existen menos parametros para estimar qué observacio-
nes y no hay redundancias entre las variables independientes.

Propiedades del estimador de los menores cuadrados
en el modelo cldsico de la regresion lineal:
el teorema de Gauss-Markov
1. El estimador de los menores cuadrados de ,BJ €s no sesga-
do:
el promedio de la distribucion de muestreo de b; es igual a

B

'”2 Por ejemplo, Heikkila ef al. (1989) examinan con la ayuda de tests de
diagnésticos el problema de la multicolinealidad espacial entre diversas va-
riables de distancia (p. 228).
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1 ~\2 SSR .

2. ) = es un estimador no sesgado

n_‘kZ(% W) == g
de o2

. El método de los menores cuadrados produce, también, un
estimador no sesgado de la varianza de muestreo O'bj2 de

LI

cada uno de los coeficientes estimados bj, y de la cova-
rianza de muestreo de cada par de coeficientes estimados
Ubjbh'
El estimador de los menores cuadrados es el estimador que
posee la mas grande eficacia relativa (la mas pequefia varian-
za muestral): es cuando decimos que el estimador de los me-
nores cuadrados es BLUE (“Best Linear Unblased Estimate™).

Condicion suplementaria del modelo cldsico
de regresion lineal normal
H4: Existen menos pardmetros para estimar qué observacio-
nes y no hay redundancias entre las variables independientes.

3-2.3 ;SE RESPETAN LAS HIPOTESIS DEL MODELO
DE MUESTREO?;Y EN CASO CONTRARIO, QUE SUCEDE?"

El momento de efectuar los tests de hipGtesis que requieren
de variables-tests, como es el caso del ¢ Student o del fde fis-
her, nunca se cuestiona el modelo de muestreo en si (vea 3-
2.1). Sin embargo, es importante que el analista lo ponga en
tela de juicio.

Existen procedimientos estadisticos formales para probar
algunos aspectos del modelo de muestreo. No obstante, en
muchos de los casos, es posible establecer un diagnéstico
preliminar con un simple examen visual del grafico de los re-
siduos. Por lo general, cualquier motivo geométrico, cual-

" Referencias: Wonnacott y Wonnacott (1992, pp. 524-527)
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quier apariencia de organizacién deberia llamarnos la aten-
cién.

Los principales problemas que puede revelar un examen
de los residuos son:

4. Una inadecuada especificacion del modelo teérico.

5. La autocorrelacién de los términos aleatorios.

6. La heteroescedasticidad.

7. Observaciones excéntricas.

Examinemos concretamente en qué consiste cada uno de
estos cuatro problemas. Luego comentaremos algo sobre la
multicolinearidad.

3-2.3.1 Error de especificacion del modelo tedrico

Especificar un modelo consiste en construir una lista de las
variables independientes y definir la forma de la relacién en-
tre Estas y la variable dependiente. El error de especificacion
mas frecuente se comete al omitir una de las variables inde-
pendientes que deberia aparecer en el modelo. De la misma
manera, se comete un error de especificacion en cuanto a la
forma, al instituir una relacién lineal entre las variables cuan-
do una relacién lineal entre sus logaritmos se imponia. Es
evidente que al cometer estos tipos de errores de especifica-
cioén, se compromete, en su totalidad, a las hipétesis del mo-
delo clasico de regresion lineal, empezando por la misma
relacion lineal.

Existe una multitud de posibilidades de cometer errores de
especificacién de un modelo. Nos contentaremos con dar una
ilustracién de lo dicho. Supongamos que el “verdadero” mo-
delo se defina con

Yi=agt+ oy x+ o x?

La variable dependiente y; es una funcién de x; y del cua-
drado de x;. Contando la constante, tenemos tres variables in-

dependientes. Aunque no sea lineal, es posible “linealizarlo”
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facilmente con solo considerar x; y x;2 como dos variables di-

ferentes. . .

Supongamos ahora que estimamos el modelo incompleto:
yi= ot oy Xty

El término faltante o,x? se manifestara entonces en los

residuos. Al momento de examinar el grafico de la relacidn
entre los residuos y la variable independiente x;, sera posible

detectar entre ellos una relacién sistemética que tomaré la
forma de una curva. Se ilustra esta situacion con las figuras 6

a 8.

[lustracién geométrica de un error de especificacion

Figura 6 — Observasiones y regresiones:
Una relacién cuadratica
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Figura 7 — Residuos de la regresion cuadratica
Residuos sin error de especificacién
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Figura 8 — Residuos de la regresion lineal
Residuos con error de especificacion
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3-2.3.2 Autocorrelacion de los términos aleatorios

Surge una contradiccién entre la autocorrelacién de los tér-
minos aleatorios y la hip6tesis H2b del modelo clasico de la
regresion lineal, la cual nos indica que los términos aleatorios
de las diferentes observaciones son independientes entre si
(o7 = 0 para todas las combinaciones 7,/ donde i#).

La auto-correlacion es frecuente cuando las observaciones
se efectian en momentos sucesivos en el tiempo. Datos de
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esta naturaleza se llaman series temporales o series cronolé-
gicas. No obstante, con las series temporalc?s, §ucede a menu-
do que, a causa de cierta inercia, las desvxac:lones.aleatorlas
necesiten algfin tiempo para desaparecer'™. Asi, si u,, valor
del término aleatorio en el periodo ¢, es positivo entonces el
promedio de u, teniendo u>0 (la esperanza matematica
condicional) no serd nula, pero positiva. En estas condicio-
nes, tenemos
Opp1 % 0 N

lo que contradice la hipétesis H2b del modelo clasico de la
regresion lineal. 3

A menudo, es posible detectar cierta auto-correlacion en
las series temporales con examinar la grafica de los residuos
en funcién del tiempo. Podremos, entonces, observar que los
errores sucesivos parecen encadenarse los unos con los otros
al lugar de efectuar saltos desordenados. Las figuras 9 y 10
ilustran este fenomeno.

Se generaron los datos subyacentes a los residuos de re-
gresiones que se presentan en las figuras 8 y 10 con la

ecuacion
donde se generd 7, gracias a un proceso autorregresivo
del tipo ’

m=1-a) g+ an.

'3 Consideremos, por ejemplo, el fendmeno de la evolucién de los precios:
existe en el funcionamiento de la economia cierta “rigidez institucional”
(tal es el caso con los contratos a largo plazo como las. conv;nciones colec-
tivas) la cual provoca que los precios no reaccionen inmediatamente a los
cambios en los factores fundamentales. En Ia relacién entre los precios y
los factores fundamentales, esto se traduce con la aparicién de auto-

correlacion.
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teniendo &, una distribucién normal. Se repiten las figuras

tres veces, cada una con valores diferentes del parametro
. 0.9,0.6y0.

Es posible encontrar también autocorrelacién al manejar
datos espaciales. Su deteccion se complica aiin més; en efec-
to, cuando el tiempo no posee mas que una dimensidn, el es-
pacio posee dos dimensiones, lo que impide trazar graficas
como se efectud arriba.

Consecuencias

Los estimadores de los minimos cuadrados siguen insesga-
dos, sin embargo su varianza es fuerte (los estimadores son
menos precisos). Ademas, las formulas que se exhibieron en
el caso anterior para estimar la varianza de los estimadores
subestiman la verdadera varianza (o sea que nos deja creer
que hay mds precision); de aqui que los tests estadisticos ya
no sean validos.

Test de deteccion
Existe un test de deteccién de la autocorrelacién temporal -
conocido como el test de Durbin-Watson (vea también Ken-

nedy, 1992, p. 128).

Remedios

En cuanto exista autocorrelacion, es necesario aplicar el re-
medio que consiste en completar el modelo emitiendo hipéte-
sis sobre el mecanismo de autocorrelacion, lo que permite
usar un método llamado método de los minimos cuadrados
generalizados.
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Ilustracién geométrica de la autocorrelacion
(autocorrelacidn fuerte)

Figura 9a — Observasiones y regresion:
Autocorelacion de los términos aleatorios
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50 4

x Observ. — Pfea.j'

Ilustracién geométrica de la autocorrelacion
(autocorrelacion mediana)

Figura 9b — Observasiones y regresion:
Autocorelacion de los términos aleatorios
200
150 S x
100

x Observ. —Pred.|

Figura 10a — Residuos de la regresion:
Autocorelacién de los términos aleatorios
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Términos aleatorios 7,-generados con la férmula

m=(0-0a) &g+ amn_,cona=09
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Figura 10b — Residuos de la regresion:
Autocorelacién de los términos aleatorios
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Términos aleatorios 7, generados con la férmula
n=(1-a) g+arn._;,cona=0.6
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Ilustracién geométrica de la autocorrelacion
(ninguna autocorrelacién)

Figura 9c — Observasiones y regresién:
Autocorelacion de los términos aleatorios
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Figura 10c — Residuos de la regresién:
Autocorelacién de los términos aleatorios
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Términos aleatorios 7, generados con la férmula

m=(-o)g+an_;,cona=0

3-2.3.3 Heteroscedasticidad

La heteroscedasticidad es el contrario de la homoscedastici-
dad. La homoscedasticidad es la hipétesis H2a del modelo
clasico de la regresion lineal, la cual nos indica que la varian-
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~za del error es la misma para todas las observaciones
(0 = o para todos los i)

Se encuentra la heteroscedasticidad a menudo, y particu-

~ larmente en los estudios en corte transversal donde es posible
ar
- que los términos aleatorios sean proporcionales al “tamafio”

del sujeto observado.

Por ejemplo, en un estudio sobre los gastos de vivienda de
los hogares, es posible que la variabilidad de éstos aumen-
te al mismo tiempo que el ingreso, es decir, los hogares
con bajos ingresos se ven obligados a limitar sus gastos de
vivienda cuando, por lo contrario, entre los hogares con
altos ingresos, algunos optan por usar gran parte de sus
ingresos en una vivienda lujosa, y otros prefieren encon-
trar una vivienda confortable aunque sin grandes lujos,
con el fin de gastar su dinero de otra manera. En este par-
ticular caso, las variaciones aleatorias debidas a los dife-
rentes gustos'™ son mayores para los hogares mas
holgados.

En un gréfico de residuos, la heteroscedasticidad podria
aparecer como un motivo en forma de trompeta o cono,
siempre y cuando ordenemos las observaciones en orden cre-
ciente de la variable dependiente o de una de las variables in-
dependientes. En lugar de tener en abscisa solamente los -
niimeros de orden de las observaciones, es posible construir
también una grafica donde se representen los residuos en
funcién de los valores correspondientes de la variable depen-
diente o de una de las variables independientes en abscisa.

Se generaron los datos subyacentes a los residuos de regre-
siones que se presentan en las figuras 11 y 12 con la ecuacién
yi=x;+100 7,

1" Este es el ejemplo de un modelo al cual le faltan algunas variables inob-
servables (los gustos) cuyo efecto se representa con el término aleatorio.
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Ilustracién geométrica de la autocorrelacién
(ninguna autocorrelacién)
Figura 9c — Observasiones y regresion:
Autocorelacién de los términos aleatorios
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Figura 10c — Residuos de la regresion:
Autocorelacién de los términos aleatorios

300
200

100
" 1l
S
-100 O 50 100
-200 :{
-300
Términos aleatorios 7, generados con la férmula

3-2.3.3 Heteroscedasticidac
La heteroscedasticidad es el contrario de la homoscedastici-

dad. La homoscedasticidad es la hipétesis H2a del modelo
clasico de la regresion lineal, la cual nos indica que la varian-
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- za del error es la misma para todas las observaciones
(67 = 0% para todos los 7)

Se encuentra la heteroscedasticidad a menudo, y particu-

~ larmente en los estudios en corte transversal donde es posible

que los términos aleatorios sean proporcionales al “tamafio”

del sujeto observado.

Por ejemplo, en un estudio sobre los gastos ‘de vivienda de
los hogares, es posible que la variabilidad de éstos aumen-
te al mismo tiempo que el ingreso, es decir, los hogares
con bajos ingresos se ven obligados a limitar sus gastos de
vivienda cuando, por lo contrario, entre los hogares con
altos ingresos, algunos optan por usar gran parte de sus
ingresos en una vivienda lujosa, y otros prefieren encon-
trar una vivienda confortable aunque sin grandes lujos,
con el fin de gastar su dinero de otra manera. En este par-
ticular caso, las variaciones aleatorias debidas a los dife-
rentes gustos'™ son mayores para los hogares maés
holgados.

En un grafico de residuos, la heteroscedasticidad podria
aparecer como un motivo en forma de trompeta o cono,
siempre y cuando ordenemos las observaciones en orden cre-
ciente de la variable dependiente o de una de las variables in-
dependientes. En lugar de tener en abscisa solamente los
nﬁmqros de orden de las observaciones, es posible construir
tamb.lén una grafica donde se representen los residuos en
funcién de los valores correspondientes de la variable depen-
diente o de una de las variables independientes en abscisa.

S.e generaron los datos subyacentes a los residuos de regre-
S10MeS que se presentan en las figuras 11 y 12 con la ecuacién

174 . . .
Este es el ejemplo de un modelo al cual Ie faltan algunas variables inob-
servables (los gustos) cuyo efecto se representa con el término aleatorio.
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donde se gener6 77; con la ecuacion
7; =0, (gi\/xi)
con & la cual tiene una distribucién normal.
Es importante observar que x; = i de tal manera que las ob-

servaciones son automéaticamente ordenadas en orden cre-
ciente de la variable independiente x;.

Consecuencias

La precisién del estimador no es tan buena y los tests de
hipétesis no son validos.

Test de deteccion

Test de Goldfield y Quandt (Theil, 1971, pp. 196-199;k vea
también Kennedy, 1992, p. 126).

Remedios

Se puede corregir el modelo de muestreo con la transforma-
cion de los datos. Por ejemplo, si nos damos cuenta que la
varianza depende de una de las variables independientes, di-
gamos x;;, ¥ que es posible representar de manera aproxima-
tiva esta relacion con
2
o = x4 0>

entonces es posible recrear la homoscedasticidad y las condi-
ciones de Gauss-Markov con solo aplicar a las variables la
transformacion que sigue:

y( . Yi y Xl = xij
[ iy
VXik VXik

Tlustracién geométrica de la heteroscedasticidad
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Figura 11 — Observasiones y regresion:
Heteroscedasticidad
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Figura 12 — Residuos de la regresion:
Heteroscedasticidad
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Términos aleatorios 7; generados con la féormula
n; =0, (gi\/xi )
3-2.3.4 Observaciones excéntricas

Las observaciones excéntricas (outliers) provienen a veces de
situaciones donde factores que no se tomaron en cuenta en el
modelo intervinieron. Aunque las observaciones excéntricas
no interfieren con las hipétesis del modelo clasico de regre-
sion lineal, es posible que falseen los resultados de la regre-
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sién. Un examen de los residuos permite detectar las obser-
vaciones excéntricas. Luego, es posible buscar si factores
particulares son la causa de tales observaciones y decidir de-
jarlos a un lado. Sin embargo, es importante evitar eliminar
observaciones ad hoc, por simple comodidad... Las figuras
que mostramos a continuacién nos dan un ejemplo visual de
residuos con la presencia de observaciones excéntricas.

Ilustracién geométrica de
la presencia de observaciones excéntricas
Figura 13 — Observasiones y regresion:
Observaciones excéntricas (outliers)
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Figura 14 — Residuos de la regresion
con observaciones excéntricas (outliers)
30 -
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Figura 15 — Residuos de la regresién
sin observaciones excéntricas (outliers)
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3-2.3.5 Multicolinealidad'”
Definicién

Se hace la distincién entre la multicolinealidad estricta y la
multicolinealidad aproximativa.

Multicolinealidad estricta. Surge una contradiccion entre la
multicolinearidad estricta y la hipdtesis H4 del modelo clasi-
co de la regresidn lineal, la cual nos indica que no debe exis-
tir redundancia entre las variables independientes'. La
multicolinealidad estricta es muy poco comiin con datos re-
ales cuando puede ser el resultado de un error de especifica- -
cién si el modelo contiene variables mudas (dummy
variables). Trataremos nuevamente este problema cuando es-
tudiaremos el analisis de varianza por medio de la regresién
miltiple (capitulo 4-2).

La multicolinealidad estricta no representa ninglin pro-
blema de deteccion, puesto que se diagnostica su presencia

' Wonnacott y Wonnacott (1992, pp. 568-572).
176 Técnicamente, cuando existe multicolinealidad estricta, el rango de la

matriz X es inferior a k, lo que implica que la matriz inversa (X’X)~! no
exista y el estimador tampoco.
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con el software de aplicacién estadistica (por la imposibilidad
de los calculos de estimacion).

Multicolinealidad — aproximativa. La  multicolinearidad
aproximativa es mucho mds frecuente. Acontece cuando una
de las variables independientes se correlaciona fuertemente
con otra o una combinacion lineal de las demas. Esta varia-
ble, aunque no estrictamente redundante, puede considerarse
como “casi” redundante, es decir, su aportacién de informa-
ci6n no es relevante comparada a la informacién que aportan
las otras variables.

Consecuencias

La precision de los estimadores es baja, o sea que sus varian-
zas de muestreo s;, 2 son elevadas. No es posible diferenciar
9

correctamente la influencia de las variables que estan corre-
lacionadas entre si.

De manera concreta, en el caso de dos variables, esto pue-
de manifestarse como sigue: ninguna de las dos variables po-
see un coeficiente significativamente diferente de cero, sin
embargo, al quitar las dos variables, el modelo resultante no
aprueba el test F.

Test de deteccidon

En el caso de la correlacion entre dos variables, es posible
examinar los coeficientes de correlacién simple de las varia-
bles independientes entre ellas. Pero la multicolinealidad es,
a menudo, mucho mas compleja y es necesario recurrir a ti-
pos de analisis mas sofisticados (vea Kennedy, 1992, p. 180,
con relacion a condicion index).
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Remedios

En algunos casos existe quizas una o varias variables inde-
pendientes que sobran en el modelo. No obstante, casi siem-
pre debemos aceptar “vivir con” y renunciar separar la
influencia de las variables correlacionadas. En algunos casos,
descartar una variable por motivo de multicolinealidad podria
hasta revelarse un grave error.

La figura que presentamos a continuacién ilustra tal situa-
cion. Los factores inobservables 4, By C influencian la va-
riable dependiente Y. Los factores inobservables no pueden
figurar en el modelo. Para reemplazarlos, el modelo contiene
dos variables independientes observables X; y X,: la primera

es influenciada por 4 y B, y la segunda, por By C. A causa
de la influencia compartida de B, X; y X,. son correlaciona-

das. Sin embargo, al descartar una de las dos variables, des-
cartariamos al mismo tiempo el factor subyacente 4 o C.

;Descartar una variable, o no?
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CONCLUSION DE LA TERCERA PARTE

En la tercera parte de la obra abordamos el analisis de regre-
sion lineal. En primer lugar, se hizo hincapié en la regresion
cuando sirve para operacionalizar un modelo de una relacién
entre una variable dependiente y una o varias variables inde-
pendientes. Pues solamente en el contexto de este tramite de
operacionalizacién se puede dar un sentido a los resultados
de la regresion. Desde este punto de vista, todos los modelos
de analisis multivariado son como el analisis de regresion: no
se pueden interpretar sus resultados, sino a la luz del modelo
conceptual subyacente.

Ademas, la regresion lineal es una herramienta muy poli-
valente del analisis multivariado. A partir de ella se pueden
abordar muchos otros métodos, mas avanzados o especializa- -
dos. Asi expusimos las bases del funcionamiento del estima-
dor de los minimos cuadrados y examinamos el coeficiente
de determinacién miultiple como medicién de ajuste para eva-
luar las prestaciones de un modelo.

Abordamos desde tres puntos de vista los métodos de in-
duccién aplicados a la regresion multiple. Primero, se exami-
no el papel de lo aleatorio en la regresion maltiple, con el fin
de demostrar que los tests de hipétesis aplicados a la regre-
siéon multiple se fundamentan en los mismos principios epis-
temolodgicos establecidos en la segunda parte de la obra. Sin
embargo, en la induccién estadistica a partir de datos de
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muestra, lo aleatorio es inherente al vinculo entre la muestra
y la poblacién. Aqui lo aleatorio traduce mas bien la natura-
leza aproximada del modelo, lo cual, en su parte determinis-
ta, es analogo a las ideas de Platén: la realidad observable —
los datos— no son mas que un reflejo imperfecto del modelo.
Lo aleatorio es esa imperfeccién.

Se presentaron después los métodos de induccién aplica-
dos a la regresion multiple desde un punto de vista pragméti-
co. Gracias a ejemplos, vimos en particular de qué puede
servir el test t de Student y cémo utilizarlo. Finalmente, se
enunciaron las hipétesis del modelo clasico de la regresién
lineal y se ilustraron sus consecuencias concretas a través del
analisis diagndstico de los residuos.

ANEXO 3-A |
LA LECTURA DE UNA ESPECIE
DE COMPUTADORA

La presente seccion busca echar un vistazo en el mundo del
analisis de regresion. Presentamos, pues, tres extractos de sa-
lidas de computadora que provienen de los resultados de Le-
melin y Polése (1995). El programa que usamos es SAS. El
primer extracto contiene los resultados relativos a la ecuacion
(6) de Lemelin y Polése (1995):

In PURB;=a+ b In PTOT;

+¢ In GNPC; +d (In GNPC) (6)
No se hace mencién de los resultados del segundo extrac-

to en Lemelin y Polése (1995). Se trata del modelo truncado:
In PURB;=a+ b In PTOT; + ¢ In GNPC;

Finalmente, el tercer extracto contiene los resultados rela-
tivos a la ecuacién (1) de Lemelin y Polése (1995):
In PLAR;=In K+ h In PURB; )
Entre los elementos que podemos encontrar las salidas de
computadora, mencionemos:
1. La variable dependiente de la regresién es LPURB, o
sea In PURB.
2. Este cuadro contiene los resultados de la estimacion de
los parametros a, b, c y d.
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3. Los parametros se identifican por el nombre de la va-
riable de la cual son coeficiente (en SAS, la variable
INTERCEP, del inglés “intercept”, refiera a la cons-
tante del modelo).

4. Los valores estimados de los parametros y pardmetros
estandar Beta.

Los pardmetros Beta-son los valores que tendrian los co-
eficientes si se reemplazara las variables del modelo por
variables estandar. Por ejemplo, se reemplazaria:

In PURB; — In PURB

>

In PURB; por ZLPURB; =
Sin PURB

con S\, PURB =\/;.}:IZ(IH PURB, ~1In PURB)Z

i

_ InPTOT, —-In PTOT
In PTOT; por ZLPTOT; = ————"L— 1 ,

Sin PTOT

e\ )
con sy proT = \/;;1;“1‘2(‘“ PTOT; - in PTOT)

1

etc.
y el pardmetro Beta relacionado a In PTOT se da con
. Sin PTOT
Betay, pror =b——"—
Sin PURB

5. Error tipo (desviacion estandar de muestro) de los va-
lores estimados de los pardmetros: s, SpyScY S5
6. Valor del ¢ de Student para la hipétesis que el valor del
, a
parametro sea cero; tenemos f =
Sa
7. Probabilidad critica correspondiente al valor del #: es el

umbral de significanza que se tendria que tomar para
que el valor critico correspondiente sea igual al valor

, etc.
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calculado del f; es equivalente al resultado de la fun-
cién TDIST en Excel.
8. El cuadro Arnalysis of variance (andlisis de varianza)
detalle el célculo del R2.
9. Valores de las sumas de cuadrados que entran en el
célculo del R? y sirven para construir tests ¥ de Fisher:
— Linea “Model”: SSM
= variabilidad de la cual el modelo de cuenta
— Linea “Error”: SSR = variabilidad residual
~ Linea “C Total”: SST = variabilidad total.
10.Namero de grados de libertad (DF, “degrees of free-
dom”) asociado a cada suma de cuadrados:
- SSM: k-1
— SSR: n—k
- SST: n—1
11.Desviaciones cuadréticas promedias (“Mean squares”);
se calculan con division entre el niimero de grados de
libertad correspondiente:

— Modelo: SSM

SSR
n —_—
varianza del término aleatorio, o2.
12.Valor del F' de Fisher para la hipétesis nula que todos

los pardmetros sean cero, excepto la constante. Se cal-
cula con ‘

— Residuos: MSE = ; es el valor estimado de la

F(k_1-n_k)=.‘m_0‘:.l).
s Sk
n....

13.Probabilidad critica correspondiente al valor calculado
del F.
14.Coeficiente de determinacion multiple:
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_SSM _, _SSR

TSST 0 SST
15.Coeficiente de determinacién multiple ajustado:

=2 SS%""’C)
R =1~ SS% _1)

16.Evaluacién de la capacidad de prediccién del modelo:
— Raiz cuadrada del error cuadratico promedio

“Root MSE” =+ MSE
~ Valor promedio de la variable dependiente: .

“Coeficiente de variacion” (C.V.); en realidad, se
trata del coeficiente de variacién en porcentage:

—100 YME
m,, |
17.Test de la hipétesis que el coeficiente de In PTOT sea
igual a 1. Este test se hace con el F' de Fisher. Puesto

RZ

que el test F'y el test ¢ de Student se basan en el mismo -

modelo muestral (modelo clasico de la regresion lineal
normal), el resultado es absolutamente idéntico: la
probabilidad critica es 0.3144.
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Especie del logicial SAS

PRI HK ; et GNPC 15
8:1 jay, Wgr 2%, 18935
Model: EQPURB
bependent Vap» < LPURB
& Anal\isis of Variance
D

Sum of Mean
Source F Squares Square F Value Prob>F

odel 3 88.81851 29.60617 408.878 0.0001
rrox 60 4.3333%0 0.07223 N
C Total g 93.15241

$.47138

2.83760 ’ - @
Parameter Estimates /
Parameter Standard T for Ho:
Variable DF Estimate Exzror Parameter=0 prob >7|T|
INTERCEP 1 ~-4.602824 0.87667347 ~5.250 6.0001
LPTOT 1 0.971663 0.02793210 34.787 0.0001
LGNPC i 0.915958 0.20762625 4.412 0.000%
SQLGNPC 1 -0.045267 0.01344728 ~3.366 0.0013
PRIMATE moins HK ; UN POP DIV et GNPC 16

18:19 Tuesday, August 29, 1995

Dependent Variable: LPURB
Test: PTOTEGL Numerator: 0.0743 DF: 1 F value: 1.0292
Denominator: 0.072232 DF: &0 Prohs>F: 0.3144

DIGRESION: EL ASPECTO DE LA RELACION ENTRE
LA POBLACION URBANA Y EL PIB PER CAPITA

La ecuacién (6) es una relacion cuadratica entre los logarit-
mos de las variables. Sin embargo, ;cuél es el aspecto real de
la relacion entre la poblacion urbana y el PIB per capita?
Antes de la era de las hojas de célculo electronicas (como
Excel), cuando se deseaba conocer el aspecto de una funcién
sin tener que calcular un gran nimero de valores, se recurria
al célculo diferencial y 4lgebra. Era necesario conocer las de-
rivadas primeras y segundas de la funcién, luego resolver las
ecuaciones que permitian determinar los puntos de intersec-
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cién con el eje de las abscisas, sus miximas y minimas, sus
puntos de inflexion, para finalmente determinar el signo de la
funcién y de sus derivadas entre estos puntos de referencia.
Hoy en dia, s6lo basta simular en una hoja de célculo.

Por lo que trata de la ecuacion (6), los resultados presen-
tados mas arriba nos muestran que el coeficiente b es
aproximadamente igual a 1. Esto implica que, todo siendo
igual de un lado (particularmente el PIB per capita), la pobla-
cién urbana es mas o menos proporcional a la poblacién total.
Por lo tanto, nos concentraremos en el aspecto de la relacién
entre el PIB per cépita y la poblacion urbana, dada una pobla-
cién total. Fijamos la cifra de la poblacién en su valor pro-
medio en la muestra (67.6 millones de habitantes) y hicimos
variar el PIB per capita entre cero y el valor inverosimil de
US$ 100.000. Para cada valor, calculamos cuél fue la pobla-
cién urbana predicha por el modelo. Los resultados se repro-
ducen a continuacion en graficos.

Los puntos que queremos principalmente destacar son:

e El modelo que representa la ecuacién (6) es un modelo
descriptivo el cual es valido solo al interior de un cierto
campo de vartacion.

e E]l aspecto visual de la curva depende de la seleccion de
las escalas (natural o logaritmica).
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_ ANEXO3-B
LA ALEGORIA DE LA CAVERNA DE PLATON"

RESUMEN

Robert Baccou resume de esta manera la alegoria de la Ca-

verna:
Una alegoria nos ensefiara, ahora, la posicién de los hom-
bres en relacién con la verdadera luz. Imaginemos a unos
cautivos encadenados en una caverna subterrdnea encarando
la pared opuesta a la entrada, de tal manera que no pueden
ver otra cosa que no sea esa pared. Esta pared es iluminada
por la luz de una hoguera que arde frente a la entrada en ba-

" Referencias:

Platon, La République, Garnier-Flammarion, Paris, 1966; introduccién.
traduccién y notas por Robert Baccou.

Platén, Didlogos, La repiiblica o de lo Justo, Libro VII, pp. 551 ~554 y p.
563; Editorial Porriia, México, D.F. 1975.

NdT: En la versi6n original, el autor reproduce parte del didlogo del Libro
VII refiriéndose a la traduccién francesa que menciona y de donde sustrae
el mismo resumen de la alegoria de la Caverna escrito por Robert Baccou.

Es posible encontrar el texto de la alegoria de la caverna en los sitios si-
guientes:

http://www.virtualistes.org/platon.htm.
http://www.hermanubis.com.br/Artigos/FR/ARFRLaCavemedePlaton.htm.
http://plato-dialogues.org/fr/tetra_4/republic/caverne.htm.
http://www.cyberphilo.com/ref/caverne. html.
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jada pero del otro lado de un camino bordeado de un peque-
fio muro. Por detras del muro caminan unas personas que le-
vantan sobre sus espaldas objetos diversos como estatuillas
de hombres, de animales, etcétera. Los cautivos no pueden
ver mas de esos objetos que sombras proyectadas en el fon-
do de la caverna, asi mismo, lo tnico que oyen es el eco de
las palabras que intercambian los que cargan. Acostumbra-
dos desde su nacimiento a contemplar esas vanas imagenes,
a escuchar esos sonidos confusos, cuyo origen ignoran, vi-
ven en un mundo de sombras que creen es la realidad.

Ahora bien, imaginemos que uno de ellos sea liberado de
sus cadenas y sea arrastrado hacia la luz; al principio la luz
lo cegard y no sera capaz de distinguir nada a su alrededor,
por instinto buscar4 mirar nuevamente hacia las sombras que
no lastiman sus ojos y, durante algiin tiempo, las creerd més
reales que los objetos del nuevo mundo, pero, en cuanto sus
0jos se hayan acostumbrado al ambiente luminoso, podra
percibir el reflejo de esos objetos en las aguas para luego
poder mirarlos directamente. Durante la noche, contemplara
la luna y las constelaciones y finalmente serd capaz de sos-
tener el resplandor del sol. Entonces se dard cuenta que su
vida anterior no era mds que un suefio sombrio, y se compa-
decera de sus antiguos compafieros de cautiverio. No obs-
tante, si baja a verlos nuevamente para instruirlos y para
ensefiarles la vacuidad de esas sombras de la caverna y les
describe el mundo de la luz, ;quién podré escucharlo sin re-
ir?, ;quién, sobre todo, dara por cierto su divina revelacion?
Hasta los mas sabios lo consideraran loco hasta el punto de
amenazarlo de muerte si persiste en su generoso intento.

Entendemos sin ninguna pena el significado de esta ale-
goria. Los hombres son aqui en esta tierra esclavos de sus
sentidos: en la oscuridad del mundo de la materia, en perpe-
tuo cambio, sélo captan sombras o vagos reflejos. Pero los
modelos de estas sombras y, ain mads, la fuente luminosa de
estos reflejos, les son desconocidos hasta el punto de, ni si-
quiera, entrever su existencia. La {inica ciencia —o lo que de-
nominan con este nombre— consiste en descubrir un cierto
orden en las apariencias, una secuencia prevista en el inter-
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minable desfile de las sombras, las cuales pasan sin cesar
frente a ellos moviéndose en un telén misterioso. Sélo quien
haya roto sus cadenas y se haya elevado fuera de las tinie-
blas de la caverna hasta el reino del sol, sélo éste podra con-
templar y fijar en su alma el puro esplendor de las esencias,
pero cuando haya vivido un buen rato en este reino, sus ojos,
acostumbrados a estos ideales esplendores, no podra mas
distinguir las sombras de abajo.

DIALOGO

Socrates y Glaucédn son los dos protagonistas del didlogo

del Libro VII

— Represéntate ahora el estado de la naturaleza humana res-

pecto de la ciencia y de la ignorancia, segin el cuadro que
de €l voy a trazarte. Imagina un antro subterrneo que tie-
ne todo a lo largo una abertura que deja libre a la luz el
paso, y, en ese antro, unos hombres encadenados desde su
infancia, de suerte que no puedan cambiar de lugar ni vol-
ver la cabeza, por causa de las cadenas, que les sujetan las
piernas y el cuello, pudiendo solamente ver los objetos
que tengan delante. A su espalda, a cierta distancia y a
cierta altura, hay un fuego cuyo fulgor les alumbra, y en-
tre ese fuego y los cautivos se halla un camino escarpado.
A lo largo de ese camino, imagina un muro semejante a
esas vallas que los charlatanes ponen entre ellos y los es-
pectadores, para ocultar a éstos el juego y los secretos tru-
cos de las maravillas que les muestran. '

Todo eso me represento.

Figarate unos hombres que pasan a lo largo de ese muro,
porteando objetos de todas clases, figuras de hombres y de
animales de madera o de piedra, de suerte que todo ello se
aparezca por encima del muro. Los que los portean, unos
hablan entre si, otros pasan sin decir nada.
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iExtrafio cuadro y extrafios prisioneros!
Sin embargo, se nos parecen punto por punto. Y, ante to-
do, jcrees que veran otra cosa, de si mismos y de los que
se hallan a su lado, mas que las sombras que van a produ-
cirse frente a ellos al fondo de la caverna?

¢ Qué mas pueden ver, puesto que desde su nacimiento se
hallan forzados a tener siempre inmévil la cabeza?

¢, Veran asimismo, otra cosa que las sombras de los obje-
tos que pasen por detréas de ellos?

No.

Si pudiesen conversar entre si, ;jno convendrian en dar a
las sombras que ven los nombres de esas mismas cosas?
Indudablemente.

Y si al fondo de su prision hubiese un eco que repitiese las
palabras de los que pasan, jno se figurarian que oian
hablar a las sombras mismas que pasan por delante de sus
ojos? '

Si.

Finalmente, no creerian que existiese nada real fuera de
las sombras.

Sin duda.

Mira ahora lo que naturalmente habra de sucederles, si
son libertados de sus hierros y se les cura de su error.
Deséatese a uno de esos cautivos y obliguesele inmediata-
mente a levantarse, a volver la cabeza, a caminar y a mirar
hacia la luz; nada de eso hara sin infinito trabajo; la luz le
abrasara los ojos, y el deslumbramiento que le produzca le
impedira distinguir los objetos cuyas sombras veia antes.
;,Qué crees que responderia si se dijesen que hasta enton-
ces no ha visto mas que fantasmas, que ahora tiene ante
los ojos objetos més reales y mas proximos a la verdad?
Si se le muestran luego las cosas a medida que vayan pre-
sentandose, y se le obliga, en fuerza de preguntas, a decir
qué es cada una de ellas, jno se le sumira en perplejidad,

/
.
g
|

y no se persuadird a que lo que antes veia era mas real que
lo que ahora se le muestra? ‘
Sin duda.

Y si se le obligase a mirar al fuego, ;no enfermaria de los
ojos? ¢(No desviaria sus miradas para dirigirlas a la som-
bra, que afronta sin esfuerzo? ;No estimaria que esa som-
bra posee algo maés claro y distinto que todo lo que se le
hace ver?

Seguramente.

Si ahora se le arranca de la caverna, y se le arrastra, por el
sendero aspero y escarpado, hasta la claridad del sol, jqué
suplicio no sera para él ser asi arrastrado! jQué furor el
suyo! Y cuando haya llegado a la luz libre, ofuscados con
su fulgor los ojos, ¢podria ver nada de la muititud de obje-
tos que llamamos seres reales?

Le seria imposible, al primer pronto.
Necesitaria tiempo, sin duda, para acostumbrarse a ello.

Lo que mejor distinguiria, seria, primero, las sombras;
luego, las imagenes de los hombres y de los demas obje-
tos, pintadas en la superficie de las aguas; finalmente, los
objetos mismos. De ahi dirigiria sus miradas al cielo, cuya
vista sostendria con mayor facilidad durante la noche, al
claror de la luna y de las estrellas, que por el diay a la luz
del sol. ‘

Sin duda.

Finalmente, se hallaria en condiciones, no sélo de ver la
imagen del sol en las aguas y en todo aquello en que se re-
fleja, sino de fijar en él la mirada, de contemplar al verda-
dero sol en verdadero lugar.

Si.

Después de esto, dandose a razonar, llegara a concluir
que el sol es quien hace las estaciones y los afios, quien lo
rige todo en el mundo visible, y que es en cierto modo
causa de lo que se veia en la caverna.
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Es evidente que llegaria por grados hasta hacerse esas re-
flexiones.

Si llegase entonces a recordar su primera morada, la idea
que en ella se tiene la sabiduria, y a sus compaiieros de
esclavitud, 4no se alborozaria de su mudanza, y no tendria
compasion de la desdicha de aquellos?

Seguramente.

¢Crees que sintiese todavia celos de los honores, de las
alabanzas y recompensas alli otorgados al que mas rapi-
damente captase las sombras a su paso, al que recordase
con mayor seguridad las que iban delante, detras o juntas,
Yy que por tal razon seria el més hébil en adivinar su apari-
cién, o que envidiase la condicién de los que en la prisién
eran mas poderosos y més honrados? ;No preferiria, co-
mo Aquiles en Homero, pasarse la vida al servicio de un
pobre labrador y sufrirlo todo, antes que volver a su pri-
mer estado y a sus ilusiones primeras?

No dudo que estaria dispuesto a soportar todos los males
del mundo, mejor que vivir de tal suerte.

Pues pon atencién a esto otro: si de nuevo tornase a su

prision, para volver a ocupar en ella su antiguo puesto,

(1o se encontraria como enceguecido, en el subito transito
de la luz del dia a la oscuridad?

Si.

Y si mientras ain no distingue nada, y antes de que sus
ojos se hayan repuesto, cosa que no podria suceder sino
después de pasado bastante tiempo, tuviese que discutir
con los demas prisioneros sobre esas sombras, ;no darfa
qué reir a los demas, que dirian de él que, por haber sub-
ido a lo alto, ha perdido la vista, afiadiendo que serfa una
locura que ellos quisiesen salir del lugar en que se hallan,
y que si a alguien se le ocurriese querer sacarlos de alli y
llevarlos a la region superior, habria que apoderarse de él
y darle muerte?
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— Indiscutiblemente. . »
— Pues ésa es precisamente, mi querido Glaucédn, la imagen

de la condiciéon humana. El antro subterraneo.es este
mundo visible; el fuego que lo ilumina, la luz del sol; el
cautivo que sube a la region superior y la contempla, es el
alma que se eleva hasta la esfera inteligible. He aqui, a lo
menos, mi pensamiento, puesto que quieres saberlo. Dios
sabe si es cierto. Por mi parte, la cosa me parece tal como
voy a decir. En los dltimos limites del mundo inteligible
estd la idea del bien, que se percibe con trabajo, pero que
no puede ser percibida sin concluir que ella es la causa
primera de cuanto hay de bueno y de bello en el universo;
que ella, en este mundo visible, produce la luz y el astro
de quien la luz viene directamente; que, en el mundo invi-
sible, engendra la verdad y la inteligencia; que es preciso,
en -fin, tener puestos los ojos en esa idea, si queremos
conducirnos cuerdamente en la vida piblica y privada.
Soy de tu parecer, en cuanto puedo comprender tu pensa-
miento.

Consiente, pues, asimismo, en no extrafiarte de que los
que han llegado a esa sublime contemplacion desdefien la
intervencion de los asuntos humanos, y que sus almas as-
piren sin tregua establecerse en ese eminente lugar. La co-
sa debe ser asi, si es conforme a la pintura alegérica que
de ella he trazado.

Asi debe ser.

(Es de extrafiar que un hombre, al pasar de esa divina
contemplacion a la de los miserables objetos que nos ocu-
pan, se turbe y parezca ridiculo cuando, antes de haberse
familiarizado con las tinieblas que le rodean, se ve obliga-
do a disputar ante los tribunales, o en algin otro lugar,
acerca de sombras y fantasmas de justicia, y a explicar en
qué forma los concibe ante personas que jamds vieron a la
propia justicia?
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Nada de sorprendente veo en ello.

Un hombre sensato se hara la reflexién de que la vista
puede ser turbada de dos maneras y por dos causas opues-
tas: por el paso de la luz a la oscuridad, o por el de Ia os-
curidad a la luz; y aplicando a los ojos del alma lo que
acontece a los del cuerpo, cuando la vea turbada y emba-
razada para distinguir ciertos objetos, en lugar de reirse
sin raz6n de semejante perplejidad, examinara si proviene
de que descienda de un estado més luminoso, o si es por-
que, pasando de la ignorancia a la luz, quede ofuscada por
su fulgor excesivo. En el segundo caso, la felicitara por su
perplejidad; en el primero, compadecer4 su suerte o, si
quiere reirse a costa suya, sus burlas seran menos ridiculas
que si se dirigiesen al alma que vuelve a descender de la
morada de la luz.

Sensatisimo es lo que dices.

Ahora bien, si todo esto es cierto, fierza es concluir de
ello que la ciencia no ensefia en la forma en que cierta
gente pretende. Se alaban de hacerla penetrar en un alma
en que nada hay de ella, aproximadamente como, podria
darse vista a unos ojos ciegos.

A voz en cuello lo dicen.

Pero el presente discurso nos hace ver que todos poseen
en su alma la facultad de aprender, con un érgano a ello
destinado; que todo el secreto consiste en apartar a ese 6r-
gano, con toda el alma, de la vision de lo que nace, hacia
la contemplacién de lo que es, hasta que pueda fijar sus
miradas en lo que hay de més luminoso en el ser; es decir,
seglin nosotros, en el bien; del mismo modo que, si el ojo
no estuviese dotado de movimiento propio, ocurriria por
fuerza que todo el cuerpo habria de girar con él, en el
transito de las tinieblas a la luz, ;no es asi?

En efecto.

— En esa evolucién que se obliga a hacer al alma, todo el ar-

te consiste, pues, en hacerla girar de la manera més facil y
mas 1til, No se trata de conferirle facultad de ver, que ya
tiene; pero su érgano estd orientado en mala direccién, no
mira adonde es debido, y eso es lo que hay que corregir.
Me parece que no hay otro secreto.

(Libro VII, pp. 551-554)

[...]
Recuerda al hombre de la caverna que deciamos: empieza
por ser libertado de sus cadenas; después, dejando las
sombras, se vuelve hacia las figuras, artificiales y hacia el
fuego que las ilumina. Finalmente, sale de ese lugar subte-
rraneo para subir hasta los lugares que el sol alumbra; y
como quiera que sus débiles ojos no pueden al principio
fijarse en los animales, ni en las plantas, ni en el sol, recu-
1€ a sus imagenes pintadas en la superficie de las aguas, y
a sus sombras; pero estas sombras pertenecen a seres re-
ales, y no a objetos artificiales como en la caverna, y no se
han formado gracias a la luz que el prisionero tomaba por
el sol. El estudio de las ciencias de que hemos hablado
produce el mismo efecto. Eleva la parte mas noble del al-
ma hasta la contemplacion del mas excelente de todos los
seres, como, en el otro caso, el érgano mas agudo del
cuerpo humano se eleva hasta la contemplacién de lo mas
luminoso que existe en el mundo material y visible.

(Libro VII, p. 563)
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INTRODUCC'ZION A LA CUARTA PARTE:
EL ANALISIS CUANTITATIVO
DE DATOS CUALITATIVOS

Vimos ya cémo, de algiin modo, era posible medir propieda-
des cualitativas como la nacionalidad de una persona (capitu-
lo 1-1). Sin embargo, aunque se admita que una propiedad
cualitativa se pueda medir, la medicién de tal propiedad pa-
rece imperfecta al momento de compararla con la medicién
de propiedades como la superficie o el ingreso. En efecto, al
considerar las cuatro relaciones que distinguen la definicién
axiomatica de una medicion (=, #, <, >), no podemos mas
que constatar que para una propiedad cualitativa como la na-
cionalidad, no es posible tomar una decisién con dos de estas
relaciones. Es la razén por la cual se distinguen varios tipos
de variables segtn la escala de medicién que se les asocia:
variables categoricas, ordinales, de intervalo y racionales.

Se puede considerar la mayor parte de las variables de in-
tervalo o racionales, asi como algunas variables ordinales,
como variables continuas. Por lo contrario, las variables ca-
tegbricas y un gran nimero de variables ordinales son varia-
bles discretas. Ahora bien, vimos con relacién al modelo
lineal general y al anélisis de regresion, que es un método de
analisis de los datos, que es posible aplicar solamente si se
basa en un modelo tedrico formalizado a partir de una rela-
cién entre una variable dependiente continua y una o varias
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variables independientes continuas o discretas. En esta cuarta
parte del curso, nos dedicamos a examinar métodos que se
aplican a variables categéricas u ordinales discretas, como lag
que se acostumbra emplear para medir propiedades cualitati-
vas.

Con el andlisis de las tablas de contingencias, es posible
examinar las relaciones entre varias variables categéricas. En
un analisis de las tablas de contingencias, ninguna variable
puede tomar el lugar de una variable dependiente. El analisis
de varianza se basa en un modelo teérico formalizado a partir
de una relacion entre una variable dependiente continua y una
o varias variables independientes, todas discretas. Por lo tan-
to, el anélisis de varianza parece ser un caso particular del
andlisis de regresion (aunque el formato tradicional para pre-
sentar los resultados sea diferente). Hacemos, pues, un espe-
cial énfasis en la manera de adaptar el modelo de regresi6n al
analisis de varianza. Finalmente, los modelos con variable
independiente cualitativa se refieren a métodos como el logit
o el probit.
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: ) CAPITULO 4-1
EL ANALISIS DE LAS TABLAS DE CONTINGENCIA

4-1.1. INTRODUCCION
4-1.1.1. ;Qué es una tabla de contingencia?

Una tabla de contingencia es una manera de presentar datos
de enumeracion (de conteo) de individuos previamente clasi-
ficados en categorias. Es de constatar, por lo tanto, que una
tabla de contingencia es ya el resultado de un tratamiento de
datos puesto que los individuos (observaciones) tuvieron que
ser el objeto de una previa clasificacion y de un previo con-

~ teo.

Se determina el formato de la tabla dependiendo del mo-
delo de clasificacién que se emplea. Es necesario que el mo-
delo de clasificacidn se constituya de categorias mutuamente
exclusivas y que sea exhaustivo, es decir que en el lenguaje
de la teoria de conjuntos, las categorias deben constituir una
particion del universo de modo que cada individuo pertenez-
ca a una y a una sola categoria.

Se definen las categorias por medio de una o varias varia-
bles de clasificacion (variables categéricas) que corresponden
a cuantos atributos (dimensiones) tienen los individuos. Se
describe a los individuos observados con el fin de clasificar-
los en funcién de los valores de sus atributos. Se efectia un
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conteo de todos los individuos que tengan la misma descrip-
cién (los mismos valores de atributos) para luego inscribir sy
nimero en la celda correspondiente de la tabla de contingencia
resultado de esta clasificacién. La tabla de contingencia tiene
tantas dimensiones como haya variables de clasificacion y tan-
tas celdas como haya combinaciones de categorias.

Examinemos un pequefio ejemplo de construccién de una
tabla de contingencia a partir de datos brutos. Teniendo la ta-
bla de observaciones siguiente, donde las observaciones ya
estan ordenadas por sexo, pues por color de ojos:

Nombre Sexo Color de ojos
1 Dolores M Azules
6 Juan H Azules
4 Marco H Negros
2 Maria M Azules
3 Pedro H Negros
5 Guadalupe M Negros

Se ve en la tabla arriba la estructura matricial de los datos
brutos. A partir de estos datos, es posible deducir una tabla de
contingencia del color de los ojos en funcién del sexo:

Sexo
Color de ojos M H Total
Azules 2 1 3
Negros 1 2 3
Total 3 3 6

Esa tabla de contingencia tiene también una estructura
matricial, pero ya no se trata de datos brutos: la tabla de con-
tingencia es el resultado de un tratamiento. Se nota que una
tabla de contingencia de una sola variable es nada més una
tabla de frecuencias.

Tabla 1: Poblacién activa empleada
en la region metropolitana de Montreal, 1991
Zona de residencia segin el sexo y la profesion

Profesiones
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Mujeres
Montreal "® 24,025 58204] 76450 24,385| 28,825| 2/1,889
Resto CUM'™ 22,575 42207| 70003| 14,065 17435 166.285
Anillo norte 16,785 31,699 63,491 11,975] 18,630 /42,580
Anillo sur 18,365 35674 65290 10,485| 19,380| /49,194
Fuera RMR'®| 3,265 7,535| 11,089 3,190| 3,565| 28644
Total Mujeres | 85,015|  175319| 286323| 64,1001 87,835! 698,592
Hombres
Montreal 32,336 55.045] 43,546] 65340] 46,850 243,117
Resto de CUM| 39,146 39,9200 37819 46,173 28,749| 191,807
Anillo Norte 33,287 27,5601 31.170| 62,852] 29,329| 184,798
Anillo Sur 36,006 32464| 30600! 58,778 29721 187.569
Fuerade RMR| 8,270 8,590 82701 22,305 9,099| 56,534
Total Hombres| [49,045)  163,579| 151,405)255448| 143,748| 863,223
Total hombres y mujeres
Montreal 56361  113,249] 119,006] 89,725] 75,675 435,006
Restode CUM | 61,721 82,127 107,822] 60,238| 46,184| 358092
Anillo Norte 50,072 59259 94,661 74,827 47,959| 326,778
Anillo Sur 54,371 68,138 95.890| 69,263| 49,101 336,763
Fuerade RMR| 11,535 16,125 19,359 25495 12,664| 85,178
Totl H+M | 234060] 338,898 437.728|319.548| 231,583|1.561.817

Fuente: Statistique Canada, Censo de 1991.

178 Se refiere aqui al municipio de Montreal tal como era definido hasta la fu-
sién en 2002 de todos los municipios que antes formaban la cum (ver la proxi-

ma nota).
179

cuM = Comunidad Urbana de Montreal: todos los municipios de la Isla de

Montreal. La cuM volvié con la fusién del 2002 en el Municipio del Gran

Montreal.
i80

RMR = Region Metropolitana de Censo.




Esta tabla de contingencia posee tres dimensiones: la zona
de residencia, la profesién y el sexo. La zona de residencia
tiene 5 categorias, la profesion, 5 y hay 2 sexos. La tabla con-
tiene, por lo tanto, 5 x 5 x 2 = 50 celdas a las cuales se suman
las lineas y columnas de los totales y subtotales.

4-1.1.2. El andlisis de las tablas de contingencias entre los
métodos de andlisis multivariado

De manera general, el anélisis mutivariado designa el conjun-
to de los métodos de anélisis estadistico que tratan simult3-
neamente con mas de una variable. En particular, se recurre
al anélisis multivariado para:

e medir el grado de asociacion entre dos o més variables;

e estimar los parametros de una relacion entre dos o mas

variables;

o evaluar hasta qué punto las diferencias entre dos o va-

rios grupos de observaciones son significativas;

¢ intentar predecir a cudl grupo pertenece un individuo a

partir de sus demads caracteristicas;

¢ buscar reconocer una estructura en un conjunto de da-

tos.

Varias técnicas de analisis multivariado permiten distin-
guir entre las variables dependientes y las variables indepen-
dientes. Las variables dependientes son las variables cuyo
valor se quiere predecir; las otras variables son las indepen-
dientes.' Es posible clasificar los métodos de analisis multi-

81 Se tomaron los términos “variable dependiente” y “variable independiente”
del drea de las ciencias experimentales, cuando el investigador fija de manera

“independiente” el valor de ciertas variables (como, por ejemplo, la dosifica-

ci6n de un tratamiento) para, luego, observar su efecto en la variable “depen-
diente”. Se da a veces a las variables independientes el nombre de variables
“explicativas”. Sin embargo, hay que tener sumo cuidado con esta expresion
por la connotacién de causalidad que transmite. En un modelo con una sola
ecuacion, la variable dependiente se llama también “endégena”, es decir que se
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variado en funcién del nimero de variables dependientes e
independientes y segun si las unas o las otras son variables
discretas o continuas.'®

La tabla que sigue presenta una clasificacién de los méto-
dos que examinamos en el marco de este curso.

Variable Variables in- .
. . Método
dependiente dependientes -
. ...con2
2 var1'e11?1es Analisis de | dimensio-
Ningana categdricas tabl a de " pes
Mis de 2 contin- ... cOn mas
variables gencia  |de 2 dimen-
categéricas siones
Discretas Analisis de varianza o
Continua (categodricas) Regresion multiple
Continuas y/o Regresién multiple
discretas
2 . .
Categd- |categorias)Continuas y/o] Logito | bmoxmal
rica |Masde2| discretas probit ... multino-
categorias mial

Este capitulo trata del anélisis de las tablas de contingen-
cia. Con este método, es posible examinar las relaciones entre

determina al interior del modelo, mientras que las variables independientes son
“exdgenas”, es decir que se determinan al exterior del modelo. Las variables
independientes se llaman también “estimulos”, y entonces las dependientes son
“respuestas”. En inglés, es posible encontrar las parejas predictor/criterion, sti-
mulus/response, task/perfomance, input/output.

182 Se infiere esto de la escala de medicion asociada a cada variable, es decir,
las variables categoricas son discretas mientras que se considera frecuentemen-
te las variables racionales y de intervalo como variables continuas. En cuanto a
las variables ordinales, existen pocos métodos que se adaptan especificamente a
ellas; en la practica; se consideran continuas. Sin embargo, en tales condi-
ciones, la interpretacion de los resultados debe tomar en cuenta la naturale-
za ordinal de las variables.

397




varias variables categéricas. En el anilisis de las tablas de
contingencia, ninguna variable toma el papel de variable de-
pendiente. :

4-1.1.3. Reglas de presentacion de una tabla de contingencia

El principio general de presentacion de una tabla de contin-

gencia no difiere de cualquier otra tabla: todo debe encami-

narse para que ¢l lector sepa perfectamente de lo que trata.

Las principales reglas de presentacion que conviene por lo

general respetar, son las siguientes:

1. La tabla se encabeza con un titulo que identifica la po-
blacién o, si fuera el caso, la muestra a la cual se refie-
re la tabla (en nuestro ejemplo, la poblacién activa
empleada en la RMR de Montreal en 1991); note que
la identificacion de la poblacién contiene, cuando el
caso lo requiere una referencia a la zona geografica y
al periodo de tiempo; indica cuales son las unidades de
medicién empleadas (miles de personas, millones de
ddlares o...; se puede omitir este elemento en nuestro
ejemplo puesto que se trata de niimero de personas);
identifica las dimensiones de la tabla (variables categd-
ricas de clasificacidn; aqui, la zona de residencia, el
sexo y la profesion).

2. Algunos subtitulos indican a cuil variable correspon-
den las diferentes dimensiones de la tabla (aqui, las li-
neas corresponden a las zonas de residencia, las
columnas a las profesiones y la tabla se divide en par-
tes en funcioén de la tercera dimension, el sexo).

3. El encabezado de cada columna, linea o parte de la ta-
bla indica a cuél categoria de la variable corresponde
esta columna, linea o parte de la tabla.

4. La tabla contiene lineas y columnas de totales asi co-
mo del gran total (1,561,817); las lineas y las columnas

se identifican con claridad y resaltan (en nuestro ejem-
plo, con caracteres en negrillas).

5. Finalmente, se indica la fuente de los datos (aqui en
términos generales, cuando lo ideal es procurar una re-
ferencia bibliografica completa).

Es posible que una tabla de contingencia contenga tam-

bién los elementos siguientes:

e proporciones o porcentajes;

e subtotales;

e llamadas y notas correspondientes.

Si la tabla contiene proporciones o porcentajes, es impor-
tante poder evidenciar con toda claridad si se trata de propor-
ciones (fracciones contenidas entre cero y uno) o de
porcentajes (contenidos entre cero y cien). Ademas, es nece-
sario indicar claramente la razén de los porcentajes o propor-
ciones (;porcentaje de qué?). Una manera de llevar a cabo
esta tarea es escribiendo “100%” donde conviene hacerlo. Fi-
nalmente, es importante no sobrecargar una tabla hasta el
punto de dificultar su lectura; puede ser preferible, pues, pre-
sentar dos tablas, una para los nimeros y la segunda para los
porcentajes.

Lo anterior es también vélido para los subtotales. Por
ejemplo, en la tabla exhibida mas arriba, podriamos pensar
que fuese util presentar el subtotal de la CUM (suma de las
dos primeras lineas de cada parte). No obstante, se deben
formular los subtotales para que el lector reconozca con cla-
ridad lo que se sumé. Ademds, es importante no sobrecargar
la tabla y para este efecto, cabe a menudo presentar los mis-
mos datos en dos tablas: una primera tabla detallada (a veces
en anexo) y una segunda, més agregada, que de hecho pre-
senta subtotales.

Para aclarar puntos de los titulos, subtitulos o encabeza-
dos sin necesidad de alargarlos indebidamente, se usan notas,
las mismas que se pueden emplear para dar definiciones de




algunos términos o para enunciar formulas que permitiero
calcular las cifras de la tabla.

Finalmente, existen varias maneras de estructurar un tably
con mas de dos dimensiones. En el ejemplo anterior, la terce
ra dimensién, el sexo, corresponde a las diferentes partes de
la tabla. Es posible también usar la técnica de la subdivisign
de las lineas o de las columnas, técnica que se ilustra con una }
figura mas abajo.

Figura de una tabla
de contingencia con subdivisién de las columnas

Profesiones, sexo
Zona| Directores, geren- | Profesionales docen- TOTAL
de | tes, administrado- | tes y cuellos blancos todas las
resi-| resy similares especializados profesiones
den-l ylm | T | M| H|T M|H|T
Cla :
Mon-
treal

Fomll T 1T T 1 1 10T T

En cuanto se usa, estos métodos de representacién, se re-
comienda acercar hacia la parte interna las variables cuya in-
teraccidn se desea examinar. La estructura que representamos
justo arriba convendria perfectamente para el estudio de la in-
teraccion entre sexo y zona de residencia considerando que,
en estas condiciones, la profesion toma el papel de una varia-
ble de control (se examinan las variables de control mas aba-
jo, en el apartado 6); el formato anterior se adapta mejor al
examen de la relacién entre profesion y zona de residencia
mientras que el sexo toma, entonces, el papel de variable de
control.
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4-1.2 FRECUENCIAS RELATIVAS Y PROBABILIDADES
EN UNA TABLA DE CONTINGENCIA

Aunque se puedan generalizar los métodos que a continua-
¢ién se presentan para las tablas de méas de dos dimensiones,
porque es mas simple, nos limitaremos ahora, a analizar las
tablas de dos dimensiones. Con este proposito, retomaremos
]a tabla anterior pero omitiendo la dimensién del sexo.' Para
esto, solo basta sumar los hombres y las mujeres, como se
efectiia en la tabla siguiente cuyos niimeros son los mismos
que aparecen en la tercera parte de la tabla 1.

Tabla 2: Poblacion activa empleada
en la regién metropolitana de Montreal, 1991
Zona de residencia segtn la profesién

Profesiones

) L) Lo
o s P :
B5 | 85 = E 55 2
] s o o 9 8 AL =]
o =2 & B- a -
9 E g & ) P 8
g3 | 88 | 5= 58| L3
1 82 |82g| 35| 8 |285] 3¢ [Repar
Zonaderesi-| 8 ., 89 g o 5 H o B 5]
| &g 489 o 8 S g & = B iticion
dencia s | = EN = 2 8 EE] Oq
w0 O g o o« .
29 ERC 9.8 o Sak B~ Pis
og L ow 3% S8 o 0
58 | 82 27 ; BT &
28 | &F 2.8 | o g g
5.8 o 3 Ew £ 82 =
nE A © [SA R -] =8 =
Montreal 56,3611 113,249] 119,996] 89,725 75,675| 455,006} 0.29

RestoCUM | 61,721 82,127| 107,822 60,238| 46,184| 338,092| 0.23
Anillo Norte | 50,072 59,2591 94,661 74,827| 47,959| 326,778| 0.21
Anillo Sur 54,371 68,138 95,890 69,263 49,101} 336.763| 0.22
FueraRMR | 11,535 16,125| 19,3591 25.495| 12,664 85,/78 0.05

Total 234,060| 338,898| 437,728|319,548 | 231,583 1,561.817| 1.00
R epartie. 0.15|  022| o028 020 o0.as| 1.00
]

18 Es importante darse cuenta que este procedimiento destruye parte de la
informacién. No se aconseja, por lo tanto, de ninguna manera, esta practica
que se lleva a cabo en este momento sélo por razones pedagdgicas.
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Usaremos la simbologia que sigue:

numero de observaciones de la cg.
lumna j en la linea i

Xij

X.j =ZJCU
i

Xia = 2%y
J

B )
i i

numero total de observaciones de 1z
columna j

numero total de observaciones de Ia
linea i

nimero total de observaciones en la
tabla

Con esta simbologia se aplica la convencién de que sumar
sobre cualquiera de las dos dimensiones puede representarse
reemplazando el indice correspondiente con un punto grueso.
Por ejemplo, en la tabla de poblacién activa por zona de resi-
dencia y por profesion, tenemos: :

xp3 = 107,822, el nimero de empleados de oficina que vi-
ven en la CUM fuera de Montreal;

Xeo3 = 437,728, el ntimero de empleados de oficina em-
pleados en la RMR;

X9. = 358,092, el nimero de personas empleadas en la
RMR que viven en la CUM fuera de Montreal;

Xee = 1,561,817, el ntimero total de personas empleadas
en la RMR.
El anélisis de una tabla de contingencia se refiere mucho
més a la estructura de los datos que a las magnitudes de los
numeros. Por esta razén se formulan, por lo general, los ana-
lisis en términos de las frecuencias relativas que se calculan
simplemente con dividir los niimeros por el total pertinente.
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Se interpretan las frecuencias relativas como probabilida-
74,827
1,561,817
la probabilidad que un individuo, sorteado entre las
1,561,817 personas empleadas en la RMR, forme parte de la
profesién Obrero y viva en €l Anillo Norte. Por consiguiente,
en el denominador, encontramos el niimero de individuos
donde se efectiia el sorteo (1,561,817) y en el numerador en-
contramos el nimero de individuos que retne la o las carac-

des. De esta manera, p3y = =0.048 corresponde a

 teristicas que se pretende examinar (74,827).

Diferentes célculos de frecuencias relativas corresponden

~ alos diferentes conceptos de probabilidad. Asi,

pij= x%. es la probabilidad conjunta de pertenecer

al mismo tiempo aiy aj.

74,827 e
Ejemplo: =———=(.048 es la probabilidad
JEMPIO" P34 =1 561,817 P
de formar parte de la profesion Obrero y de vivir en el
Anillo Norte.

. Xz oy-
Die = x%“ = Z %. = Z pj; eslaprobabilidad
J J

marginal de pertenecer a i.

326,778 - -
Ej lo: pyy =————=0.209 es la probabilidad
JSPIO" Pae = 561817 P
de vivir en el Anillo Norte independientemente de la
categoria profesional.

Xo X .
Pej = /x.. =Z %. =lZpg es la probabili-
L 1

dad marginal de pertenecer a j.
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Ejemplo: pgy = 319,548 0.205 es la probabilidad

1,561,817 ,
de pertenecer a la profesién Obrero independiente de 13
zona de residencia.

_xy. ._xij/x-u _pU JU
Djjie = A . _;C-i.—/}—:_ e es la probabilidad

condicional de pertenecer a j dado que se pertenece a i,

74,827
326,778

de pertenecer a la profesién Obrero dado que la zona
de residencia és el Anillo Norte.

Ejemplo: pyj3e = =0.229 es la probabilidad

. X;i [Xae .
Pifsj =y = -’L/—-— Py es la probabili-
ijej Xoj x.j/x“ Pej ‘

dad condicional de pertenecer a i dado que pertenece a
J.

74,827
319,548

de vivir en el Anillo Norte dado que se pertenece a la
profesion Obrero.

Ejemplo: D3fes = =0.234 es la probabilidad

Es obvio que, al sumar todas las probabilidades o frecuen-
cias relativas posibles, el resultado es 1:

PNEDNEDWIES
i J i J
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4-1.3 TEST DE HIPOTESIS DE INDEPENDENCIA
EN UNA TABLA DE CONTINGENCIA

4-1.3.1 Presentacion intuitiva

Para cada profesion, la tabla 3 presenta la distribucién de los
individuos entre las zonas de residencia. Sin que sea una gran
sorpresa, constatamos que los individuos de profesiones dife-
rentes se reparten de manera diferente en el espacio, entre las
zonas de residencia.

Tabla 3: Poblacién activa empleada -
en la region metropolitana de Montreal, 1991
Reparticién entre las zonas de residencia segtin la profesién

Profesiones

- & g o= R o

2 | 882 | 52 | . |BRE4 L3

Zonaderesi- | 2 E g | & ER 85 5 |lzgad% 2 2
. PR A= N a 1= ¥ e B8

dencia Y s = ERCE-! g 8 8 E2s 8 oo
£E 8§85 | 25 © |gsg§ £

S8 % = 38 S e E B 7

SE |43 | &3 s€88 3

Qg & = & £ &R g *

Montreal 0.241 0.334 0.274 0.281 0.327 0.29]1
Resto CUM 0.264 0.242 0.246 0.189 0.199 0.229
Anillo norte 0.214 0.175 0.216 0.234 0.207 0.209
Anillo sur 0.232 0.201 0.219 0.217 0.212 0.216
Fuera RMR 0.049 0.048 0.044 0.080 0.055 0.055
Total 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000

Sin embargo, ;son significativas estas diferencias? Para
examinar este problema, se comparan las distribuciones ob-
servadas con una distribucién que seria, de manera hipotéti-
ca, la misma para todas las profesiones; esta distribucién
hipotética es simplemente la distribucién del total (tiltima co-
lumna de la tabla).
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Pero, ;como decidir si estas diferencias son o no son “sig-
nificativas™? Para esto se procede a un test de hipétesis (para
més detalles sobre los tests de hipdtesis, vea el capitulo 2-3),

La hipétesis que pretendemos probar es que las distribucio-
nes son idénticas y las diferencias observadas no son més que

accidentes, productos del azar.
Hay tres etapas en este test:

1. Medir la desviacién estindar entre lo que se observéy

la hipoétesis;

2. Determinar cual es la probabilidad de que una diferen-

cia tan grande sea el producto del azar (cuanto mas

grande es esta diferencia, menos probable es que sea

producto del azar).
3. Tomar una decision.

Primera etapa: medir la diferencia

Para medir la diferencia entre las observaciones y la hipéte-

sis, es necesario, primero, tener una representacion exacta de
la hipétesis. Por Io tanto, se calculan las frecuencias que, te6-

ricamente, se obtendrian si las distribuciones fuesen idénticas
(tabla 4). '
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Tabla 4: Poblacion activa empleada
en la Region Metropolitana de Montreal
Frecuencias teédricas
en la hipétesis de distribuciones idénticas

Profesiones

Zona de re-
sidencia

Directores, gerentes,
dministradores y simi-
lares
Profesionales, docentes
y cuellos blancos espe-
cializados
Empleados de oficina y
trabajadores en la venta
Obreros
Trabajadores especiali-
zados en los servicios,
personal de explotacion
de transportes, etc.
TOTAL
todas las profesiones

Montreal 68,189.0{  98,731.6] 127,523.8] 93,094.3| 67,467.4| 455,006.0
Resto CUM| 53,665.1] 77,702.2| 100,361.9] 73,265.7| 53,097.1} 338,092.0
Anillonorte| 48,972.2| 70,907.4] 91,585.6| 66,858.8| 48,454.0| 326,778.0
Anillosur | 50,468.6] 73,074.1] 94,384.0| 68,901.8] 49,934.5| 336.763.0
Fuera RMR | 12,765.1 18,482.7] 23,872.7{ 17,427.4] 12,630.0| &85,178.0
Total 234,060.0] 338.895.0] 437,728.01319,548.0| 231,583.0//,561,817.0

Se calculan estas frecuencias tedricas con sélo multiplicar
el total de cada columna con la distribucién de la totalidad

(Gltima columna de la tabla de las reparticiones): A; = Xa jDio

donde el asterisco sirve para distinguir las frecuencias teori-
cas de las frecuencias observadas. Por ejemplo:'®

X54 = Xeg X Pse =319548x0.0545378 =17427.4
Podemos observar que los totales de las lineas y de las co-
lumnas de la tabla 4 y los mismos totales de la tabla 2 de los

valores observados son iguales. Esto no es casual y se deduce
de la férmula de célculo

18 En la formula que sigue y con el fin de obtener frecuencias tedricas
exactas, se debe tomar el valor de la probabilidad con 7 decimales puesto
que el multiplicador es del orden de cientos de miles. Se busca tal precision
en este contexto para lograr claridad en el desarrollo que sigue, sin embar-
g0 esta precision no es necesaria en la practica.
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Después de calcular las frecuencias tedricas, hay que me-
dir la diferencia entre el conjunto de las frecuencias tedricas
y el conjunto de las frecuencias observadas. Para esto, se
aplica la férmula

l.;.
Esta estadistica es conocida como el Khi-dos (Ji o Chi
cuadrado) de Pearson y con el simbolo X2 tal y como aparece
en la formula. '

2
x2 =Zz<xij 'x;')
i j

Tabla 5: Poblacién activa empleada
en la Region Metropolitana de Montreal
Calculo del Chi-cuadrado

Profesiones
& 8 & -8 L s 5
x| B2, | &: g5l 2
S @ © § o o 2 @ B 3]
Zonaderesi- | 2 5 8 g,:“%'g g8 g fn’:ﬁg S‘é
dencia 82E| s°= » 8 £ |g8sgd BE
82 | Eg8 | 88 | © [gs53§ FE
88 g3 8.5 = a g B @
AE | E8 g EEES B
] - S =~ N g
Montreal 2,051.7 2,134.6 44441 1219 998.51 3.751.1
Resto CUM 1,209.3 252.0 554.5| 2,316.5 900.1| 52324
Anillo norte 24.7 1,913.6 103.3| 949.6 511 29962
Anillo sur 301.7 3334 24.0 1.9 13.9 675.0
Fuera RMR 118.5 300.8 85341 3,7347 0.1] 3.007.5
Total 3,706.0 493441 1,979.6] 7,124.6] 1,917.6| 19.662.2

Los valores de 1a tabla 5 son las contribuciones de las cel-
das individuales al Chi-cuadrado
Asi, en el caso de la quinta celda de la cuarta columna
(25,495 -17,427.4)?
17,427 .4

El Chi-cuadrado es simplemente la suma de todos los
elementos de esta tabla: 19,662.2.

=3,734.7

Segunda etapa: determinar la probabilidad

(Por qué se emplea esta formula y no otra? Encontramos la
repuesta a esta pregunta en la teoria de la induccién estadisti-
ca. Se emplea esta formula porque, gracias a la estadistica
matematica, se conoce la distribucién de probabilidad del
Chi-cuadrado que se calculé de esta manera. En efecto, el
Chi-cuadrado posee una distribucién asintética muy conoci-
da: es la ley del 2 (decimos “Chi-cuadrado” puesto que el
stmbolo ¥ es la letra griega “Chi”). Es posible aplicar este re-




sultado siempre y cuando se use un cierto modelo de mues-
treo; esto es, un modelo de muestreo es un modelo que des-
cribe el proceso aleatorio por el cual, suponemos, se generan
las diferencias entre las frecuencias observadas y las frecuen-
cias tedricas (vea capitulo 2-2). No estudiaremos este modelo
en este momento pero si notaremos que este modelo de
muestreo es lo suficientemente general como para poder apli-
car el test de hipétesis del Chi-cuadrado de Pearson a una
gran variedad de situaciones (vea mas abajo, 4-1.4).

Es importante, ahora, notar que al momento de usar la ley
del 2, es necesario tomar en cuenta lo que conocemos como
el nimero de grados de libertad del cual dependen las proba-
bilidades que la ley del %2 nos da. Para el test de hipotesis del
Chi-cuadrado de Pearson, el nimero de grados de libertad es
igual a

C-NHZ-1,
donde C es el nimero de columnas y L, el nimero de lineas
en la tabla.

En nuestro ejemplo (tablas 2 a 5), C corresponde al nime-
ro de profesiones y L, al nimero de zonas; por consiguiente,
en ntimero de grados de libertad es igual a

G-1)GB-1=16

Hagamos un pequefio paréntesis sobre el niimero de gra-
dos de libertad. Se representa la Ley del Chi-cuadrado con
una curva cuya forma varia con el niimero de valores que el
azar es libre de perturbar, por asi decirlo. En una tabla de
contingencia, los totales de lineas y columnas son fijos, asi
que en cada una de las C columnas, una vez que este tremen-
do azar haya “libremente” perturbado (L — 1) valores, el ulti-
mo valor de la columna es determinado por la diferencia

entre el total y los otros (L — 1) valores; de igual manera, en’

cada una de las L lineas, una vez que se haya “libremente”
perturbado (C — 1) valores, el ultimo valor de la columna es
determinado por la diferencia entre el total y los otros (C — 1)
valores. En consecuencia, en la tabla completa, una vez que

introducidas (C — 1) (L — 1) “perturbaciones”, se determinan
los demds valores por la necesidad de respetar los totales
marginales.

Por medio de una tabla del Chi cuadrado o de la funcién
Ley.Khidos (CHIDIST en inglés o Prueba Chi) del tabulador
Excel X2, es posible ahora determinar la probabilidad de que
la diferencia medida entre las frecuencias observadas y las
frecuencias tedricas sea tan grande; en particular, el valor de

Prueba Chi'® (19662;16) es inferior a 2.4 x 10-300,

Tercera etapa: tomar una decision

Una probabilidad de 2.4 x 10300 es una probabilidad tan pe-
quefia que es en extremo improbable que las desviaciones de
las frecuencias observadas con relacion a las frecuencias ted-
ricas se deben unicamente al azar. De hecho, es tan improba-
ble que, al menos que surjan circunstancias excepcionales, la
buena decisién que se debe tomar es rechazar esta hipétesis
y, por lo contrario, concluir que existe ciertamente una rela-
cién entre la profesién y la zona de residencia.

4-1.3.2 ; iDatos idénticos, nueva pregunta... respuesta idén-
tica?!

Acabamos de examinar si era significativo que los individuos
con profesiones diferentes se repartieran entre zonas de resi-
dencia diferentes. Ahora pretendemos saber si la composi-
cién profesional de la poblacién empleada es, de manera
significativa, diferente de una zona de residencia a otra. Los
datos pertinentes se encuentran en la tabla 6, mas abajo, la
cual procura, para cada zona de residencia, la distribucién de
los individuos entre las profesiones.

185 prueba Chi es la funcién correspondiente a Xi cuadrado en la version en
espafiol de Excel.




Para ser més precisos, queremos probar la hipétesis de
que no existen diferencias significativas entre las zonas cop
relacién a la composicién profesional de las personas em.
pleadas que ahi viven. En la tabla 6 se compara, por lo tanto,
las diferentes distribuciones con aquellas que, teoncamente,
encontrariamos si las distribuciones fueran idénticas, lo que
corresponde a la distribucion de la totalidad (dltimo rengIOn)

Tabla 6: Poblacion activa empleada
en la Region Metropolitana de Montreal
Composicién profesional de las zonas de residencia, 1991

Profesiones
L 8 & g o 8
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dencia 82 8 ?3% g & 5 5285 82‘
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Montreal 0.124 0.249 0.264 0.197 0.166 1.000
Resto CUM 0.172 0.229 0.301 0.168 0.129 1.000
Anillo norte 0.153 0.181 0.290 0.229 0.147 1.000
Anillo sur 0.161 0.202 0.285 0.206 0.146 1.000
Fuera RMR 0.135 0.189 0.227 0.299 0.149 1.000
Total 0.150 0.217 0.280 0.205 0.148 1.000

Es posible constatar que existen, de hecho diferencias en-
tre las zonas de residencia en cuanto a la composicién profe-
sional. Para saber si estas diferencias son significativas,
procedemos de la misma manera que anteriormente, es decir,
empezamos por calcular las frecuencias teéricas. Sin embar-
g0, jqué sorpresa!, las frecuencias tedricas que arroja el cal-
culo son las mismas que las frecuencias teéricas calculadas
cuando examindbamos el problema de la distribucion entre
las zonas de las diferentes profesiones (el lector puede verifi-
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carlo por si mismo). Es inutil seguir, pues llegaremos forzo-
samente a la misma conclusion.

Claro esta que esto no es el resultado del azar. En el pri-
mer caso, tenemos

x;';‘ = x.j Xpi.
Por gjemplo:
 X54 = Xeg >€p5. =319,548 x 0.0545378=17,427.4

En el caso presente,

*
Xg]' =xi.xp,j

Por ejemplo:
X34 = X5 X Pag = 85,178 % 0.2046002 = 17,427 4

.Las dos férmulas permiten llegar al mismo resultado nu-
mérico por ser completamente equivalentes:

X i
== Xio P.j

Ko
00
De por si, en la practica cambiamos por lo general de la
tabla de las frecuencias observadas a la tabla de las frecuen-
cias tedricas por medio de la férmula

xi- xoj

*
Xij = Yo Pia = e

x* =
i
Xeo

La tabla de las frecuencias tedricas es, por lo tanto, bi-
proporcional, es decir, las columnas son proporcionales entre
si, asi como las lineas.

4-1.3.3 Generalizacion: la independencia estadistica en una
tabla de contingencia

El anlisis de una tabla de contingencia se basa en el postula-
do de que el nimero de individuos observados en las celdas
de la tabla depende de una estructura subyacente. El analisis
tiene como objetivo descubrir esta estructura. Evocaremos
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Para ser més precisos, queremos probar la hipétesis de
que no existen diferencias significativas entre las zonas con
relacion a la composicién profesional de las personas em-
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cuando examindbamos el problema de la distribucién entre
las zonas de las diferentes profesiones (el lector puede verifi-
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carlo por si mismo). Es initil seguir, pues llegaremos forzo-
samente a la misma conclusion.

Claro estad que esto no es el resultado del azar. En el pri-
mer caso, tenemos

*
xij=x.jxpi.

Por ejemplo:
X54 = Xog X Pse =319,548 x 0.0545378 =17,427 .4

En el caso presente,

*
Xjj = Xio X Do

Por ejemplo:
X54 = X5e X Peg = 85,178x0.2046002 = 17,427 .4

Las dos férmulas permiten llegar al mismo resultado nu-
mérico por ser completamente equivalentes:
Xo
2 = xe—L = x4 po;
x.. ‘x'.

De por si, en la practica cambiamos por lo general de la
tabla de las frecuencias observadas a la tabla de las frecuen-
cias tedricas por medio de la formula

*® _ Xie
Xij = Xoj Pia = e

* xi. x-j
Xj =
Xeo

La tabla de las frecuencias tedricas es, por lo tanto, bi-
proporcional, es decir, las columnas son proporcionales entre
si, asi como las lineas.

4-1.3.3 Generalizacion: la independencia estadistica en una
tabla de contingencia

El anélisis de una tabla de contingencia se basa en el postula-
do de que el numero de individuos observados en las celdas
de Ia tabla depende de una estructura subyacente. El analisis
tiene como objetivo descubrir esta estructura. Evocaremos
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mas tarde y de manera breve el modelo log-lineal que sirve
para representar esta estructura. En este instante, s6lo nos in-
teresa un aspecto particular de esta estructura: la independen-
cia estadistica.

. Qué es la independencia estadistica? En la teoria de las
probabilidades, un evento aleatorio 4 es independiente de
otro evento B cuando la probabilidad que el evento A suceda
siga la misma de que el evento B suceda o no. Por ejemplo, en la
tabla de la poblacion activa por zona de residencia y por profe-
si6n, hay independencia entre las variables zona de residencia y
profesién si, por un individuo sorteado, la probabilidad de vivir
en una zona dada es la misma no importando la profesion de es-
te individuo. De manera simétrica, hay independencia si la pro-
babilidad de pertenecer a un grupo de profesién dada es la
misma no importando la zona de residencia del individuo.

Por ejemplo, digamos que el evento 4 es “el individuo vi-
ve en el Anillo Norte” y'el evento B es “el individuo es em-
pleado de oficina™ si hubiera independencia, la probabilidad
de que un individuo sorteado viva en el Anillo Norte (proba-
bilidad del evento 4) seria la misma no importando que este
individuo fuera empleado de oficina (evento B) o no.

Examinemos de mas cerca cémo se manifiesta la inde-
pendencia en una tabla de contingencia. Con este objetivo, es
importante empezar por interpretar las frecuencias relativas
de la tabla como si fueran probabilidades observadas, las
mismas que se confrontarin en contra de las probabilidades
tedricas del modelo o de la hip6tesis. Asi, para un individuo
sorteado entre 1,561,817 trabajadores censados de la RMR, la
probabilidad de que sea un obrero y que viva en el Anillo Sur
se define con

Xq4 69,263

= = - 0.044
Paa = 1561817

De la misma manera se calculan las probabilidades mar-
ginales observadas. Asi, para un individuo sorteado entre
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1,561,817 trabajadores censados de la RMR, la probabilidad
de que sea un obrero se define con '

Xi4 Xeo4 31 9,548 )
Pet =XPip =) | — |=—=="——-=0205
4T ;[x) Xes 1561817
Ademés, la probabilidad que un individuo sorteado entre
1,561,817 trabajadores censados de la RMR, viva en el Ani-
1lo Sur se define con

%) x4 336,763
.« = P = = =0.216
Pae =214 ;(x ] Yoo 1361817

Y con todo esto, jdonde esta la independencia? Si la pro-
babilidad de ser un obrero es independiente de la zona de re-
sidencia entonces la fraccién de obreros en cada zona deberia
ser igual a pe4, 0 sea a 20.5%. Como sabemos que la frac-
cion de trabajadores que viven en la Anillo Sur es igual a
D4 > O S€a a 21.6%, entonces, entre los 1,561,817 trabajado-
res censados de la RMR, los que son obreros y viven en la

Anillo Sur deberian representar 20.5% de 21.6% del total, o
sea

Pea X Pgo = 0.205%0.216 = 0.044

Esto, lo recordamos, en caso que los dos eventos (ser
obrero y vivir en la Couronne Sud) sean independientes. En
este particular, pasa que el resultado es muy cercano al valor
de p44, lo que permite creer que en efecto los dos eventos
podrian ser independientes. _

Sin embargo, este andlisis es incompleto porque cada una
de las dos variables, zona de residencia y profesién, contiene

‘més de dos categorias. Queriendo, por lo tanto, generalizar, si

dos variables son independientes, es de esperarse que la pro-
babilidad observada de pertenecer al mismo tiempo a la cate-
goria i de la primera variable y a la categoria j de la segunda
sea igual al producto de las probabilidades marginales:

Dij = Djie X Do j. Para todos los pares i,/
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Podemos llegar a la misma conclusién tomando otro cﬂ
mino aunque partiendo de la misma definicion, o sea: “Un
evento 4 es independiente de otro evento B cuando la
probabilidad de que el evento 4 suceda siga la misma de
que el evento B suceda o no.” En el lenguaje de la teoria
de las probabilidades, este enunciado equivale a decir que
la probabilidad condicional de 4 es igual a su probabili-
dad marginal, es decir, en una tabla de contingencia de 2
dimensiones:

Pijej = Pie

Puesto que pj/q =p% , esto implica pj. =P % .
.j .]

0562 Pjj =Dje Pej

De una manera equivalente, las 2 variables categéricas
son independientes si:

Pjlie = Dej

Puesto que p /i =p% , esto implica pa; =P % .
ie i

05€2 Pjj = Djs Paj-

Es ésta la definicién exacta de la independencia estadisti-
ca entre dos variables categéricas. Resalta a la vista que esta
definicién es perfectamente simétrica con relacién a las dos
variables. Ademas, es posible constatar que las frecuencias
teéricas de las cuales se trato mas arriba son las probabilida-
des que se esperaria ver en la hipétesis de la independencia
estadistica. En efecto:

l; e Yo | Xie || X Pie Do j Yoe
(1]
Xeo Xoo Xao
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La tabla de frecuencias tedricas (tabla 4) es, por lo tanto,
una representacion exacta de la hipétesis de independencia.

Pero, ;jpor qué nos interesa tanto la hipétesis de la inde-
pendencia? Porque, si dos variables son independientes, se
puede considerar que ninguna de las dos tiene una influencia
sobre la otra (observe que, en esta formulacién, no se identi-
fica a ninguna de las dos variables para que tomen el papel de
variable independiente o “explicativa™). .

Puede pasar que los datos se conformen perfectamente a
la hipétesis de independencia. Sin embargo, es mucho mas
frecuente que los datos difieran de lo que predice el modelo
de independencia. En caso de que no difieran “demasiado”,
se podré juzgar el modelo aceptable siempre y cuando admi-
tamos que No €s MAs que una aproximacién y que entre la
realidad y el modelo, interviene un elemento aleatorio que
herntos 1lamado “perturbacion debido al azar”. Las hipotesis
que emitimos en cuanto a este elemento aleatorio permiten
delimitar la incertidumbre en cuanto al “verdadero” modelo.

El test de hipétesis que acabamos de describir es, por lo
tanto, un procedimiento de inducci6n estadistica que apoya la
decision de rechazar o no rechazar el modelo de la indepen-
dencia estadistica.

4-]1.3.4 Otro test: el test de la relacion de verosimilitud

Se usa también la estadistica de la relacion de verosimilitud
(con mas exactitud, menos dos veces el logaritmo de la razén
de las funciones de verisimilitud). Para una tabla rectangular,
esta estadistica se define con'®

186 1 2 formula que ensefiamos a continuacién es de hecho la correcta. Di-
fiere de la definicién informal que da Upton (1981, p. 36, definicién del
Y2).
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2 Z“ZZZX!‘I' In f’l!"
I "

Xij

LT 3 3 AR
i j

Xjj

Como en el caso del Chi-cuadrado de Pearson, G2 posee

una distribucién asintética %2 con, bajo la hipétesis de mde-
pendencia, (L — 1) (C— 1) grados de libertad."”’

Se da un ejemplo del calculo de esta variable-test toman- i
do los datos de la tabla de la poblacién activa en funcién de i:

la profesion y la zona de residencia.

Tabla 7: Poblacién activa empleada
en la Region Metropolitana de Montreal

Céleulo de la estadistica de la relacién de verosimilitud G2

Profesiones
£ W s L P 1

o 8 82 s B =88 4 3
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Montreal |-10,737.1 15,536.0] -7,301.1] -3,307.6{ 8,687.8| 28780
Resto CUM| 8,632.4 4,548.4 7,730.81-11,793.9] -6,4422| 2,675.5
Anillo norte| 1,112.0 -10,634.5 3,126.5] 8,425.2 -4924| 1,536.8
Anillo sur 4,049.5 —4,765.5 1,517.9 ) 3622 -826.5 3376
Fuera RMR| -1,168.8 -2,200.5| -4,057.2| 9,699.2 340) 23067
Total 1,888.0 2,484.0 1,016.8) 3,385.1 960.77 9,734.6

157 S bien X2 y G2 tienen la misma distribucion asintética, esto no 1mphca'

que tengan el mismo valor.
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Los valores de la tabla 7 son las contribuciones de las cel-

das individuales al G2. Asi, para la quinta celda de la cuarta
columna,

25,495 x ln( 25,493 ) =9,699.2

17,4274

El G2 es sencillamente igual al doble de la suma de todos
los elementos de esta tabla: o sea, 19,469.2. La probabilidad
critica correspondiente es inferior a 2.4 x 10-300,

4-1.4 UN ESPECIAL VISTAZO
SOBRE EL CHI-CUADRADO DE PEARSON

4-1.4.1 Las infinitas aplicaciones del test del Chi-cuadrado
de Pearson a las tablas de contingencia

.

Test sébre una sola celda de 1a tabla

Es posible interpretar cada uno de los términos de la doble
sumatoria que integra el Chi-cuadrado como la “contribu-
cion” de la celda correspondiente al Chi-cuadrado. Esto nos
permite detectar las celdas més “desviadas” con relacién a la
hipdtesis.

Es también posible probar de manera formal la hipotesis
de que una celda especifica de la tabla es significativamente
“desviada”. Solo se necesita construir una tabla donde se
agregue todas las demads lineas y columnas. Por ejemplo, en
caso de querer efectuar el test para la celda [, k], se constru-

‘ye una tabla agregada 2 x 2 como lo muestra el modelo si-

guiente:
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ciada a 0.11 es de 74%, lo que, claramente, no nos permite
Xhk %:xhj rechazar la hipétesis de independencia en la tabla agregada.
> ik 2 2
i

i#h jek

Test de homogeneidad entre dos 0 mas grupos o muestras

A menudo sucede que tengamos que analizar tablas que
comparan dos grupos de individuos distribuidos en varias ca-
tegorias. En el caso de dos grupos, la tabla de contingencia
tiene el aspecto siguiente:

Luego, aplicamos a esta tabla el test del Chi-cuadrado de
Pearson con 1 grado de libertad:

C-1C-D=2-DHE2-1=1

Consideremos, por ejemplo, la fraccién de los empleados

que viven al exterior de la RMR y que pertenecen a las profe- Grupo 4 Grupo B Total 4+B
siones Trabajadores especializados en los servicios, personal &

de explotacién de los transportes, etc. En la tabla 5, se puede g

observar que esta celda de la tabla no contribuye més que por &D

0.1 con el valor total del Chi-cuadrado. Podemos probar la S

hipétesis de que esta desviacién no es significativa con rela- Total

cién a la hipétesis de independencia. A partir de la tabla de

contingencia, se construye la tabla agregada que sigue: Un test de homogeneidad entre dos o mas grupos busca

determinar si, desde el punto de vista de su reparticién entre
las categorias de una variable de clasificacién dada, ambos
son o no significativamente diferentes. Podriamos pretender,
por ejemplo, comparar la reparticién de los hombres y de las

Tabla 8: Tabla agregada Poblacién activa empleada,
Regién Metropolitana de Montreal, 1991
Zona residencial, segtin el sexo y la profesion

Todas las | Lr2bajadores especializa- mujeres entre las profesiones. No sera muy dificil reconocer
professones| 408 €0 los servicios, per-| . que el problema por saber si la reparticién de las mujeres en-
menos —» | S°0al de explotacién de ' tre las profesiones es significativamente diferente de aquella
RMR - los transportes, efc. de los hombres no es mas que el problema de independencia
1,257,720 218,919 83,178 entre la variable Profesion y la variable Sexo.
Fuera de RMR 72,514 - 12,664 1,476,639
Total 231,583 1,330,234 1,561,817 Test de homogeneidad entre una subpoblacién y el resto de la

Fuente: Statistique Canada, Censo de 1991. poblacién

El valor del chi cuadrado que se calculd a partir de esta
tabla es de 0.11, lo que queda bastante alejado del 19,662.2
obtenido con la tabla detallada. La probabilidad critica aso-

El test de homogeneidad sirve entre otras cosas para compa-
rar un grupo particular con el resto de la poblacién. En parti-
cular, se emplea para comparar una muestra con la poblacion
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de donde se obtiene para saber si es representativa de algunag
caracteristicas conocidas de la poblacién. _

Supongamos, por ejemplo, que efectuemos un sondeo por
medio de entrevistas a los residentes de Montreal, los cuales
se escogen al azar en el cruce de las calles Sainte-Catherine y
Jearme-Mance. Si consideramos que la variable lingiiistica es
importante para alcanzar el objetivo de tal estudio, tendremos
que verificar, al final, si la proporcién de francéfonos y de
anglofonos entrevistados es representativa de la proporcién
lingtiistica de Montreal. Con este fin, se construye una tabla
basandose en el modelo siguiente:

Grupo 4 Resto d.e X la Total
poblacidn
8
§) Calcular por
2 sustraccion
O —
Total

En nuestro ejemplo, las categorias pertinentes son obvia-
mente Franc6fono, Angléfono y Otros.'™ Los datos del grupo
4 son aquellos de la muestra o de otro grupo especifico del
estudio; es posible obtener los datos de la columna Total en

'* No queremos mencionar ahora la dificultad que existe para definir la
pertenencia lingiiistica de modo operacional y aiin més grande dificultad
para encontrar en los datos del Censo de Statistique Canada la informacion
pertinente (la formulacién de las preguntas del censo con relacidn a la per-
tenencia lingiiistica es el objeto de abiertas y fuertes criticas).
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cualquier fuente oficial como un censo. Se efectiia el célculo
de las cifras del Resto de la poblacién por sustraccion.'®

Test de la hipdtesis de una distribucién particular

Generalizando, el test del Chi-cuadrado puede servir para
evaluar cualquier hipétesis sobre una distribucion de un con-
junto de individuos entre categorias.'® Para esto el conjunto
de individuos estudiado es considerado como si fuera una
muestra obtenida de una poblacién infinita, la cual debe estar
distribuida segun la hipétesis que se pretende evaluar.

Por egjemplo, segin el censo de la poblacién de 1984 en
Costa Rica, este pais contaba entonces con 630,995 hombres
y 649,619 mujeres (tabla 9). Confrontemos estas cifras con la
hipétesis de una distribucién 50-50 entre los sexos.

Tabla 9: Poblacién masculina y femenina, Costa Rica, 1984

Datos del cen-| Frecuencias

S0 teodricas
Hombres 630 995 640 307
Mujeres 649 619 640 307
Total 1280614 1280614

Fuente: http://populi.eest.ucr.ac.cr/observa/estima/cuadro.htm

Calculemos el valor del Chi-cuadrado como

_ (630,995 — 640,307)2 , (649,619~ 640,307)>
640,307 640,307

X2=1270.85

XZ

18 En caso de que el grupo 4 no represente mas que una minima fraccién
de toda la poblacién, es posible, en la practica, calcular el Khi-dos entre el
grupo A y la totalidad aunque no sea teéricamente exacto.

0 Blalock (1972, p. 312), ejercicio ntm. 3.
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La probabilidad critica con 1 grado de libertad es igual a

7.4 x 10761 1o que Ileva a rechazar la hipétesis de que la dis-

tribucién de la poblacién entre hombres y mujeres no es sig-
nificativamente diferente de la distribucién 50-50.

En apariencia, este procedimiento difiere de aquel em-
pleado hasta el momento. Pero tal no es el caso, puesto que
este test se fundamenta en la comparacién implicita que se
efectia entre la poblacién estudiada y una poblacién hipotéti-
ca de tamafio infinito, la cual respeta la distribucién hipotéti-

ca que se pretende probar. De manera explicita, presentamos

a continuacion la tabla de contingencia subyacente a este test.

Tabla 10: Poblacién masculina y femenina, Costa Rica, 1984

Poblgcién Cos- Resto ﬁPoblaci()n hipo- -
ta Rica, 1984 tética infinita
Hombres 630 995 0.5 x Y—630995. 05xY
Mujeres - 649619 0.5 x Y—649 619 05xY
Total 1280614 Y-—-1280614 Y

Fuente: http:/populi.eest.ucr.ac.cr/observa/estima/cuadrol.htm

Calculo de las frecuencias tedricas

Poblacién
Costa Rica Resto
1984
0.5 ¥ - 630995) - fo.5s (v —1280619) P
- 2 05(Y ~1280614
Hombres (630995~ 640307) ( ) ,
640307 _ (640307 - 630995)>
T 05 (Y —1280614)
{(0.5¥ - 649307 = [o.5 (v — 1280 610) ]
. ~ 2 0.5(Y 1280614
MuJeres (649619 — 640307) ( )
640307 _ (640307 — 649307)°
T 05(r -1280614)
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Si Y es infinitamente grande, la contribucién de la colum-
na Resto en el valor del Chi-cuadrado es despreciable (infini-
tamente pequefio) puesto que el divisor 0.5 (¥'— 1,280,614) es
infinitamente grande de tal modo que el calculo equivale a lo
hecho anteriormente. Ademas, el niimero de grados de liber-
tad es efectivamente igual a (C— 1)(Z - 1)."

4-1.4.2 Condiciones de validez del test del Chi-cuadrado de
Pearson

El test del Chi-cuadrado de Pearson se basa en una aproxi-
macion: la distribucién del %2 es la distribucién asintética de
la estadistica del Chi-cuadrado de Pearson. Para que sea vali-
do el test, tiene que ser bastante buena la aproximacién. Por
lo general, se considera que la aproximacion es bastante bue-

" navy que el test es valido, cuando el niimero total de observa-

ciones respeta la condicion
Xee >10xLxC

donde C es el niimero de columnas y L, el nimero de lineas
de la tabla (Legendre y Legendre, 1998, p. 218).

En la practica la mayoria de los autores afirman que el test
del Chi-cuadrado de Pearson podria no ser vélido si existen
una o mas celdas que contienen menos de 5 observaciones
(Freund y Williams, 1973, p. 379).

Segtin Legendre y Legendre (1998, p. 218), el test podria
no ser valido si x,, < 3x Lx C. Esa condicién es muy cerca-
na a la anterior: cuando cumple esa condicion, hay necesa-
riamente por lo menos una celda con frecuencia teérica abajo
de 5, tal como se demuestra a continuacién.

191 pyede haber situaciones en que el cilculo de las frecuencias tedricas se
someta a mas de una restriccidn; en estas condiciones, el nimero de gra-
dos de libertad se calcula de otra manera. Vea Blalock (1972, ejercicio 3, p.
312).
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Tenemos : ]

MfN [xz'.]S xl‘l. et ]v[j]N [x. j]S xg , de manera que

xicxcj
,08ea MIN| —— 1<

Xee

MJN[xi. %o ]S (;" )?

ij xC ij | X | LxC

Yoo

Sigue que, si x,, <5xLxC, 0 sea si

<5, entonces
X .
1 4 = : " * Xie Xoj .
a4 mas pequefia frecuencia tedrica X = estara
‘xl.

abajo de 5.

En cambio, Cochran (1954) y Siegel (1956), a los cuales
se refieren Legendre y Legendre (1998, p. 218) emiten las

condiciones siguiente, menos restrictivas, que invalidarian el
test del Chi-cuadrado: |

*
X;:

° Existe una o mas celdas ij cuya frecuencia tedrica x;;

es inferiora 1.

xi- x-j

NOTA: Puesto que x;-;- = , esta condicion

o0
equivale a decir que existe al menos una linea { y una
columna j tales que x;q X, j < Xae

O bien:
o Existe 20% de las celdas ij cuya frecuencia tedrica x;

es inferior a 5. ‘
Ahora bien, segiin otros autores, hasta esta tltima condicién
parece ser un tanto severa. Legendre y Legendre (1998, p.
218) citan a Fienberg (1950), para quien el test es valido con
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un umbral de significacion de 5% siempre y cuando todas las
frecuencias tedricas sean superiores a 1.

Concretamente, recordaremos que al momento de aplicar
el test del Chi-cuadrado de Pearson a una tabla de contingen-
cia, es importante desconfiar de los resultados cuando algu-
nas de las frecuencias tedricas son demasiadas pequefias.

En caso de tener buenas razones para desconfiar de la va-
lidez del test del Chi-cuadrado, ;qué podemos hacer? Una
primera posibilidad es agrupar unas categorias para asi fusionar
las filas o columnas que sélo contienen un pequefio nimero de
observaciones. Se obtendréan, de esta manera, frecuencias tedri-
cas mas altas en las celdas fusionadas. Pero, jno basta agrupar
categorias de cualquier manera! Agrupar categorias equivale a
cambiar el modo de operacionalizacién de la hipdtesis (vea el
inicio del capitulo 2-2). Hay que justificarlo con relacion al
modelo conceptual subyacente 2 la investigacion.

Por otra parte, a menudo es preferible descartar del anali-
sis las categorias que dificultan la interpretacién (por ejem-
plo, las respuestas “No sé” en los datos de encuestas). Se
pensaré descartar hasta categorias que si tienen un contenido
analitico, pero tienen un pequefio numero de observaciones,
mientras que no se pueden agrupar con otras para constituir
nuevas categorias que sean pertinentes en relacién con el
modelo conceptual.

4-1.4.3 Algunas propiedades numéricas del test del Chi-
cuadrado de Pearson

El Chi-cuadrado de Pearson posee las propiedades que, a
continuacion enumeramos:
1. Chi-cuadrado es no negativo.

2. Chi-cuadrado es nulo cuando X =x,;- para todas las

celdas 1,j de la tabla.
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3. Chi-cuadrado aumenta con el nimero de observaciones

X _ .
(1]

4 X <x Min(L-1,C-1)
donde C es el numero de columnas y L, el nimero de hneas

de la tabla y donde la expresién Min(L — 1, C — 1) representa

el més pequefio valor entre (L — 1) y (C—1).
Las dos primeras propiedades son relativamente evidentes
si observamos la férmula de cédlculo ;

ZZ(U U)

U

Se ilustra la tercera propiedad con el ejemplo que sigue: =
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Tabla 11: Sensibilidad del Chi-cuadrado al nimero de
observaciones. Ilustracion numérica

Tablas de contingencia
Die Pie Die

15 10f 257 0.5] ] 30 20| 50{ 0.5{| 60 40|/00 0,5
10 15| 25| 051 | 20 30} 50, 0.5)] 40 60l/00 0,5

25 25| 30 30 501100 100 1001200

05 0.5¢ p.; 0.5 0.5¢ p.; 0.5 0.5/ p.;

Frecuencias tecricas

12.5 12.5) 25 25 25 50 50 50{/700
12.5 12.5] 23 25 25| 50 : 50 50{/00
25 251 30 50 501100, 100 1001200

Cdlculo del Chi-cuadrado

05 05 1 1 2 2
2

05 05 1 1] 2

Chi-cuadrado = 2 Chi-cuadrado = 4 Chi-cuadrado = 8
nim. de lineas =2 num. de lineas =2 nim. de lineas =2

“mim. de col. =2 nim. de col. =2 mim. de col. =2

grad. de libertad = 1 | grad. de libertad =1 | grad. de libertad = 1

Prob. critica = 0.157 | Prob. critica = 0.046 | Prob. critica = 0.005

Las tres tablas de contingencia de arriba poseen estructu-
ras idénticas. La tinica cosa que las distingue es el numero de
observaciones, que son 25, 50 y 100 respectivamente. El test
del Chi-cuadrado nos conduce a rechazar la hipétesis de in-
dependencia en el tercer caso y, aunque de manera no tan ca-
tegbrica, también en el segundo; por lo contrario, en el
primer caso, se tomaria, por lo general, la decisioén de no re-
chazar la hipoétesis, al menos dentro de los criterios que se
acostumbran usar en ciencias sociales.
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Generalizando, cuando para una estructura dada el nime-
ro de observaciones aumenta en proporcién en toda las cel-
das, el valor del Chi-cuadrado aumenta en la misma
proporcion. De manera formal, cuando el nimero de obser-
vaciones es multiplicado por a, tenemos:

[

ZZ(

"ij
J “xu
b} [5obioaf
ZZ *y) _ ZZ Fij :‘u
Xy i Xij

(Por qué nos interesa esta propiedad? Porque si el niimero
total de observaciones x .o €S grande, esto nos puede incitar

a rechazar la hipoétesis de independencia (y por lo tanto, a
considerar que las diferencias entre las distribuciones son es-
tadisticamente significativas) cuando, por lo contrario, no
son, de manera segura, cientificamente significativas. Al te-
ves, puede suceder que las diferencias reales parezcan esta-
disticamente no significativas si el numero de observaciones
es pequefio.
Supongamos, por ejemplo, que en lugar de usar los datos ,
del Censo sobre la profesién y la zona de residencia, toma-
ramos una muestra de 1 sobre 1000. Supongamos, también,
que por una suerte increfble, la muestra sea un buen reflejo
de la poblacién de tal manera que las frecuencias observadas
fueran iguales a una milésima de las frecuencias observadas
del Censo tomando en cuenta el error de redondeo que se po-
dria cometer puesto que es imposible tener fracciones de per

sonas en la muestra. En estas condiciones, obtendriamos-la
tabla siguiente:
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Tabla 12: Muestra ficticia de la poblacién activa empleada
en la Region Metropolitana de Montreal
Zona de residencia segiin la profesion, 1991

Profesiones
. 8 > g DY g
O B o, 8 e o é 3 Q5 8 u.. -
59 9 SET 3 @ QB2 5
o=t =1 2w = a F IR =) é &
Zonadete-| M § 2 o8 B Q@ @ 2 o 2R S
. . o E =] 9 wn T ] o 8.2 2 9 & B
sidencia | E2E| §23°F g8 5 5288 04
8-Em 5% 0 g 9 (@] 95— 5 =S
8 E » B - ] R o
S 893 2.5 2 5% E:
& B > £8 EEEE: g
& | E = 8 8 =
Montreal 56 113 120 90 76 455
Resto CUM 62 82 108 60 46 358
Anillo norte 50 59 95 75 48 327
Anillo sur 54 68 96 69 49 337
Fuera RMR 12 16 19 25 13 85
Total 234 339 438 320 232 1,562

Con los datos de esta muestra ficticia pero eminentemente
representativa, el valor del Chi-cuadrado de Pearson no es

- mas que 19.79 y la probabilidad correspondiente es de 0.23,

por lo tanto jno es posible rechazar la hipétesis de indepen-
dencial
Regresaremos a este punto cuando tratemos las medicio-

' nes de la intensidad de la relacién entre dos variables categd-
ricas. De por si, la cuarta propiedad del Chi-cuadrado de
. Pearson,

x?2 <x..Mzn(L 1,C - 1)

interviene en la definicién de algunas de estas mediciones.

Demostracion de que X 2 < Xeo Mz’n(L -~1,C ~ 1)

La demostracion de esta Gltima propiedad requiere una
formula de calculo del Chi-cuadrado que difiere de la
formula que dimos anteriormente. Esta formula se deriva
de la primera:

431



Zz(u“ y)z

Xij

* *
[(xu)z — 2% % +x§']

*®
Xij

x? 221:'2
X2=§§x3-222xv+zz-i’—i
Xx? = Xeo — 2Xeo +ZZ

llxoj

x..

2 =X ZZ

Para demostrar 1a cuarta propiedad, sélo basta consta-
tar que,

l!xnj

2
Xy » xij
por una parte —— £
XieXe Jj Xie
de tal manera que
L

C L
Xj;
< y _ Xie

S5 $5 L
i=] j=1 et i=l j=I Xie =l Xie

2

X Xis
y por otra, —— < ~Y_
xi.xij xoj

de tal manera que
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L C x;’- LCx Cox
I
i=] j=1 FioXe j Z};xﬂ ;x‘f
Se deduce que
. ) -
PSRN ) ) | EEN
IRV
y
~ 2 _
X2=x.. ZZ AN <x..[C 1]
. R XieXe j |
Es lo que queriamos demostrar.

4-1.4.4 Post scriptum: una nueva mirada sobre el cociente de
localizacion

En el capitulo 1-2 presentamos el cociente de localizacion
como un instrumento que sirve para analizar una tabla del
empleo por rama y por ciudad o regién. Ademas, menciona-
mos que este tipo de tabla es una tabla de contingencia (de
dos dimensiones). Es posible, por lo tanto, usar el mismo cél-
culo para cualquier tabla de contingencia que tenga dos di-
mensiones (aunque el término “localizacién” sea un tanto
incongruente en algunas ocasiones).

Aun mas interesante es poder reexaminar el cociente de
localizacion bajo 1a luz de los tests de hipdtesis aplicados a

las tablas de contingencias. Concretamente, existe una rela-

cién muy simple entre los cocientes de localizacién y los
numeros que se esperan de la hipétesis de independencia. Se
definen estos ultimos con

* Xio Xeoj

Xjj

‘x..
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En cuanto a los cocientes de localizacion, se calculan con la

(4.

lo que es equivalente, con OL;; =

oL, =

xij _xl-j

Xie xoj x;;
Xeoe

El cociente de localizacién es, por consiguiente, la razén
de la frecuencia observada entre la frecuencia tedrica bajo la
hipétesis de independencia; como lo vimos, esta hipétesis se
traduce con una tabla.biproporcional. Esta relaciéon permite
también expresar el Chi-cuadrado de Pearson en funcién de
los cocientes de localizacion. En efecto, puesto que tenemos

*
tenemos también

=¥ x50z -1p
i

sea, OL =

Demostracién de X2 = ZZx; (QLU ~1)2
s
2 _ Fij Ty
£
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Zz(xu QL)Z u)
2 22211 [x; (QL:"J‘ —1)]2

xij

ZZ (xU )2 (QLIJ )

xu

El Chi-cuadrado de Pearson es una suma ponderada de los
cuadrados de las desviaciones de los cocientes de localiza-
cidn con relacién al valor de referencia 1; en particular, el pe-
so de cada celda es la frecuencia tedrica bajo la hipétesis de
independencia.

~ Tratandose del estudio de una tabla de empleo por ramo y
por ciudad o regién, parece claro que casi siempre el test del
Chi-cuadrado desembocara en rechazar de manera categorica
la hipétesis de independencia. Asi, el verdadero interés de
examinar esta relacién es poder interpretar cada uno de los
términos de la doble sumatoria como la contribucién de la
celda correspondiente al Chi-cuadrado. En términos relativos,
la razén

es la parte de la desviacién total (con relacién a la bipropor-
cionalidad) que se puede atribuir a la celda i,j.




4-1.5 MEDICIONES DE LA INTENSIDAD DE LA RELACION
ENTRE DOS VARIABLES CATEGORICAS

Cuando rechazamos la hipétesis de independencia, esto signi-
fica que decidimos que existe una telacién estadisticamente
significativa entre las dos variables. No obstante, esta rela-
cioén estadisticamente significativa no es necesariamente per-
tinente o importante desde un punto de vista cientifico o
practico. Se destaca sobremanera la necesidad de esta distin-
cion, en particular, cuando examinemos la tercera propiedad
que analizamos en 4-3 (el Chi-cuadrado aumenta con el ni-
mero de observaciones). De aqui, lo 1itil que representa medir
la intensidad de la relacién entre las dos variables categéri-
cas.

4-1.5.1 Mediciones derivadas del Chi-cuadrado de Pearson

Como pudimos ver, el Chi-cuadrado de Pearson posee algu- H
nas propiedades numéricas no deseables como medicién de la
intensidad de la relacién entre dos variables categéricas: '

X 2 aumenta con el niimero de observaciones Xeo

X? < xpy Min(L-1,C~1) ,
donde C es el nimero de columnas y L, el nimero de lineas
de la tabla.
Nos interesa una medicién que refleje la estructura mas
que el nimero de observaciones y que, en condiciones idea-

les, variaria entre 0 y 1 en lugar de entre 0 y
Xeo Min(L~1,C~1).

A continuacién, enlistamos algunas mediciones que se de-
rivan del Chi-cuadrado de Pearson. 38
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Este “Fi-cuadrado” (el simbolo ¢ es la letra griega “Fi”) va-
ria entre 0 y 1 para las tablas 2 x 2, pero, en general, su valor
maximo es, de manera considerable, mucho més elevado.

2. E1 T2 de Tschuprow:

T2 ~ ¢2 X2

VEZ-D(C-D)  xu(L-D(C-1)

Su valor méaximo es igual a 1 si L = C; de otra manera, es
estrictamente inferior a 1.

3. El 2 de Cramer

- o’ _ 2
Min(L-1,C-1)  x,oMin(L—-1,C~1)
El 72 de Cramer es equivalente al 72 de Tschuprow

cuando L = C, pero al opuesto de este tltimo, puede tomar el
valor méximo de 1 cuando L # C.

4-1.5.2 Otras mediciones (tau y lambda)
Principio general

El tau de Goodman y Kruskal (del nombre de la letra griega
1, que tiene el valor fonético de “T”) y el lambda (del nombre
de la letra griega A que tiene el valor fonético de “L”") no son
simétricos puesto que sus mediciones se basan en una distin-
ci6én entre la variable dependiente y la variable independien-
te. En caso que la variable dependiente corresponde a las
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categorias j (columnas), el tau y el lambda miden la intensi-
dad de la relacién por medio de la reduccion relativa prome-
dio de los errores de asignaci6n que se efectian al momento
de predecir a cuél categoria j pertenece un individuo cuando
se sabe a cudl categoria i pertenece. Su expresion general es
por lo tanto:

Numero promedio de errores de

| asignaci6n cuando se conoce i

Ntmero promedio de errores de

asignacion cuando no se conoce i
Las dos mediciones difieren en cuanto a la regla que se
respeta para predecir a cual categoria j pertenece el indivi-
duo.
Fl tau de Goodman y Kruskal

Regla de asignacién. Se distribuyen los individuos entre las
categorias j de manera proporcional a 10s p, ; cuando no se

conoce i, y de manera proporcional a los p;; cuando se cono-

ce L.

Férmula.

Zzpﬁ(l“?) Zzpij(l-pm.)
- . oy

Zp.j(l"p.J) T Zp-j(l“P-J)
J

Valores limites. El tau es igual a cero cuando las dos varia-

bles son perfectamente independientes, o sea cuando’

Pij =Pie Dej- Es igual a 1. cuando, en cada linea i de la ta-

bla, existe solamente una sola celda no nula, lo que permite
predecir j con certeza cuando se conoce L.
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La lambda

Regla de asignacion. En caso de no saber a cuil categoria i
pertenecen los individuos, se asignan todos en la categoria
que contiene el mas grande nimero de observaciones, o sea
la categoria con la probabilidad marginal p, ; més grande; en

caso de conocer i, se asignan los individuos en la categoria j
que contiene el mas grande numero de observaciones en el
interior de la categoria i, o sea la categoria con la probabili-
dad condicional p ;,; mas grande.

Formula.

Pim
Z(l_ : ax)pi‘ Z(l_pMax/i-)pio
i

ﬂ.J=1— i -

ie

U= Do) (=pup)

donde

DeMax = MJezxp. j» PiMax =Max py
J
P Max!ie =1Wjaxpj/i0

Valores limites. El lambda es igual a 1 cuando, en cada linea
i de la tabla, existe una unica celda no nula y que

Di.Max = Pie» 10 que permite predecir j con certeza cuando se
conoce i. Es igual a cero cuando p; prex = Pie Pepax P2I2

todo i, aunque las variables no sean independientes, es decir,
aunque, para las columnas menos aquella donde se encuentra
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Pi, Max ’—‘MJQX Pjj» tengamos py; # pie Poj- Es por esta dl-

timd propiedad que se prefiere tau.

4-1.6 LAS VARIABLES DE CONTROL EN LAS TABLAS
CON MAS DE DOS DIMENSIONES

La tabla 1 tenia tres dimensiones: el sexo, la zona de residen-
cia y la profesién. Hasta el momento, nuestro analisis consi-
der6 las dos tltimas dimensiones ignorando la posibilidad de
que existan diferencias entre los hombres y las mujeres. Sin
embargo, es muy probable que la tabla de contingencia zona
de residencia-profesion sea muy diferente para las mujeres y
los hombres. El rigor cientifico nos forza a tomar en cuenta
esta posibilidad.

Generalizando, cuando se examina la relacion entre dos
variables categoricas, es importante preguntarse si otras va-
riables no pudiesen influenciar la intensidad o la forma de es-
ta relacién. Y si tal fuera el caso, es necesario tomar en
cuenta estas nuevas variables, conocidas como variables de
control. Esta expresion proviene del lenguaje de las ciencias
expenmentales cuando las condiciones del laboratorio per-
miten “controlar” el nivel de las variables que podnan in-
fluenciar la relacién en el estudio. Por ejemplo, en caso de
probar un medicamento en ratas y de pensar que la alimenta-
cién podria influenciar el rendimiento del medicamento, se
efectuaran pruebas sobre diferentes grupos con diferentes re-
gimenes alimenticios “controlados”.

Un modo simple de tomar en cuenta estas variables de
control es examinar la relacién en el estudio (con tests de

hip6tesis y medicion de 1a intensidad de la relacién) de mane- ;

ra separada para cada grupo homogéneo de individuos. En
nuestro ejemplo, esto significaria examinar dos tablas de con-
tingencias, una para las mujeres y otra para los hombres. Sin
embargo, este procedimiento tiene limites. En particular,
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cuando existen variables de control con varias categorias ca-
da una, el ntimero de tablas de contingencia para analizar

“aumenta rapidamente. Por ejemplo, si pretendemos conside-

rar el sexo y la edad, con cinco grupos de edad, es necesario
analizar diez tablas de contingencia. Ademas, cuando el nu-
mero de observaciones es limitado, es posible que el niimero
de observaciones sea demasiado pequefio como para confiar
en la validez de los tests (por ejemplo, con 1000 observacio-
nes, con 5 profesiones, 5 zonas de residencia, 5 grupos de
edad y 2 sexos, tendremos frecuencias tedricas de solamente
4 en promedio, y es muy probable que algunas celdas tuvie-
ran frecuencias tedricas abajo de 1).

Visto desde otra perspectiva, el problema es el de la mul-
tiplicidad de las interacciones posibles, la cual aumenta rapi-
damente con el nimero de variables (dimensiones de la
tabla). Asi, en una tabla con dos dimensiones, no existe méas
que una interaccién posible y, por consiguiente, existe sola-
mente una hipétesis de independencia para probar. En una
tabla con tres dimensiones, existen cuatro interacciones posi-
bles, es decir tres entre pares de variables y una entre las tres
variables al mismo tiempo. En el caso de una tabla con cuatro
dimensiones, hay 17 interacciones posibles (cuatro por cada
una de las tercias posibles entre las cuatro variables, mas una
cuadruple interaccion que implica todas las variables)...

El modelo log-lineal constituye un marco que permite
examinar las diferentes interacciones posibles. El modelo
“saturado”, el cual incluye todas las interacciones posibles,
reproduce perfectamente los datos observados. Una version
generalizada del test de hipétesis de independencia permite
seleccionar, entre las numerosas interacciones posibles, aque-
llas que debemos guardar para representar la estructura sub-
yacente.




Para profundizar en este tema...

Es posible consultar Upton (1981) y encontrar una pre-
sentacién informal y pragmética del modelo log-lineal, asi
como un ejemplo de su uso en el contexto de las ciencias
regionales. Button et al. (1995) ofrecen un ejemplo mas
reciente de uso del modelo log-lineal.
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CAPITULO 4-2
EL MODELO LINEAL GENERAL
Y LA REGRESION MULTIPLE
APLICADOS AL ANALISIS DE VARIANZA '

Vimos que el andlisis de regresion es un método estadistico,
el cual se aplica cuando un modelo tedrico propone una rela-
cién entre una variable dependiente continua y una o mas va-
riables independientes continuas o discretas. En cuanto al
analisis de varianza (analisis of variance, ANOVA), se aplica
cuando las variables independientes son todas discretas. Sus
caracteristicas sobresalientes son por lo tanto:
e Un modelo del tipo estimulo-reaccion.
e Una reaccién que se mide por medio de variables con-
tinuas.
e Unos estimulos que se miden por medio de variables
discretas.'”

(En caso de medir los estimulos por medio de variables,
siendo algunas discretas y otras continuas, se trata de ana-

92 Wonnacott y Wonnacott (1992, pp. 503-507); Iman y Conover (1989,
caps. 16-17).

193 Dependiendo del contexto y de la disciplina, se usa diferentes términos
para designar las variables independientes, como factores, efectos, catego-
rias, -variables cualitativas, variable de clasificacién (clasification varia-
bles), etc.




lisis de covarianza y es necesario, entonces, usar el mode-

lo lineal general.)

La pregunta de investigacion que se propone usualmente
es: jes la reaccion al estimulo significativamente diferente
entre categorias?

En el caso del analisis de varianza, existen procedimientos
especificos y formatos estdndares de presentacion de los re-
sultados. Sin embargo, es posible efectuar de manera equiva-
lente un analisis de varianza por medio de la regresion lineal.
Esto trae consigo algunas ventajas. Primero, y esto no es el
caso del analisis de varianza, €l andlisis de regresion no im-
pone restricciones en cuanto al plan de muestreo (numero de
observaciones por categorias), Segundo, es posible combinar
el analisis de la varianza con variables independientes conti-.
nuas (como ya mencionamos, este tipo de modelo es, a veces,
conocido como un modelo de analisis de covarianza). Final-
mente, el analisis de regresién ofrece una mas amplia flexibi-
lidad en cuanto a las hipétesis que se pueden someter a tests
estadisticos.

4.2.1 UN EJEMPLO

En el marco de la construccién de una matriz de contabilidad
social para Quebec, Robichaud et al. (1998) estudiaron el
ahorro de los hogares de Quebec a partir de los datos conte-
nidos en el archivo de micro-datos de gran difusion de la en-
cuesta de Statistigue Canada sobre los gastos de las familias
en 1992. El archivo contiene 1900 observaciones para Que—
bec.

Qe obtuvieron las seis variables, que presentamos a conti-

nuacién, del archivo de microdatos de gran difusion de la en-:

cuesta de Statistique Canada sobre los gastos de las familias
en 1992:
1. Composicion del hogar
— Personas solas.
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— Parejas' sin hijos.
Parejas con hijos.'®
— Familias monoparentales.
— Otros hogares.'®
Numero de hijos menores de 16 afios.
Edad de la persona de referencia.'”’
Ingreso del hogar con impuestos deducidos.
Variacion neta del activo y del pasivo.
. Seguro.'®

La formulacién del modelo lineal cuyos parametros se es-
timaran, se basa en el modelo conceptual siguiente. El monto
del ahorro de un hogar (variable dependiente) aumenta con el
ingreso con impuestos deducidos, pero depende de la edad
del hogar (hipoétesis del ciclo de vida) y de la presencia de
hijos (gastos mas elevados); es posible también que el ahorro
se vea influenciado por el hecho de que la responsabilidad
del hogar esté en manos de una sola persona (lo que implica,
por lo general, que hay un solo ingreso y que, en la mayoria
de los casos, no existen mas adultos que mantener); ademas,

queremos verificar que la categoria heteréclita de los “Otros
hogares” es diferente.

|

QLW

194 Casados o juntados.

195 Con relacién a la composicién del hogar, nos referimos a hijos de cual-
quier edad, nunca casados y que viven bajo el mismo techo que sus padres.
19 Esta categoria contiene las parejas sin hijos que viven con un familiar
que no es su hijo, asi como los hogares donde vive por lo menos una per-
sona que no es familiar de la “persona de referencia” (vea la nota siguien-
te). En particular, encontramos en esta categoria heteroclita, los hogares sin
hijos con inquilinos y los grupos de estudiantes que comparten un depar-
tamento.

17 En la encuesta sobre los gastos de las familias, la “persona de referen-
cia” es el miembro del hogar que el contestador designa como el principal

sostén financiero, lo que corresponde, normalmente, a la persona con el in-
greso mas elevado.

18 primas de seguros de vida, etcétera.
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Es importante aclarar que la seleccién y la definicién de
las variables independientes fueron dictadas con el objetivo
de construir una matriz de contabilidad social, y que el mode-
lo que presentamos aqui, no debe considerarse como un
ejemplo de un modelo de comportamiento de ahorro de los
hogares. Lo tnico importante que se debe inferir de este
ejemplo, es la manera de tratar las variables independientes
categéricas en la regresion lineal. Afiadamos que la presencia
del ingreso entre las variables independientes vuelve imposi-
ble aplicar a este modelo un analisis de la varianza clasico (al
menos que cambiemos el ingreso por una variable categori-
ca), lo que, nuevamente, demuestra la mas grande polivalen-
cia del analisis de regresion.

Definimos entonces la variable dependiente:

AHORRO = Variacién neta del activo y del pasivo
mAS seguros. :

Las variables independientes son: ' :
REVAPIMP = Ingreso del hogar con impuestos dedu-
cidos.

Edad.
Composicion del hogar.

Veremos luego cémo fueron especificadas las variables de
edad y de composicién del hogar. Combinando las variables
categéricas, obtenemos una reparticion de las 1900 observa-
ciones segun la composicién del hogar y la edad de la perso-
na de referencia. Se presenta esta reparticion en la tabla que
sigue, en la cual podemos observar que la reparticién no se
conforma a un plan de muestreo “equilibrado” (con el mismo
nimero de observaciones en cada celda) ni tampoco a un

plan de muestreo biproporcional. En estas condiciones, efec-’
tuar un andlisis de varianza clasico se revelarfa muy dificily

sin embargo, el uso de la regresién multiple no encierra res-
tricciones semejantes en cuanto a la estructura de los datos.
No obstante, es importante notar que algunas celdas no tienen

mas que un niimero pequefio de observaciones, lo que nos p1-
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de actuar con mucha prudencia al momento de interpretar los
resultados.

Compt‘fj;‘;‘m del| Men%S 3545 4565 65y mis| Total
Personas solas 101 77 132 142 | 452
Parejas sin hijos 95 49 177 133 | 454
Parejas con hijos 163 267 239 . 26 | 695
Familias mono. 30 71 48 10 159
Otros sin hijos 24 17 41 21 103
Otros con hijos 8 16 12 1 37
Total 421 497 649 333 |1900

4-2.1.1 Variables independientes de edad

En primer lugar, definimos la wvariable independiente
GROUPAGE:

Edad de la persona Valor de la variable
de referencia GROUPAGE
Menos de 35 aiios 1

35 afios o mas

vy menos de 45 afios 2
45 afios 0 mas 3
vy menos de 65 afios

65 afios y mas 4

La variable GROUPAGE es una variable ordinal de orden
incompleto (ver cap. 1-1).
" Pero esta variable no puede entrar tal cual en la regresion.
¢Por qué? Porque impondria artificialmente una relacion li-
neal entre el grupo de edad y el ahorro, lo cual es contrario a
los hechos, como se puede ver en el siguiente grafico.

447



Valor promedio del ahorro por grupo de edad
y regresion lineal sobre GROUPAGE
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Por tanto, no podemos especificar el modelo antes de
haber reemplazado la variable GROUPAGE por una serie de
variables dicotomicas, puesto que al emplearla tal cual como
variable independiente, estariamos diciendo—-que el ahorro
aumenta (o disminuye) de manera lineal con la categoria
edad. Por esta razon, se crean las cuatro variables dicotomi-
cas siguientes:

7. AGEOA35 =1 si GROUPAGE = 1 (edad < 35); =0 de
otra manera.

8. AGE35445 =151 GROUPAGE =2 (edad 235y < 45);
= () de otra manera. f

9. AGE045465 = 1 si GROUPAGE = 3 (edad = 45 y:<

65); = 0 de otra manera.

10.AGE6SPLU = 1-si GROUPAGE = 4 (edad > 65); =0

de otra manera.
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4-2.1.2 Variables independientes de composicion del hogar

La composicion del hogar es una variable categérica polito-
mica. Para poder distingilir entre hogares “otros™ con y sin
hijos, usaremos la informacién complementaria dada por el
numero de hijos menores de 16 afios. Obtendremos asi 6 ti-
pos de hogares:

Personas solas.

Parejas sin hijos.

Parejas con hijos.

Familias monoparentales.

Otros hogares sin hijos.

Otros hogares con hijos.

Sin embargo, hay que reemplazar la variable de composi-
cién del hogar, tal como la de edad, por una serie de variables
dicotoémicas, y por las mismas razones. Es atin més necesario,
dado que la composicién del hogar no es una variable ordinal
(cuando si lo es GROUPAGE). '

Presentamos a continuacién dos formas de modelizacidn,
una que usa 5 variables y otra que usa 3. Ambas formas son
representadas por los arboles de clasificacion correspondien-
tes.

La clasificacién con 5 variables consiste sencillamente en
definir tantas variables dicotémicas como hay tipos de hoga-
res, sin quitar una porque es redundante (vamos a profundizar
eso luego). En cuando al método con 3 variables, se constitu-
ye por las siguientes variables dicotdmicas:

11.SEULMONO = 1 para una persona sola o una familia

monoparental; SEULMONO = 0 de otra manera
12.AUTRE = 1 si el hogar pertenece a la categoria “Otro”;
AUTRE = ( de otra manera

13.ENFANTS =1 si el hogar cuenta, al menos, con un hijo

menor de 16 afios; ENFANTS = 0 de otra manera

Por hijos entendemos hijos de cualquier edad, nunca ca-
sados y que viven con sus padres, salvo para los hogares
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“AUIRE”, para los cuales ENFANTS significa solamente : Dos arboles de clasificacién con variables dicotémicas

hijos menores de 16 afios. II - Clasificacion con 3 variables
Dos arboles de clasificaciéon con variables dicotémicas tipo 4 : Fa-
I - Clasificacién con 5 variables milia mo-
noparental
Familia
&
“’ con hijos?
{Per- tipo 1:
sona " Persona
sola? sola
iPersona tipo 6: Otro
sola} 0 hogar con
familia hijos
MORO-
tal?
parental’ (Familia
B «Otra» ?
tipo 3:
-—P Pareja con

hijos

{Familia
con hijos?

tipo 5: Otro
hogar sin
hijos
(Familia
L
«Oftra» ?
tipo 2 : Pa-
-m-—P reja sin

hijos

La que usamos fue la de 3 variables. Combinando esas
tres variables se obtiene la clasificacién que sigue:
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Valor de

. Valor de

C;E)mposa Nimero l.a a Valo? de la

cién de los de hios variable . variable
hogares J SEUL- variable ENFANTS

MONO AUTRE

Personas so-

las 0 1 0 0

Parejas sin
hijos 0 0 0 0

Parejas con
hijos >0 0 0 1

Familias

mono. >0 1 0 1
Otros hoga- 0 0 1 0
Tes >0 0 1 1

Se ve en este cuadro que cada tipo de hogar corresponde a
una combinacién Unica de las variables dicotomicas.

¢Cuédl es la diferencia entre los dos esquemas de clasifica-
ci6én? De alguna manera, el esquema que escogimos impone
una cierta coherencia en el modelo. Por ejemplo, con la tri-
pleta SEULMONO, ENFANTS y AUTRE, el efecto de tener hijos
debe ser el mismo independientemente de las demas caracte-
risticas del hogar. Esto implica, por lo tanto, restricciones pa-
ra el modelo. Sin embargo, veremos cémo se pueden evitar

estas restricciones con la introduccién de variables de inter-
accién (vea 4-2.4).

4-2.2 ELIMINACION DE LA REDUNDANCIA
ENTRE LAS VARIABLES INDEPENDIENTES

No se deben incluir las cuatro variables dicotémicas de edad:

Juntas entre las variables independientes, porque una de estas
variables es redundante. En efecto, si AGE0A35 = 0y

AGE45465 = 0 y AGEG65PLU = (), entonces forzosamente
AGE35445 = 1, es decir, generalizando, que si para una obser-
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vacién dada, tres de las cuatro variables toman el valor cero, la
cuarta toma necesariamente el valor 1. Por consiguiente, es ne-
cesario descartar una de las variables del modelo; en estas
condiciones, el caso que corresponde a la variable descartada
llega a ser el caso de referencia. En nuestro ejemplo, escoge-
mos el grupo de edad de 35 a 45 como caso de referencia.

De manera formal, al incluir las cuatro variables, estaria-
mos violando la condicidon H4 del modelo clasico de la
regresion lineal puesto que su suma es siempre igual a 1,
es decir igual a la constante del modelo:

AGEQA35 + AGE35445

+ AGE45465 + AGEG5PLU = 1 = CONSTANTE

Es importante observar que, al momento de definir las va-
riables dicotémicas ENFANTS, SEULMONO y AUTRE, elimina-
mos, de manera implicita, las variables redundantes. En
efecto, evitamos definir dos variables correspondientes a una
por categoria. Por ejemplo, hubiéramos podido definir

o AVECENFANTS =1 si el hogar cuenta con, por lo me-

nos, un hijo;

AVECENFANTS = 0 de otra manera;

o SANSENFANTS = 0 si el hogar cuenta con, por lo me- -

nos, un hijo;
SANSENFANTS = 1 de otra manera.

No hicimos tal cosa puesto que una de estas dos variables
hubiera sido redundante.

Vimos en el apartado 4-2.1 cémo se reemplazaba la varia-
ble de composicién por la tripleta SEULMONO, ENFANTS y AU-
TRE. En caso de que hubiéramos querido utilizar el otro
esquema de clasificacion, tendriamos, por las mismas razones
por las cuales se efectud en el caso de la variable GROUPA-
GE, que haber eliminado la redundancia. Es por eso que el
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primer esquema no cuenta con 6 variables dicotémicas, sino
conS.

4-2.3 ESPECIFICACION DE UN MODELO SIN INTERACCION

Estamos listos ahora para enunciar una primera especifica-
c16n del modelo:

EPARGNE = B+ 8, REVAPIMP + 3 SEULMONO
+ B AUTRE + s ENFANTS + f3 AGE00A35

+ B AGE45465 + By AGEGSPLU

Donde es posible notar la ausencia de la variable
AGE35445 que seria redundante.

Veamos, ahora, lo que este modelo significa para cada
una de las 24 posibilidades que alojaron nuestros datos. Los
24 casos se presentan en la siguiente tabla. ' '

Podemos notar en esta tabla que a cada uno de los 24 ca-
sos posibles corresponde una combinacién tnica de valores
de las variables dicotémicas; esto muestra que no faltan va-
riables puesto que cada caso tiene una representacion distinta.
Observamos también que el caso de referencia cuando todgs
las variables dicotémicas son nulas, corresponde a una pareja
sin hijos cuya persona de referencia tiene entre 35 ¥ 45 aﬁos.
Se deduce que los coeficientes de las variables dicotomicas
representan las diferencias con relacién a este caso de refe-
rencia; por ejemplo, el modelo predice que entre el hogar de
referencia y una familia monoparental cuya persona de refe-
rencia tiene menos de 35 afios, teniendo los dos hogares €l
mismo ingreso, la diferencia sera igual 2 B3 + Bs + Pe- Po-

driamos pensar que cada uno de estos tres coeficientes sea
negativo; sin embargo, s6lo la estimacién del modelo podréd
aclarar este hecho. ‘
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Interpretacion del modelo sin variables de interaccidn

Grupo de % w2 =
edad de la % &2 2R AHORRO predicho
persona de 5 E % % ﬁ % por el modelo
referencia || D E GGG
R T
Personas solas (Niimero de hijos = 0)
B+ B, REVAPIMP
<35 100100 +5;+0+0+5+0+0
>35y<45 |1 0 0 0 o o|PrHAREVAPIVP
=Y +f;+0+0+0+0+0
+ 3, REVAPIMP
>45y<65 [1 0 0 0 1 0 ﬁ‘+ﬂ2ﬂ3+0+0+0+ﬂ7+0
>65 1000 0 1 B+ B, REVAPIMP
= ' +B+0+0+0+0+ /55
Parejas sin hijos (Numero de hijos = 0)
<35 00010 0 B+ B REVAPIMP
+0+0+0+5,+0+0
+ 3, REVAPIMP
235y<4s [0 0 0 0 0 0|f +ﬂ(2)+0+0+0+0+0
B+ B, REVAPIMP
245y<65 |0 0 0 0 1 0} 1 §,040+0+8+0
B+ B, REVAPIMP
265 000001 +0+0+0+4+0+0+45;
Parejas con hijos (Niimero de hijos > 0)
B+ B REVAPIMP
<35 00 1 1.0 08" (040+8+p8,+0+0
B+ B, REVAPIMP
235y <45 0 01 0 0 O +0+0+ﬂ5+0+0+0
B+ B, REVAPIMP
245y<65 [0 0 1 0 1 0|70 5. 50 8 045+0
B+ B, REVAPIMP
265 001001 +0+0+6+0+0+ 55
Continua...
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Interpretacion del modelo sin variables de interaccién Por otro lado, al observar la tabla, entendemos mejor por

(continuacion) qué hpbiera sido absurdo incluir en el modelo la variable po-
G o 7 litbmica GROUPAGE.
upo de % v 29 3 ) Se presentan los resultados de la estimacién en la tabla si-
edad de la = H < <5 AHORRO predicho guiernte.
persona de 5 g E é 3 3 por el modelo
referencia || o [2 15 (u:';] %
n<fHhIII _ Coefi- tde Proba-
Familias monoparentales (Nimero de hijos > 0) Variable Descripcién ciente bildad
bolo . Student .
<35 101100 B+ B, REVAPIMP estimado critica
+ B0+ B+ f+040 CONSTANTE B =7727 —11.062 0.0001
, B+ By REVAPIMP Ingreso después P
>
235 y <45 1 01 0 00 + B+ 0+ B +0+0+0 REVAPIMP de impuestos ,32 0.340 28.468 0.0001
>45y<65 |1 0 1 0 1 0 B+ B, REVAPIMP ' ENFANTS  Presencia de hjos  fs —2260 -4.937 0.0001
th 0t S0+ f+0 seULMONO Tersonasolao g 1903  3.834 0.0001
65 1010 0 1 B+ By REVAPIMP monoparentale y )
+B+0+p4+0+0+ 45 AUTRE Hogar «Otro»  f;  -2578 -3.309 0.0010
Otros hogares sin hijos (ngrfz c}fghﬁ?;;\ffz AGE00435 Edad 00-35 B 258  0.444 0.6574
1 2
<35 01 01 00 +0+B,+0+f+0+0 AGE45465 Edad 45-65 yio 419  0.796 0.4263‘
B+ B, REVAPIMP AGE6SPLU Edad 65+ Be 875 1.322 0.1862
235y<45 10 1 0 0 0 0\l s 0 0h0+0
B+ B, REVAPIMP 7 =1900
245y<65 10 1 0 0 1 0 +0+4,+0+0+45,+0 R2=0.33
B+ o REVAPIMP
265 01 0 0 0 1 :
+0+ :34“+ 0+0+0+fg En particular, constatamos que los coeficientes de las va-
Otros hogares con hijos (Ndmero de hijos > 0) riables correspondientes a la edad no son, de manera signifi-
<35 01110 0 P+ B, REVAPIMP cativa, diferentes de cero. ;Debemos entender, por lo tanto,
0+ G+ s+ +0+0 que la edad no tiene efecto sobre el comportamiento de aho-
Sas 0 B+ B, REVAPIMP ro?
Bi+ B, REVAPIMP 4-2.4 INTRODUCCION DE LOS EFECTOS DE INTERACCION
245y<65 |0 1 1 0 1 0\" 8 0" 5 04p+0]
>65 01100 1 By+ B, REVAPIMP 040 El modelo que se presentd en la tabla anterior no toma en
+0+ B+ +0+0+f cuenta la posibilidad de efectos de interaccién. Existe un gran
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Interpretacion del modelo sin variables de interaccién

Por otro lado, al observar la tabla, entendemos mejor por
qué hubiera sido absurdo incluir en el modelo la variable po-
litbmica GROUPAGE.

Se presentan los resultados de la estimacién en la tabla si-
guiente.

(continuacién) C
Grupo de % m Q92
edaddela |9 B 2 £ & AHORRO predicho
S o
persona de S g % S5 por el modelo
referencia || D E g Q Q
v <€ M < <« <
Familias monoparentales (Niimero de hijos > 0)
B+ By, REVAPIMP
<35 101 100 y
+B+0+fs+ B +0+0
_ B+ By REVAPIMP
235y<45 |1 0 1 O
y 00 +A+0+Bs+0+0+40
B+ By REVAPIMP
245y < 10
y <65 1o 10 +B+0+Fs+0+ 440
B+ B REVAPIMP
>65 1
01001 +A+0+5+0+0+ 4
Otros hogares sin hijos (Ndmero de hijos = 0)
B+ B, REVAPIMP
<35 0
10100 +0+8,+0+ [ +0+0
B+ B, REVAPIMP
>
233y<45 10100 0 017" 5, 80104040
B+ B, REVAPIMP
>
245y<65 10 1 0 0 1 0 +0+ 8, +0+0+ B, +0
B+ By REVAPIMP
265 0100 01 +0+B,+0+0+0+f
Otros hogares con hijos (Niimero de hijos > 0)
B+ By REVAPIMP
<
35 011100 +0+ B+ Bs+ B +0+0
B+ By REVAPIMP
235y<45 |0 1 1 0 0 O +0+ B+ fs+0+0+0
B+ B REVAPIMP
245y<65 01 1 0 10 +O+ﬂ4+ﬂ5+0+ﬂ7+0
B+ By REVAPIMP
265 01 1 0 0 1 +O+ﬂ4+ﬂ5+0+0+ﬂ8
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Sim- Coefi- tde Proba-
Variable Descripcion ciente bildad
bolo . Student .
estimado critica
CONSTANTE B _—=7727 -11.062 0.0001
REVAPIMP 8% después 5 0340 28468 0.0001
¢ impuestos
ENFANTS  Presencia de hjos ﬂ5» -2260 -4.937 0.0001
sEULMONO Tersonasolao g 1903  3.834 0.0001
monoparentale ’
WUTRE Hogar « Otro » By -2578 -3.309 0.0010
UGE00A35 Edad 00-35 B 258  0.444 0.6574
AGE45465 Edad 45-65 5 419  0.796 04263
UGEGSPLU  Edad 65+ o 875 1.322 0.1862
n=1900
R2=0.33

En particular, constatamos que los coeficientes de las va-
riables correspondientes a la edad no son, de manera signifi-
cativa, diferentes de cero. ;jDebemos entender, por lo tanto,
que la edad no tiene efecto sobre el comportamiento de aho-
1ro?

4-2 .4 INTRODUCCION DE LOS EFECTOS DE INTERACCION

El modelo que se presenté en la tabla anterior no toma en
cuenta la posibilidad de efectos de interaccién. Existe un gran
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numero de interacciones posibles. Por tanto, no se encuentra
a menudo que un modelo las contenga todas.

Por ejemplo, el modelo predice que el efecto sobre el aho-
rro de la presencia de hijos es igual a f5, independientemente
de la edad de la persona de referencia y de la composicién
del hogar. ;Asi sucede en la realidad? En otras palabras, ;no
habra alguna interacién entre la variable ENFANTS y las va-
riables SEULMONO, AUTRE, AGE0A35, AGE45465 vy
AGEG65PLU? Es importante entender que cada uno de los
efectos de interaccidon que evocamos en la frase anterior es
simétrico; por ejemplo, en lugar de preguntarse si el efecto de
la presencia de hijos (ENFANTS) cambia con pertenecer al
grupo de los menores de 35 afios (AGE0A35), es posible pre-
guntarse de manera equivalente si el efecto de pertenecer al
grupo de los menores de 35 afios cambia con la presencia de
hijos. : '

Para poder incluir la posibilidad de interaccién en el mo-
delo, es necesario agregar variables a las ocho que ya tiene el
modelo, Asi, se define:

9. MONOMONO =1

si ENFANTS =1y SEULMONO =1
MONOMONO = 0 de otra manera
Para ser mas conciso, se define mateméticamente'®
MONOMONO = ENFANTS x SEULMONO
De la misma manera, tenemos

10.AUTRENFA = ENFANTS x AUTRE

11.ENFA0035 = ENFANTS x AGEOA35

12.ENFA4565 = ENFANTS x AGE45465

13.ENFAG65PL = ENFANTS x AGEG5PLU.

14. AUTAOO35 = AUTRE x AGEOOA35.

15. AUTA4565 = AUTRE x AGE45A465.

199 1 a5 variables dicotomicas son variables logicas o variables de Boole.
En 4lgebra booleania, la conjuncién “y” se representa con la multiplica-
cion. '
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16.AUTA65PL = AUTRE x AGEG5PLU.

17.SOLA0035 = SEULMONO x AGEQQA35.

18.SOLA4565 = SEULMONO x AGE454635.

19.SOLA65PL = SEULMONO x AGE65PLU.

En esta lista podemos notar que no se incluyeron todas las
variables posibles (por ejemplo, no hay ninguna variable de
interaccién con AGE35445) porque, al igual que para otros
grupos de variables categéricas, en el caso de las variables de
interaccion el hecho de incluir en el modelo todas las variables
posibles implica redundancia. :

Se interpretan los coeficientes de las variables de interac-
ci6én como unas diferencias. Por ejemplo, vimos en la tabla
del apartado 4-2.3 como fs, el coeficiente de la variable EN-

FANTS, representaba la diferencia, en cuanto al monto del
ahorro, entre dos hogares idénticos en todo menos en la pre-
sencia de hijos; igualmente, /37, el coeficiente de la variable
AGE45A465 representa la diferencia, en cuanto al ahorro, en-
tre dos hogares idénticos en todo menos en la edad, puesto
que uno pertenece al grupo de edad de referencia (35-45
afios) y el otro al grupo de los 45-65 afios. En ausencia de va-
riables de interaccién, estas diferencias se suman; por ejem-
plo, el modelo descrito en el apartado 4-2.3 predice que entre
un hogar sin hijos del grupo 35-45 afios y un hogar con hijos
del grupo 45-65 afios, la diferencia sera igual a fB5 + f7. Si

agregamos a este modelo la variable de interaccion EN-
FA45635, esta diferencia sera entonces igual a S5 + 7, mas el

coeficiente de la variable de interaccién ENFA4565.%

200 g5 posible efectuar una analogia con la farmacologia: el efecto de una
combinacién de dos medicamentos puede implicar efectos muy diferentes
que los efectos de cada uno de estos medicamentos empleados solos. Los
medicamentos juntados pueden reforzarse mutuamente o, por lo contrario,
anularse el uno al otro.
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Ademas, puede suceder que haya interaccién entre una
variable categérica y una variable continua. Asi, €l modelo
predice que, independientemente de las caracteristicas de]
hogar, un alza de un délar del ingreso con impuestos reteni-
dos repercutiré en un alza del ahorro de S, délares. ;Podria
este efecto ser diferente para los hogares con hijos? Con el
fin de examinar este problema, es necesario incluir, en el
modelo, unas variables de interaccién. Consideremos, por lo
tanto, las tres variables suplementarias siguientes:

20.REVENFAN = REVAPIMP x ENFANTS

21.REVSELMO = REVAPIMP x SEULMONO
22.REVAUTRE = REVAPIMP x AUTRE

Los coeficientes de estas variables se pueden interpretar
también como diferencias. Por ejemplo, si comparamos dos
hogares idénticos menos en la presencia de hijos, el coefi-
ciente. REVENFAN representa la diferencia entre los dos
hogares en cuanto a su propensién marginal para ahorrar.

Después de incluir unas variables de interaccion, el mode-
lo completo se enuncia de la manera siguiente: '

EPARGNE = f3+ [, REVAPIMP
+ B SEULMONO + 3, AUTRE + f; ENFANTS
+ Bs AGEO0A3S + B; AGE45465 + ffy AGE65PLU
+ 7, MONOMONO + y, AUTRENFA
+ 73 ENFA0035 + y, ENFA4565 + 5 ENFAGSPL
+ 95 AUTA0035 + y; AUTA4565 + yy AUTA65PL
+ % SOLA0035 + 3,0 SOLA4565 + y,, SOLA65PL
+ & REVENFAN + oty REVSELMO + ot REVAUTRE
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4-2.5 ESTIMACION E INTERPRETACION DEL MODELO

Después de ejecutar el procedimiento backward para eliminar
las variables cuyos coeficientes no son significativos, obte-
nemos los resultados que se presentan en la tabla que sigue.

Coeficien- Error Probabi-

Variable Descripcion "™ te estima- Estan- lidad cri-
bolo .
do dar tica
CONSTANTE B -10487 729 0.0001
REVAPIMp pEresosdespuésde 5 400 6013 00001
mpuestos :

ENFANTS  Presencia de hijos fBs —1927 561 0.0006

SEULMONO T solaomono- 5 o533 1600 0.0001

parental -
AUTRE . Hogz}{ :_th” o Py 7969 1_771 0.0001
AGE45465 Edad 45-65 ,37 1767 779 0.0234
AGEG65PLU Edad 65+ Py 1513 770 0.0497
Variables de interaccién
ENFANTS
ENFA4565 % AGE45A65 Ya -1506 897 0.0932
SEULMONO
SOLADO  xaGEasaes o 1983 1008 0.0494
SEULMONO
SOLAG65PL x AGE6SPLU Ny —1996 ‘1138 0.0796
REVAPIMP
REVSELMO « SEULMONO o -0211 0.030 0.0001
REVA-
REVAUTRE PIMP x AUTRE o3 —0.297 0.046 0.0001

El mimero de observaciones es de 1900 y el coeficiente de
determinacién multiple R? es de 0.36.

No es facil concluir algo claro con todos estos coeficiente
y hemos de preguntarnos qué significan realmente. Las figu-
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ras que presentamos a continuacién ilustran las predicciones Ahorro de los 45-65 afios
del modelo. ' V'
Leyenda ]

Personas solas PERSEULE

Parejas sin hijos CPLESANS

_Parejas con hijos CPLEAVEC

Familias monoparentales MONOPAR
~Otros hogares sin hijos AUTRSANS

Otros hogares con hijos AUTRAVEC

Ahorro de los menos de 45 afios

33000 1 Ingreso después de impuéstos (6)]
25000 - ".o>-PERSEULE -C- CPLESANS -8 CPLEAVEC
,~-MONOPAR -O- AUTRSANS -@- AUTRAVEC

& 15000 - i '
£ Ahorro de los 65 afios y mas
[}
< 5000

-5000

-15000

Ingreso después de impuestos (3)
"O-PERSEULE 01 CPLESANS -® CPLEAVEC
.~-MONOPAR _-O- AUTRSANS -@- AUTRAVEC

Ingreso después de impuestos ($)

O PERSEULE -0 CPLESANS -B-CPLEAVEC
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Ahorro segiin el grupo de edad, con un ingreso de $70,000
20000 -

15000 -
~0-PERSEULE
& 10000 - 1+ CPLESANS.
g -8 CPLEAVEC
2 000 - -o- MONOPAR
-O- AUTRSANS
-~ AUTRAVEC
0 .
-5000

<435 afios 45-65 afios 65 afios +

Ahorro segtin el grupo de edad, con un ingreso de $50,000
20000 -

15000 -

-0~ PERSEULE:

10000 + -+ CPLESANS:

Abhorro ($)

OPAR
5000 ~6- MONOPAR

-5000 -

<45 afios 45.65 afios 65 afios +
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"-@- CPLEAVEC

-------- I-O- AUTRSANS
~®- AUTRAVEC

Ahorro segim el grupo de edad, con un ingreso de $25,000
20000 g emeehaseaatvassasastastanannraereteremeaanaen e e sss et nan s

15000 PN DD SRR
-0~ PERSEULE
Pl L 1L I .-+ CPLESANS
e _-@- CPLEAVEC
£ -o- MONOPAR
2 5000

-O- AUTRSANS
8- AUTRAVEC

-5000 T T
<435 afios 45-65 afios 65 afios +
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CAPITULO 4-3
MODELOS CON VARIABLE DEPENDIENTE
CUALITATIVA -

4-3.1 MODELOS DE ELECCIéN BINARIA:
LOGIT BINOMIAL Y PROBIT BINOMIAL

4-3.1.1 El problema

Nos proponemos, en este momento, examinar la otra cara,
por asi decirlo, del anilisis de varianza. En el analisis de va-
rianza la variable de reaccién es continua, mientras que las
variables estimulos son discretas; por lo contrario, ahora, la
variable de reaccidn es discreta, mientras que las variables de
estimulo pueden ser continuas. :
Es posible deducir el modelo logit a partir del andlisis de
las tablas de contingencia. Sin embargo, en el analisis de las
tablas de contingencia todas las variables de clasificacion tie-
nen papeles simétricos cuando, por lo contrario, en el modelo
logit una de las variables toma el papel de variable depen-
diente y las probabilidades de pertenencia a sus diferentes ca-
tegorias son condicionadas por las demés variables, las
cuales, por consiguiente, toman el papel de variables inde-
pendientes. Ademés, la posibilidad de encontrar variables
continuas entre las variables independientes constituye una
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generalizacién con respecto al logit deducido del analisis de
las tablas de contingencia.

Para empezar, consideremos el caso cuando la variable
dependiente es dicotémica en lugar de ser politémica; en es-
tas condiciones, sélo existen dos posibilidades:

yi=001

Ejemplo: en un estudio sobre la movilidad residencial de
los hogares,™

e y;=0siel hogar i no se muda

e y;=1siel hogarise muda
Ahora bien, en el modelo estandar

yi =D %8 +u;
J

el valor de la variable dependiente y; no puede limitarse a
tomar los valores 0 y 1 cuando los términos aleatorios u; po-

seen una distribucién normal (esto porque una variable nor-
mal es continua y su dominio de variacién se extiende de — oo
a + 00),

El primer paso que debemos emprender para solucionar
esta dificultad es considerar que la verdadera variable depen-
diente no es la variable dicotémica y, més bien la probabili-
dad que y =1:

Prb)i =1]=nyﬂj +u,-
’ J

Esto conlleva, sin embargo, dos dificultades:
1. Aunque la nueva variable dependiente Pr[y;=1] sea

continua, su campo de variacién se limita al intervalo
[0, 1], cuando el campo de variacién del término alea-

torio, en caso de poseer una distribucién normal, se ex-’

tiende de — o0 a + oo,

*%" Para un ejemplo, vea Mongeau (sin fecha).
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2. La nueva variable dependiente Pr[y; = 1], no se puede
observar, pues lo que observamos no son més que las
realizaciones (y; =1 o y; = 0); por lo tanto ser4 necesa-

rio recurrir a un método de estimacién que sea adecua-
do a la situacion.

4-3.1.2 Modelo de comportamiento

Uno de los fundamentos tedricos posibles del modelo logit
binomial es un modelo de comportamiento del tipo estimulo-
reaccion (stimulus-response), el cual se usa con frecuencia
particularmente en biologia cuando se somete a los sujetos de
un experimento a condiciones (estimulos) que varian de un
sujeto a otro. Entonces se observan las reacciones y se busca
estimar la relacion entre estimulos y reaccién.

Es posible presentar este modelo en dos partes. La prime-
ra parte constituye el modelo de reaccion del sujeto (modelo
de comportamiento) y la segunda, el modelo de estimulo to-
tal, el cual es el resultado de las diferentes condiciones com-
binadas a las cuales se somete a un sujeto.

Primera parte: modelo de reaccién

No es posible observar directamente el estimulo total al cual
se somete al sujeto. Supongamos, no obstante, que exista una
variable no observable (“latente”) w que mide este estimulo,
es decir el atractivo o “lo deseable” de una eleccién (un eco-
nomista diria la “utilidad”). En el ejemplo del estudio sobre
la movilidad residencial, el hogar i muda si esta variable la-
tente w rebasa un cierto valor critico, un “umbral de reac-
cion” (S):

yi=0siw;<§

yi=lsiw; 28
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donde w es el valor de la variable latente para el hogar i y S
es el umbral critico més alla del cual el hogar se muda. Es
cémodo suponer que se define la variable latente w para que
S sea igual a cero, lo que nos da: ’
y;i=0s1w;<0
yi=1siw; 20
Esta tltima hipétesis no impone ninguna restriccion al

modelo, puesto que w es una variable ordinal cuyo cero es
arbitrario.

Segunda parte: modelo de estimulo total

Se determina el valor de la variable latente (no observada)
con un cierto nimero de factores medidos con variables in-
dependientes apropiadas (los x). Por ejemplo, en el estudio
sobre 1a movilidad residencial, las variables independientes
podrian tomar en cuenta las caracteristicas del hogar, las ca-
racteristicas de la vivienda actual, etcétera.

Si, ademés, suponemos que la relacion entre las variables
independientes y la variable latente es lineal, obtenemos el
modelo siguiente:

w; =Zx,-jﬂj +u;
J

donde el término aleatorio u; representa las variaciones alea-

torias entre los sujetos (los hogares). El modelo no emite la
hip6tesis que todos los sujetos son idénticos sino, mas bien
que, solamente, el modelo es lo suficiente completo para que
podamos considerar las variaciones de comportamientos no
explicadas por el modelo como el resultado del azar.

Integracién de las dos partes del modelo

Se combina las dos partes del modelo.
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w; <0 equivale a injﬂj +u; <0,
J
oseaa u; <—inj,3j
: J
w; 2 0 equivale a zxijﬂj +u; 20,

J
oseaa u; Z—le-jﬂj
J
Por lo tanto,

yi=OSi ul-~.<-—2x,-j,3j yyl:lSl ulZ-nyﬂj
: J ‘ J
De esta manera, la probabilidad que y; = 0 es igual a la

probabilidad de que u; <—Z Xjj B i yla probabilidad que
J
y;=1 es igual a la probabilidad que u; Z—Z xjj B - Estas
J

probabilidades dependen evidentemente de las hipotesis que
hacemos en cuanto a la distribucién de los ;. Dependiendo
de 1a hipétesis que hagamos sobre la funcién de densidad de
probabilidad de los u;, obtendremos un modelo logit o probit: -

Hipotesis A: los u;. poseen distribuciones normales, inde-
pendientes entre si, con un promedio nulo y una varianza

comin o2 (hipétesis de Gauss-Markov); éste es el modelo
probit.

Hipétesis B: los u; se distribuyen independientemente uno

del otro, y sus funciones de distribucién acumulativas se de-
finen con la funcidn logistica; éste es el modelo logit.




4-3.1.3 El modelo logit y la induccién estadistica extremos). No obstante, la eleccién de la funcién logistica
' puede basarse en fundamentos teéricos mucho mas sélidos.2®

Con un modelo que contiene una variable latente (inobserva- | Los tests de hip6tesis que son posibles efectuar se funda-
ble), como el anterior descrito, es evidentemente imposible : mentan en unas distribuciones asintéticas; son, por lo tanto,
estimar los parémetros A por medio del método de los meno. . véalidos solamente cuando la muestra es lo suficientemente
drados. E 7 urrir 2l método del méximo d : grande. Dicho de otra manera, més grande serén la muestra,

res cuadrados. £s necesario rec ., mo ’e . maés confiables serd estos tests.
verosimilitud. La primera etapa en la aplicacién de este mé- | Los estimadores b, de los pardmetros f, poseen distrib
todo es construir la funcién de verosimilitud que, si recorda- i . o / p ) 08 £ poseen 1?‘ u-
mos bien, es la funcién de probabilidad de la muestra que | clones asintoticas normales y los estimadores de sus diferen-
expresamos en funcién de los pardmetros. La funcién de cias tipo poseen una distribucién asintética y2. Habiendo
verosimilitud se infiere, por consiguiente, de la hipdtesis que _ cumplido con estas condiciones, es posible, ahora, aplicar los
se hizo en cuanto a la distribucién de los u; , lo que constitu- | tests # de Student a los pardmetros.
ye una especificacién completa del modelo aleatorio. | 4321 .

Nos interesa, en este momento y de manera especifica,el | -9.2 HACIA EL LOGIT MULTINOMIAL:
modelo logit, el cual se infiere de la hipétesis de una distri- UNA GENERALIZACION HEURISTICA DEL BINOMIAL

bucion logistica. La funcién logistica es la funcion ) N
p Parece claro que el modelo estimulo-reaccién, con umbral de
reaccién s6lo se puede aplicar a una situacién de eleccién bi-
naria. En caso que haya mas de dos posibilidades, es necesa-
rio un modelo mas general donde el sujeto escoge la
posibilidad més atrayente para €l.
Ejemplo: eleccion del idioma de uso:

¥; =0 si el idioma de uso es el francés.

L(f) = 1 __e

l+e™ e +1

Si la variable aleatoria u posee una funcién de distribu-

cién acumulativa logistica, entonces tenemos:

t
Pr[uSt]zL(t)z 1 - = te
l+e— e +1

Se puede justificar la eleccion de la funcién logistica con
argumentos pragmaticos del siguiente tipo: es relativamente
facil de manejo y es muy semeja a la normal para valores al-
rededor del promedio (cuando se desemeja para los valores

— ;= 1siel idioma de uso es el inglés.
— y;=2 si el idioma de uso es el italiano.
— y;= 3 siel idioma de uso es otro idioma.

El modelo tedrico de comportamiento subyacente al mo-
delo logit multinomial es el modelo de utilidad aleatoria
(random utility). Segin este modelo, existe una variable la-
tente que mide la “utilidad” o el atractivo de cada opcién en
funcién de los atributos del sujeto y de las caracteristicas de
la opcién. El sujeto escoge racionalmente la posibilidad que

202

Al momento de presentar el principio del maximo de verosimilitud (cap.
2-2), definimos la funcién de verosimilitud como la funcién de densidad de
probabilidad de la muestra. Sin embargo, en nuestro caso presente, la va-
riable observada es discreta (dicotémica con mas precisién), por lo tanto, la
funcién de verosimilitud es, sin mas, la funcién de probabilidad.

% Vea, en particular, Ben Akiva y Lerman (1985).
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posee €l méas grande atractivo.’ No obstante, la utilidad de
cada opcién no es una funcién determinista de las variables
independientes, mas bien, la suma de dos términos la consti-
tuye, a saber la utilidad sistematica y un término aleatorio.

En una situacién de eleccion politdmica, al lugar de tener
una sola variable non observada (“latente”) w, tantas varia-
bles latentes son necesarias como hay posibilidades para que
cada una de estas variables mida el atractivo de la posibilidad
correspondiente. Escribamos: o ,

wy; : medicion del atractivo de la posibilidad j para el
individuo i. )

Como primer paso, reformulemos el modelo binario segiin
este esquema. Tenemos como resultado:

Yi=0siwi>wy
yi=1lsiw;>wy
lo que equivale a
¥ =0 si wy—w;; >0, 0 sea wy - w;u<0

Por lo tanto, es posible interpretar la medicion del_ estimu-
1o w del modelo binario como una medicién de la dl.fe.rc.:nma
entre el atractivo de la primera y de la segunda poglbllldad.
En estas condiciones, el modelo del estimulo se convierte en

W= Wy~ W =21 —Ziog T Ui
donde z i = Zx,-h ,th es la parte determinista del modelo
h
del atractivo de la posibilidad k.

204 Eg justamente en este punto que el modelo de utilidad aleato.ri.a se dis
tingue de los modelos con utilidad “constante” donde la probabilidad que
una opcién sea seleccionada aumenta con su utilidad, pero donde no es se-
guro que un sujeto escoja la posibilidad mas ventajosa para él. En los mo-

delos con utilidad “constante”, la eleccion de la posibilidad més ventajosa.

es solamente mas probable que las ofras. Es en este sentido que nos glel'@f
mos de un comportamiento racional.
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Teniendo: :
pij="Prly;=j]: la probabilidad que el individuo i esco-
ja la posibilidad ;.
Tenemos:
271770
P i
Pio = 1—-p.g = .._.___1__
i0 ' Pi 7170 |

lo que implica para los puntos de ventaja (como en apuestas;
odds en inglés) de [y; = 1] contra [y; = 0]
P _ Pa _ zin—zio - et
1-pg  Pio %0
Supongamos, sin demostrarlo, que se pueda generalizar
este resultado con un nimero cualquiera de posibilidades y
que, para todo par de posibilidad j,k, tengamos
-
Dii g i
__y_ — ezlj Zik - e '
Dik e’k
Al efectuar la suma de todas las posibilidades j, obtenemos
3
Y Py g

j Pik ezik

donde Z pij =1, de tal manera que

J
2Py 2.
ZPij Y

7 Pik Pk Pik etk
de lo que se deduce
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o ik

j . .
iY aqui tiene usted el modelo logit multinomial! '
Los parametros de este modelo se estiman por medio del
método del maximo de verosimilitud, como en el caso del lo-

git binomial. Los procedimientos de induccién estadistica son
analogos.

Pi. =
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CONCLUSION DE LA CUARTA PARTE

Esta cuarta parte es de alcance més practico para investigado-
res en ciencias sociales, cuya materia son a menudo datos
cualitativos. El objetivo latente aqui es demostrar que es a la
vez posible y 1til el andlisis cuantitativo de datos cualitativos.

El anélisis de tablas de contingencia es una técnica de
andlisis multivariado que se usa con frecuencia. Se hace hin-
capi€ en la significacién de la hipétesis de independencia, asi
como en el test correspondiente del Chi-cuadrado de Pearson.
Se subraya también la distincién entre una relacién estadisti-
camente significativa y una relacion cientificamente pertinen-
te.

El anélisis de varianza es también una técnica muy utili-
zada. Pero no se presenta aqui en su forma clésica. Se eligi6
mas bien mostrar cémo el analisis de regresién permite hacer
un andlisis de varianza, pero liberAndose de las exigencias
restrictivas de este 1iltimo en cuanto al plan muestral, y te-
niendo la posibilidad de incluir variables independientes con-
tinuas (andlisis de covarianza). Se hace hincapié en la
construccién de las variables booleanas que representan las
variables politémicas del analisis de varianza clésico, asi co-
mo en la interpretacion correcta de los resultados.

Finalmente, el capitulo 4-3 presenta brevemente el princi-
pio de modelizacién que hace posible tratar variables depen-
dientes cualitativas (logit, probit).




EPILOGO

Al momento de escribir estas palabras, un trimestre llega a su
término y siento una mezcla de satisfaccién y frustracién. Sa-
tisfaccién, por supuesto, de un profesor cuyos estudiantes, en
su mayoria, tuvieron éxito en lograr los objetivos de aprendi-
zaje que les habia planteado. Sin embargo, frustracién, por
los que no tuvieron éxito: ;se hubiera podido presentar la ma-
teria de otra manera, mas accesible? Frustracién, ademads,
porque se dejé de lado, por falta de tiempo, mucho material,
porque hubo que seleccionar entre el contenido de este libro,
cuando fue concebido como un todo. Tal o tal punto, que no
tuvimos tiempo de ver en clase, ;faltard en la capacitacién de
los futuros investigadores?

Con una mezcla igual de satisfaccién y frustracién pienso
en esta obra. Estoy contento de haber podido consignar aqui
la cosecha de mas de un decenio de esfuerzos pedagdgicos.
Sin embargo, con cada nueva lectura, encuentro que aqui se
tendria que clarificar la exposicién, que all4 habria que afiadir
algun complemento, que, en otra parte, los ejemplos podrian
ser mas convincentes... Incluso a veces, surgen ideas pedagé-
gicas que motivarian a refundir un capitulo entero. En suma,
no puedo dejar de pensar que esta obra queda inacabada.

Sin embargo, esperar una versién definitiva no es mas que
ilusion, ;verdad? Hay que resignarse a la naturaleza finita del
ser humano y compartir ahora lo que siempre quedar4 imper-
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fecto. Eso es lo que decido hacer. Entonces, con toda modes-
tia, presento esta obra a la comunidad cientifica y universita-
ria.

André Lemelin
Montreal, abril de 2004
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